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Äff  ölten'  Zur  Geometrie  den  Kreist*  und  der  KwfeL 


Zur  Geometrie  des  Kretoes  nnd  der  KageL 

Vüii 

Fr,  G.  Affolier. 


In  zivangioser  Beibenfolgc  einiger  Mitteilungeu  gedenke  iclj  meine 
Untersuchungen  aus  der  Geometrie  des  Kreises  und  der  Kugel  hier 
zu  veröffentlichen.  Das  sämmtlicho  hier  vorliegende  Material  hatte 
ich  schon  vor  drei  Jahren  zum  Drucke  bereit,  und  wurde  mit  dem- 
selben  selbst  auch  begonnen,  als  besondere  Umstäudo  dessen  Weiter- 
führung vfvrhinderten.  Seither  sind  davon  nur  drei  kleinere  Kesul- 
tate,  als  die  Lösungen;  1)  vier  Kugeln  durch  eine  fünfte^) 
und  2)  fünf  Kugeln  durch  eine  sechste  unter  gleichen 
Winkeln  zu  schneiden  2),  wie  3)  einen  Beweis  zur  Stei- 
«ersehen  Construction  des  in  der  Ebene  verallgemei- 
nerten malfattxschcn  Problems 3),  veröffentiicbt  worden. 

In  mernen  Untersuchungen  glaube  ich  zu  Resultaten  gelangt  zu 
sein,  welche  die  Geometrie  des  Kreises  und  der  Kugel  hinsichtlich 
ilures  Schneidens  dnem  gewissen  Abschlüsse  näher  bringen  werden. 
Die  vorliegende  Arbeit  befolgt  den  doppelten  Zweck:  Erstlich  die 
Darstellung  dieser  Besultate  und  zweitens  Darstellung  derselben  iu 
einer  dem  Wesen  der  Sache  angemessenen  Form.  Es  sind  daher 
aus  den  Elementen  der  Geometrie  keine  weiteren  Kenntnisse  als  die 
Begriflfe  des  Kreises  und  der  Kugel,  so  wie  im  spätem  Verlaufe  die 


1)  Schlötnilch's  Zeitschrift,  Band  16.  Seite  162.  1870. 

2)  Clebsch  aad  Nenmann,  Math.  Annal.  Band  4.  Seite  185.  1871. 
^)       »  I»  J9         »        f,     6«     »    597.  1878. 
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Kenntniss  der  hannoniscbea  Pnnkte  und  Strahlen  notwendig.  Diese 
Arbeit  soll  sich  ganz  an  die  Arbeiten  Steiner 's,  die  er  im  1.  Bande 
des  Joomids  Ton  Grelle  1826  unter  dem  Titd:  Geometrische 
Betrachtungen,  so  wie  deren  Fortsetzungen  niedergelegt  hat, 
anschliesson.  Es  würde  moiuc  grOsste  Befriedigung  sein,  wenn  hier 
diese  folgenden  Theorien  im  Sinne  Steiner's  durchgefBhrt  und  so 
weiter  entwickelt  wären;  und  es  mir  dadurch  also  gelungen  wftre 
eine  naturgemflsse  Kreis-  und  Kugelgeometde  zu  gehen.  Dadurch 
wird  man  aber  auch  erkennen,  dass  die  Arbeiten  Steiner's  dea 
alleinigen  Impuls  zu  diesen  Arbeiten  gaben. 

Weitere  Angaben  über  diesen  Gegenstand,  welche  mir  während 
der  Kedaction  zur  Yergleichung  und  weiteren  Anhalt  dienten,  sind 
die  folgenden: 

1)  Fr.  Schweins  Geometrie  nach  einem  neuen  Plane  bearbeitet. 
I.  Teü,  Gifittingen  1806. 

2)  Alle  Arbeiten  über  das  malfsttische  Problem;  siehe  deren 
teilweises  Yerzeichniss  in: 

3)  Arnim  Wittstein.  Geschidbte  des  malftttischen  Problems. 

München  1871. 

4)  0.  F.  Geiser.  Einleitiüig  in  die  synthetische  Geometrie. 
Leipzig  1869. 

5)  S.  Lie.  Ueber  Complexo,  insbesondere  Linien- und  Kugel- 
comylexo,  mit  Anwendung  auf  die  Theorie  der  partiellen  Differenz- 
gleich uügcu.   Neumann  Annalen,  Band  5.  Seite  145.  1872. 

6)  G.  Darbouz.  Sur  un  classe  remarquables  de  courbes  et  de 
sur^Etces  algebriques,  et  sur  la  theorie  des  imsginalres.  Paris  1873. 

7)  G.  Darboux.  Sur  les  relations  cutre  los  groupes  de  points, 
de  cerclcs,  de  spheres  dans  le  plan  et  dans  l'espace.  Annales 
scientif.  de  l'^cole  normale  sup.  t  1.  serio  2.  p.  323.  1872. 


L  MittoUung. 

Einleitende  Betrachtungen. 

Obwohl  ich  mich  vollstttndig  an  die  oben  genannten  Arbeiten  von 
Steiner  anschliessen  könnte,  so  ziehe  ich  es  doch  vor,  seine  Resul- 
tate hier  dem  Zweck  entsprechend  zu  wiederholen.  Hierdurch  wird 
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maiiches  Bekannte,  das  schon  völlig  in  die  Schole  ttbergegangen  ist» 
wiederholt  werden.  Ich  helfe  aher  dadurch  mOglidut  ein  Oanxee 
ans  einem  Gehiete  der  Geometrie  zn  bringen,  welches,  wie 
anderes,  der  Schale  so  nutzbar  gemacht  werden  kann. 

Bemerkung.  Die  Untersuchungcu  wprden  nur  völlig  streng 
für  Kreise  in  der  Ebene  durcbgeffihrt  werden;  jedoch  für  Kreise  und 
Kugel  im  Baume  nur  dann,  wenn  sich  die  Resultate,  für  Kreise 
der  Ebene  erhalten,  nicht  ohne  weiteres  auf  die  räumlichen  Gebilde 
übertragen  lassen. 

1.  Abschnitt.  / 
Theorie  der  Potens. 

a)  Entwickelung  lies  Potenzbegriffes, 

Legen  wir  in  der  Ebene  des  Kreises  h  Fig.  1.  durch  den 
beliebig  gewählten  Punkt  p  die  beiden  Transversalen  %  und  ^  welche 

'Sx«ä&  1:  beziehlich  in  den  Punktepaaren  ix\  h'i  *J'  schnei- 
den; alsdann  folgt  aus  der  Aehnlichkeit  dar  Dreiecke 

ptj^'t^   und  pt^'t% 

die  Proportion 
oder  auch 

1)  ptt'.ph!'  =ph'.ph" 

Halten  wir  die  Transrersale  ^  fest,  wShrend  wir  %  um  ji^  herum  sich 
drehen  hissen,  so  bestimmt  diese  mit  dem  Kreise  k  in  jeder  ihrer 
Lage  tn  vom  Punkte  p  aus  gerechnet  zwei  Abschnitte  ptn'  und  pi/', 
Ton  denen  das  Product  ihrer  Maasse  gleich 

Ph'Ph" 

ist.    I>ieses  Product  hat  also  für  alle  Lagen  der  Transversalen  /„ 
denselben  Wert.    In  Folge  dieses  dem  Product  eigenen  invarianten 
Charakters  heisst  es  Steiner  die  Potenz  des  Punktes  p  in  Bezug 
auf  den  Kreis  k  oder  auch  die  Potenz  des  Kreises  k  in  Bezug  auf 
^den  Punkt  2>. 

Es  sind  nun  die  beiden  Lagen  des  Punktes  p  in  Bezug  auf  den  ' 
Kreis  k  genau  auseinander  zu  haiton,  nftndich  ob  p  wie  in  Fig.  la. 


1)  Wir  beseichiMii  hier  wie  in  der  Folge  jeden  Kreis  mit  denieelben  Buch 
Stäben  wie  seinen  Hittelpnnltt. 

1* 
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auBserhalb,  oder  wie  in  Fig.  Ib.  umerhalb  des  KreiBes  k  liegt.  Ist 
p  ein  äusserer  Pimkt,  so  liegen  die  beiden  Abschnitte  ptn'  = 
ptn"  =  in  jeder  Lage  der  Transversalen  nach  derselben  Klchtung 
von  p  ans,  d.  h.  beide  Abschnitte  haben  wesentlich  gleiche  Zeichen 
und  die  Potenz  n^.a^y  ist  wesentlich  positiv.  Ist  jedoch  p  ein  innerer 
Punkt,  so  liegen  die  beiden  Schnitte  f«'  und  tu'  vom  Punkte  p  aus 
in  jeder  Lage  der  Transversalen  nach  verschiedenen  liichtnngen, 
d.  h.  die  beiden  Abschnitte  haben  wesentlich  verschiedene  Zeichen 
und  die  Potenz  a^.a^  ist  daher  wesentlich  negativ. 

Bezeidmen  wir  den  absoluten 'Wert  der  Potenz  eines  Punktes  p 
mit  pK  so  haben  wir  fUr  die  äussere  Potenz 

2)  ptn'  .ptn"  =  i±<h>'i±<h)  hl»' 

und  für  eine  innere 

3)  •         .2^*»/'  =  (±ai).(i:aj)=-y 

Logen  wir  die  Transversale  ^  welche  den  Punkt  p  mit  dem  Mittel- 
punkte h  verbindet,  so  ist  filr  die  äussere  Potenz 

4)  .  -i-p^ '=  {x — r)(a;+r)  =  cB* — r* 

und  für  die  innere 

6)  —1?*  —  (r—aj)(«H-r)  —  r« 

wo  r  gleich  dem  Radius  des  Kreises  k  und  x  gleich  der  Entfernung 
des  Punktes  von  dem  Mittelpunkt  k  des  Kreises  ist.  Aus  diesen 
beiden  Gleichungen  erkennt  man  sogleich,  dass  sowohl  die  äussere 
wie  die  innere  Potenz  durch  denselben  Ausdruck 

« 

gegeben  wird  ni^d  dass  ihre  Werte  wesentlich  nur  von  dem  Werte 
der  Entfernung  «  abhängen.  Wir  setzen  daher  allgemein 

6)  =     — r*, 

wo  dann  das  Zeichen  des  Ausdrudcs  rechts  das  Zeichen  von  2^"^  und 
somit     ahi  die  äussere  oder  innere  Potenz  bestimmen. 

Aus  Gleichung  6)  e^eben  sich  nun  leicht  die  folgenden  Sätze: 

1)  Alle  Punkte  welche  vom  Mittelpunkte  des  Krei- 
ses /t  gleiche  Entfernung  haben,  oder  alle  Punkte  eines 
mit  Je  conccntrischen  Kreises  besitzen  in  Bezug  auf  den 
Kreis  k  dieselbe  Potenz. 

2)  Die  Potenz  aller  Punkte  des  Kreises  h  ist  gleich 
Null. 
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3)  Die  Potenz  eines  Punktes  ist  um  so  grösser,  je 
grösser  seine  Entfernung  vom  Mittelpunkt  des  Krei- 
ses k  ist. 

Lassen  wir  in  Fig.  la.  die  Traosrersale  tn  in  dne  der  Grvnz- 
läge  flbeiigehen)  d.  h.  in  die  Lage  wo  mit  tf  aasammeDfällt,  oder 
d.  h.  wo  «  ZOT  Tangente  wird,  so  ist 

«1  —  «t 

und  folglicli 
d.  b. 

4)  Die  Anssere  Potenz  ist  gleich  dem  Quadrat  des 
Abschnittes,  der  dureb  den  Punkt  p  und  den  Bcrüh- 
rnngspunkt  anf  einer  der  durch  p  au  dun  Kreis  k  gehen- 
den Tangente  bestimmt  wird. 

Lassen  wir  in  Fig.  Ib.  die  Transversale  <  in  die  zu  dem  dorcb 
p  gäui&äs&Diirchmesser  normalstebenden  Sebnen,  d.  b.  zur  kleinsten 
Sehne  flbei^eo,  so  wird  dem  absotatea  Worte  nach 

«1  =  «s 

oder 
d.  h. 

5)  Die  innere  Potenz  ist  gleich  dem  negativen  Quad- 
rat der  halben  kleinsten  durch  den  Punkt  p  hindurch 
gehenden  Sehne  des  Kreises  h, 

Haben  wir  die  beiden  Punkte  und  p.^  mit  beziehlich  den  Po- 
tenzen pt^^  und       so  folgt  aus  Gleichung  6):  - 

«  a?i« — r*   und        —  flf»' — r» 

und  folglich  erbfilt  man  durch  Subtraction 

d.  h.  da  in  Gleichnng  7)  der  Badios  r  nicht  auftritt: 

6)  Die  Differenz  der  Potenzen  zweier  Punkte  in  Be- 
zug auf  denselben  Kreis  ist  unabhängig  von  der  Grösse 
des  Eadius  des  Kreises. 

Nehmen  wir  Fig.  la  u.  b.  auf  irgend  zwei  durch  den  Punkt  p 
hindurch  gehenden  Transversalen  und  je  zwei  Punkte  so  au, 
dass  sie  wfe  in  la.  von  p  aus  je  in  gleicher  oder  wie  in  Ib.  je  in 
entgegeugea^zter  Hlcbtung  liegen  und  es  sei  flu-  beide  Fälle 
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Logen  wir  durch  irgend  drei  dieser  Punkte  z.  B.  «/,  t^",  l/  den 
Kreis  Je,  so  schneidet  dieser  die  zweite  Transversale  je  noch  ausser 
dem  Punkte  iu  irgend  einem  zweiten  Punkte  z.  B.  7V'.  Dieser 
Punkt  nmss  in  Fig.  la.  von  p  mit  t^'  iu  gleicher  und  in  Fig.  Ib.  in 
entgegengesetzter  Richtung  liegen.  Ferner  folgt  aus  dem  Begriff  der 
Potenz 

pt^-pt^'  =Ph'*pT^' 
Berücksichtigen  wir  obige  Gleichung,  so  folgt 

Ph^'-pV 

d.  Ii.  der  Punkt  T^'  fällt  mit  dem  Punkte  t^'  zusammen j  oder: 

7)  Bestimmt  man  auf  Jeder  von  zwei  darcli  einen 
Punkt  p  hindurch  gehenden  Geraden  je  zwei  Punkte,  die 
beide  auf  beiden  Geraden  gleichzeitig  Tom  Punkte  p  aus 
in  gleicher  oder  entgegengesetzter  Richtung  liegen  und 
ist  das  Produot  der  zwei  Tom  Punkte  p  aus  mit  den  bei- 
den Punkten  gebildeten  Abschnitte  der  einen  Geraden 
gleich  dem  Product  der  entsprechend  gebildeten  Ab- 
schnitte der  andern  Geraden,  so  liegen  diese  vier  Punkte 
auf  einem  Kreise. 


b)  DU  Fatm»  im  Bemehmng'm  mmi*  umd  fMArmn  Ki*ei§en. 

liegen  in  derselben  Ebene  zwei  Kreise  und  Fig.  2.  vor, 
und  besitzt  der  Punkt  p  in  Bezug  auf  diese  bdden  Kreise  die  bezieh- 
liehen  Potenzen  pi*  und  p»*,  so  ist,  wenn  man  die  Entfernung  des 
Punktes  p  von  den  beiden  Krdsmittelpnnkten  mit  ui  und  «t  bezeich- 
net, nach  Gleichung  6) 

wo     und     die  Radien  der  beiden  Kreise  sind.  Es  sei  nun 
8)  .«-■»11  =  constante 

so  heisscn  wir  den  Wert  v^^  das  Potenz verhältniss  des  Punktes 
p  in  Bezug  auf  die  Kreise  und  1'2.  Es  drängt  sich  nun  die  Frage 
auf:  Welchen  Punkten  der  Ebene  kommt  dasselbe  Potenzverhältniss 
t>i2  2U?  Um  diese  Imlage  zu  erledigen  ersetzen  wir  in  Gleichung  8) 
die  Potenzen  px^  und  pi'  durch  die  Werte  in  und  (Sf  und  wir 
erhalten 


■^?vJ-Jt^;"wft<g  \  Diyiiizeü  by  Google 
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Wir  etkennen  somit,  dass  die  Punkte  der  Ebene,  deren  Entfernungen 
«I  und  ttg  der  Gleichung  9)  geniigen,  dasselbe  Potenzrerhfiltniss  be- 
sitzen. Um  den  Ort  dieser  Punkte  su  bestimmen,  verbinden  ivir  den 
an!  der  Centnülinie  ^  beliebig  gewählten  Punkt  m  mit  dem 

Punkte  p  durch  q.   Wir  setzen  ferner  i^m  — y^,  j^m-»yt  und 
» dj  dann  ist  nach  ^  bekannten  elementaren  S&tzen  aus  der 
Geometrie  des  Dreiecks 

Gleichung  9)  geht  somit  in  folgende  über 

10)  ^(1— •i«)+yi»— t^ilf."— 2rf(yi~»ity^)--(r,«--«,,f',«)  —0 

Für  jede  Lage  des  Punktes  p  uudern  sich  die  Werte  von  Q  und  d. 
Es  sei  nnn  jedoch  der  Punkt  m  so  bestimmt,  dass 

dann  ist  Gleichuig  10)  von  d  unabhängig  und  ivir  haben 

Für  die  Lage  des  Punktes  welche  die  CentraUinie  hfy  nach  dem 
Yerhftltniss 

teilt,  bleibt  also  nach  Glcichuiig  12)  auch  q  oder  die  Entfernung  des 
Punktes  p  von  m  constant  gleich.  Berücksichtigt  man,  dass  an  Fig.  2. 

ist  und  eliminirt  man  ans  Gleichungen  11)  und  12)  die  Werte  voa 
und  ys,  so  erhftlt  man  allgemein 

'  ^  (tkl-1)* 

Aus  diesem  geht  her?or: 

8)  Der  Ort  der  Punkte  p  der  Ebene  zweier  Kreise, 
welche  in  Bezug  auf  diese  Potenzen  besitzen,  deren 
Verhältniss  einen  gegebenen  Wert  hat,  ist  ein  Kreis. 
Der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  teilt  die  CentraUinie 
Jener  zwei  Kreise  nach  dem  Yerhftltniss,  das  gleich  ist 
dem  PoienzTerh&ltnisB.    Der  Bikdias  des  Kreises  ist 
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durch  Gleichung  13)  gegeben.  Diesen  Kreis  heisseu  wir 
den  Potenzkreis  mit  dem  Potenz verhältniss  («^j)  zu  dou 
zwei  Kreisen  (k^  und  k^)  gehörend. 

Schneiden  sich  Fig.  2.  die  Kix'isc  und  k^  in  den  Punkten  «, 
80  ist  für  jeden  dieser  Punkte 

9)  Jeder  Potenzkreis  zu  zwei  Kreisen  geht  durch  die 
beiden  Schnittpunkte  dieser  Kreise  mit  welchem  Potenz- 
verhältniss  er  auch  behaftet  sein  mag. 

ffierauB  fliesst  nun  aber  sogleich  der  folgende  Satz: 

10)  Legt  man  durch  die  beiden  Schnittpunkte  zweier 
Kreise  einen  beliebigen  dritten  Kreis,  so  ist  das  Ver- 
hältniss der  Quadrate,  der  Tangente  (kleinsten  halben 
Sehne),  die  von  den  Punkten  des  letztern  Kreises  nach  dvn 
zwei  erstem  gehen,  constaut  und  gleich  dem  Verhältniss, 
nach  dem  die  Centrailinie  der  zwei  ersten  Kreise  vom 
Mittelpunkt  der  dritten  geteilt  wird. 

Je  nachdem  aber  die  Potenzen  p^^  und  jig*  gleichartig  oder  nn- 
C^chartig  sind,  wird  das  PotenzrerhSltniss  «tu  positiv  oder  negativ. 
Für  den  absoluten  Wert  von  v  erhalten  mt  somit  zwei  Potenzkreise 
—  einen  äussern  und  einen  innern.  —  Der  äussere  Potenzlcreis 
enthält  die  Punkte  deren  Potenzen  pi*  und  p^*  in  Bezug  auf  die 
Kreise  und  k^  gleichartig  und  beide  äussere  oder  beide  innere  sind. 
Der  innere  Potenzkreis  enthält  die  Punkte,  deren  Potenzen  un^eich- 
artig,  d.  h.  die  eine  äussere  und  die  andern  innere  sind.  Yfvt  be- 
zeidmen  die  Badien  der  äussern  Potenzkreise  mit  ^a,.  und  die  der 
Innern  mit  ^t,,  und  die  entsprechenden  Mittelpunkt  mit  und  ^a, 
so  ist  also  nach  Gleichung  13) 

14)  -   (^ZT)«  


Es  ist  nun  aber  nach  Satz  8) 

kj^üj^  i  k^Oj^  ==  Vis»    ^ihs  •  ^iH2  ~  ""  ^'is 

Die  Mittelpunkte  und  ^  teilen  also  die  CentraUinien  k^k^  nach 
entgegen  gesetzt  gleichen  Verhältnissen  und'  daher  bezeichnen  wir 
diese  zwei  Punkte  mit  denf  Namen  beigeordneter  Aehnlich- 


Digitized  by  Google 


AffolUri  Zur  Geometrie  du  Kreise»  und  der  Kugti.  9 

keitspunkte,  so  wie  wir  ihre  Potenzkreise  als  eiuauder  bei- 
geordnet bezeichnen. 

Von  den  Potenzkreisen  geniessen  einige  dne  ff^^f  besondere 
Wichtigkeit  Es  sind  dies  die,  welche  zu  -den  spedeUen  Werten  der 
Potenzverhftltnisse 


!i.      ü^.  Dl! 


tren.  Es  sei  nun 

I)  V  ^  +1»  dauü^ist 

10)  —  g  r  =  « 

nnd 

lö)  Qi,%'  =  • 

Per  äussere  Potenzkreis  besitzt  also  einen  onendlich  grossen  Badins. 
Dies  ist  aber  nur  mOglich,  wenn  entweder  der  Hitfcelpnnkt  der  Kreise 
im  Endlichen  nnd  alle  Punkte  der  Kreise  im  Unendlichen  der  Ebene 
liegen;  oder  aber,  wenn  der  Mittelpunkt  im  Unendlichen  liegt  nnd 
dann  der  Kreis  in  eine  Gerade  flbergeht,  die  mit  ihren  Punkten  teil- 
weise im  Endlidien  oder  auch  ganz  im  Unendlichen  liegt  Da  aber 
die  beiden  Schnitte  9  der  Kreise  1^  und  auch  auf  dem  Potenzkreise 
HßgßSL^  so  geht  in  diesem  Fall  der  Potenzkreis  in  die  den  Kreisen 
und  gemeinsame  Sehne  über.  Da  v^^^-^lf  so  ist  =  2>s' 
nnd  wir  haben: 

II)  Der  Ort  alle  Punkte  in  der  Ebene  zweier  Kreise, 
welche  in  Bezug  auf  diese  Kreise  gleiche  und  gleich- 
artige Potenzen  besitzen,  ist  die  gemeinsame  Sehne  der 
beiden  Kreise.  Wir  heissen  diese  Sehne  die  Potenzlinie 
der  beiden  Kreise* 

Oder  auch,  6sk  pi^'^p^*  jmdp^^p^  ist,  nach  den  Sätzen  4) 
und  5). 

12)  Der  Ort  aller  Punkte,  von  denen  aus  an  zwei 
Kreise  gleich  lauge  Tangente  und  kleinste  Sehne  gehen, 
ist  die  gemeinsame  Sehne  der  beiden  Kreise. 

Der  Aehidichkeitspunkt  c^a  ^  «1»  =*  —  1  liegt  in  der  Mitte  der 
bdden  Kreise     und     und  in  diosem  FaU  ist 

Pj9  ^ 
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•IfiO  die  absoluten  Werte  von  und  einander  gleich  und  Bouüt 
folgt: 

* 

13)  Der  Ort  all  derjenigen  Punkte  in  der  Ebene  xweier 
Kreise,  von  denen  ans  an  den  einen  Kreis  beziehlieh 
Tangenten  oder  kleinste  halbe  Sehnen  gehen,  die  bezieh- 
lieh  gleich  sind  den  kleinsten  Sehnen  oder  Tangenten 
an  d8n  andern  Kreis,  ist  ein  Kreis  der  durch  die  Schnitt- 
punkte der  beiden  Kreise  geht  nnd  dessen  Mittelpunkt 
die  Gentrallinie  dieser  zwei  Kreise  halbirt 

28  sei  «,9  »  ±  ^,  alsdann  hat  man  aus  Gleichung  13): 


17)  9a  J  - 
und 


18) 


Die  Radien  dieser  Kreise  beaeichnen  wir  mit  Sog^  und  A...  Ea  ist 
also: 

und  die  Mittelpunkte  seien  mit  und  bezeichnet  Da  in  diesem 
Fall  F|g.  a  die  Proportional 

und 

richtig  sind,  so  folgt  aus  einem  hekannten  Satze  des  Dreiecks,  dass 
der  Radius  JF?«,»  A^.^^  den  Aussenwiukel  und  i?»,,  =  Ji^s  den  Innen- 
winkel bei  8  des  Dreiecks  Är^^Ä-g«  halbirt.  Es  sind  also  die  Kadien 
-4j^2«  und  J^2s  zu  einander  normal.  Es  schneiden  sich  also  die  Kreise 
und  Jj2  rechtwinklig.  Ebenso  halbirt  jeder  dieser  Poteiizkreiso 
den  Winkel,  unter  dem  sich     und  schneiden^). 

Aus  all  dem  fliessen  nachfolgende  Sätze: 

14)  Der  Ort  all'  der  Punkte,  von  denen  aus  an  zwei 
Kreise  Tangenten  oder  halbe  kleinste  Sehnen  gehen. 


1)  Wir  sagen,  swei  XtcIm  hg  »a&  Mhoddeii  deh  vntar  dem  WIdJbbI 
et,  wenn  die  Bidkn,  welche  neeh  dem  einen  Sehnittpnnkte  der  beiden  Kreiee 
gehen,  den  Winkel  ö  einichliesien. 
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deren  Quadrate  sich  verhalten  wie  die  Radien  dieser 
zwei  Kreise,  ist  ein  Kreis,  welcher  durch  die  Schnitte 
der  beiden  Kreise  hindurch  geht  und  dessen  Mittelpunkt 
die  Centraliinine  nach  dem  äussern  Verhältniss  teilt, 
das  gleich  ist  dem  Verhältniss  der  Radien  der  zwei 
Kreise. 

15)  Der  Ort  der  Punkte,  von  denen  ans  nach  zwei 
Kreisen  Tangenten  oder  kleinste  kalbe  Sehnen  nach  dem 
einen  Kreise  gehen,  deren  Quadrate  sich  verhalten 
sn  den  Quadraten  der  kleinsten  halben  Sehnen  oder  Tan- 
genten, die  nach  dem  andern  Kreise  gehen,  wie  die  Ra- 
dien der  beiden  Kreise,  ist  ein  Kreis,  der  durch  die 
Schnittte  der  beiden  Kreise  hindurch  geht  und  dessen 
Mittelpunkt  die  Centrallinie  der  zwei  Kreise  nach  dem 
innern  Verhältniss  teilt,  das  gleich  ist  dem  Verhältniss 
der  beiden  Kadien. 

-  "Diese*  beiden  Ortskreise  in  Satz  14)  und  15) 
schneiden  sich  rechtwinklig  und  wir  heisaen  si^  deshalb 
orthogonale  Potenzkreisa 

17)  Jeder  der  beiden  orthogonalen  Potenzkreise 
zweier  Kreise  schneidet  diese  unter  gleichen  Winkeln, 
d.  h.  halbirt  den  Winkel  unter  dem  sich  diese  Kreise 
schneiden. 

Bie  Mittelpunkte  der  beiden  orthogonalen  Potenzkreise  zweier- 
Kreise  heissen  wir  die  Hauptähnlichkeitspunkte. 

£b  ist  hier  wichtig,  die  specieUen  Formen  der  Kreise  und 
seihst  zu*  betrachten.  . 

£&  sei  1)     =  r^,  dann  folgt  aus  Gleichung  17),  dass 
Ja<i««oD   und  ^>,»=    '  4 

In  diesem  Fall  geht  also  der  äussere  orthogonale  Potenzkreis  in  die 
Potenzlinie  der  beiden  Kreise  und  der  innere  in  den  der  Potenzlinie 
beigeordneten  Potenzkreis  ttber. 

Es  seien  2)  die  beiden  Kreise  h^^  und     concentrisch,  d.  h. 
so  folgtj  da  kiA^  -B  ibs^i»,  dass 
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und  ebenso 
d.  b. 

18)  Die  beiden  Hauptähnlichkeitspunkte  bei  zwei 
concentriBcben  Kreisen  fallen  mit  dem  Centrnm  der  bei- 
den Kreise  znsammen.  Die  Badien  der  beiden  ortbogo- 
nalen  Potenzkreise  sind  gegeben  dnrch 

Es  sei  3)  der  Radios  der  Kreise  gleich  Null,  d.  h.  es  reducire  sli^ 
der  Kreis     auf  einen  Punkt,  dann  ist 

und 

^«^18 :    i/is  =  0 :  r. 

Also 

19)  Zu  einem  Kreise  nnd  einem  Punkt  lässt  sich  immer 
der  Punkt  als  der  äussere  und  innere  Hauptähnlicbkeits- 
puukt  ansehen.  Die  Eadien  der  beiden  ortboganalen 
Potenzkreise  sind  gegeben  dnrch 

d.  h.  der  Pnnkt  repräsentirt  selbst  diese  beiden  ortho- 
gonalen Potenzkreise. 

Es  dcscnerirc  4)  der  eine  Kreis  iu  eine  Gerade  mit  ihr  an  end- 
lich und  unendlich  fernen  Punkten ,  so  ist  rj  z.  B.  gleicl^,  co ,  also 
auch  Ci2,  und  zwar  kann  mau  zunächst  c^s  r-f-d  setzen.  Setzen 
wir  allgemein  in  der  Proportion 

^1  "^12  •  ^2  "^li        **!  •  **2 

nnd 

den  Wert     »  r^,  so  folgt 


Oder: 


k^Aii  =  —  — ^  ^  nnd      k^  J^^  —  — 
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und  die  Kadieu  sind 

/*o,,*  =  


Oder  auch: 


2     ^2      .      »       _    '^i 


Setzen  wir  schliesslich  rg  =  oo,  so  folgt: 

* 

und 

22)  ^..^  =  2ri(Ä+rj5   i2,«*  - -2r,(d-ri). 

"Bi  \bY  zu  erkennou,  dass  d  gleich  ist  dem  Nünnalabstaiul  des 

Mittelpunktes  /.j  von  der  Gcradcu.  Aus  diesen  Gleichungen  tiiesst 
der  folgende  Satz: 


Fftllt  man  in  der  Ebene  eines  Kreises  und  einer 
Geraden  den  zu  dieser  normalen  Durchmesser,  so  sind 
dessen  beide  Ecken  als  die  Hauptäbnlichkeitspunkte  zu 
dem  Kreise  und  der  Geraden  anzusehen.  Insbesondere  ist 
der  Endpunkt,  welcher  vom  Mittelpunkt  des  Kreises  aus 
nicht  in  derselben  Richtung  liegt  wie  die  Gerade,  als 
der  äussere  und  der  andre,  der  also  in  derselben  Rich- 
tung liegt,  als  der  innere  Hauptähnlichkeitspunkt  anzu- 
sehen. Die  Radien  der  beiden  Potenzkreise  sind  durch 
die  Gleichungen  22)  gegeben. 

Hieraus  fliesst  der  folgende  Satz: 

21)  Beschreibt  mau  aus  den  Eudpuukteu  des  Durch- 
messers eines  Kreises  der  zu  einer  Geraden  normal  steht 
und  beschreibt  mau  aus  den  beiden  Endpunkten  dieser 
Durchmesser  die  zwei  Kreise,  welche  durch  die  zwei 
Schnittpunkte  jeuer  Kreise  mit  der  Geraden  gehen,  so 
schneiden  sich  diese  rechtwinklig  und  jeder  von  ihnen 
halbirt  den  Winkel,  unter  dem  sich  jener  Kreis  und  die 
Gerade  schneiden. 

r  ^ 

Es  sei  3)  «I«-«  ±Af  alsdann  ergiebt  sich  aus  Gleichung  üi): 
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23) 


— 


Da  in  diesem  Fall  die  Proportion 


ftbergeht  in 

80  folgen  die  Sätze: 

22)  Der  Ort  all'  der  Punkte  in  der  Ebene  zweier 
Kreise,  von  denen  aus  an  beide  Kreise  Tangenten  oder 
halbe  kleinste  Sehnen  gehen,  die  sich  verhalten  wie  die 
Radien  der  Kreise,  ist  ein  Kreis,  der  durch  die  Schnitt- 
punkte der  beiden  Kreise  hindurch  geht  und  dessen  Mit- 
telpunkt die  Centrailinie  beider  Kreise  nach  dem  äus- 
sern Vcrhältniss  teilt,  das  gleich  ist  dem  Yerhaltuisa 
der  Quadrate  der  BAdien  der  beiden  Kreise. 

23)  Der  Ort  all'  der  Punkte  in 'der  Ebene  zweier 
Pnnkte,  von  denen  aus  an  den  einen  Kreis  Tangenten 

oder  halbe  kleinste  Sehnen  gehen,  die  sich  verhalten  zu 

den  halben  kleinsten  Sehnen  oder  Tangenten,  welche 
von  ihnen  an  den  andern  Kreis  gehen,  wie  die  Radien  der 
beiden  Kreise,  ist  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  die 
Ceutrallinie  beider  Kreise  nach  dem  innern  Verhältniss, 
gleich  dem  Yerhultniss  der  Quadrate  der  beiden  Radien 
teilt. 

Diese  Krmse  nnd  ibre  Mittelpunkte  bezeicbn^  wir  bezieblicb 
mit  und  nnd  ibre  Badien,  deren  Werte  dnreb  Gleicbnngen 
28)  gegeben  sind,  mit       nnd  dti^. 

Setzt  man  endlich  4)  v  «  4-       so  erbftlt  man  Besnitate,  welche 

den  obigen  analog  sind  und  somit  leicht  weiter  verfolgt  werden  können. 

Bemerkung.  Bei  den  bisherigen  Beobachtungen  über  den 
Potenzkreis  zweier  Kreise  wurde  inmier  stillschweigend  vorausgesetzt, 
dass  sich  die  beiden  Kreise  ki  und  ft^  in  reellen  Punkten  sehneMen. 
i)ieser  Schnittpunktenpaar  war  aber  bd  der  Herleitnng  der  Potenz- 
kreise als  Ortskreis  ohne  Einflnss.  Hieraus  folgt  sogleich,  dass  alle 
Sätze  über  Potenzkreise  im  allgemeinen  gelten,  sowol  bei  Potenzen 
die  zu  zwei  sich  in  reellen  ^unkten,  als  zu  zwei  sieb  nicht  in  reellen 
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Punkten  schneidenden  Kreisen  gehörend.  Bei  Potenzkreiaen  beson- 
derer Natur  werden  sich  einige  Moditicationcn  ergeben,  die  wir  am 
geeigneten  OKe  betrachten,  was  z.  B.  bei  den  orthogonalen  Potenz- 
kretoen  der  Fall  ist 


Nehmen  wir  zn  den  Kreisen  kt  nnd  noch  den  Kreis  hinzu. 
Es  sei  zn  Xsi  nnd  der  Potenzkrds  mit  dem  PotenzverhAltniss 
ti^,  za  jb«  nnd  der  Potenzkreis  o,  mit  dem  tPotenzrerhftltniss  «| 
nnd  endlich  zn  2^  nnd  der  Potenzkreis  mit  dem  Potenzver^ 
hfiltniss  gegeben.  Die  zwei  Potenzkreise  0|  nnd  schneiden  sich 
in  demPonktepaar  P.  Die  Potenzen  de»  einen  Punktes  P  in  Bezug 
auf  die  drei  Kreise  k  sden  Es  ist  alsdann: 

'oMm  Potenzverhältniss  in  Bezug  auf     und  ig  sei  v^',  dann  ist 

Der  Potenzkreis  «3',  der  dem  Potenzverhältniss  v^'  entspricht,  geht 
also  auch  durch  den  Punkt  P.  Wir  setzen  daher  »3  =  v^'  und 
haben  so 

Bei  dieser  Bestimmung  entspricht  auch  dem  zweiten  Punkte  r  das 
Terhältniss  und  es  gehen  also  bei  dieser  Annahme  die  drei  Potenz- 
kreise a  durch  dasselbe  Punktepaar  r  und  ihre  Mittelpaukte  a  liegen 
auf  einer  Geraden  —  der  Aehnlichkeisaxe. 

« 

Aus  diesen  fliessen  folgende  Sfttze: 

24)  Sind  in  der  Ebene  drei  Kreise  beliebig  gelegen, 
und  man  bestimmt  zu  je  zweien  einen  beliebigen  Potenz- 
kreis, jedoch  80,  dass  das  Produet  der  zngehörenden 
Potenzverhältnisse  gleich  der  positiven  Einheit  ist,  so- 
schneiden  sich  die  drei  Potenzkreise  in  demselben 
Punktepaar. 

In  andere  Fassung  gebracht,  heisst  dieser  Satz: 

25)  Schneidet  man  das  Centraidreieck  k^k^h  dreier 
Kreise  durch  eine  be^liebige  Gerade  in  den  Punkten  «i. 
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ot,  os  und  beschreibt  man  bezieblich  am  diese  Pnnkte  als 
Mittelpunkte  Kreise,  so  dass  durch  das  Schnittpnnk- 
tenpaar  der  Kreise  Jt^  und  k^,  dnrch  das  der  and  hi 
and  endlich  og  dnrch  das  der  and  k^,  so  schneiden  sich 
diese  Kreise  in  demselben  Pnnktepaar. 

Das  Panktepaar  P,  in  dem  sich  irgend  drei  Poteiizkreise  dreier 
preise  schneiden,  heissen  wir  Potenzpunktenpaare. 

Da  durch  den  beliebig  gewählten  Punkt  P  und  die  zwei  Schnitt- 
punkte der  Kreise  und  /^g  ^cr  Potenzkreis  bestimmt  ist  und 
zwar  eindeutig,  ebenso      und  oj,  so  folgt: 

26)  Jeder  Punkt  der  Ebene  dreier  Kreise  kann  als 
Potenzpnnkt  anfgefasst  werden,  and  ihm  ist  immer  ein  > 
zweiter  Pnnkt  als  Potenzpnnkt  conjngirt    Durch  den 
einen  von  den  Punkten  eines  Potenzpunktepaares  ist 
immer  der  andere  besimmt  und  zwar  nur  auf  eine  Weise. 

Consomraircu  wir  zu  den  drei  äussern  Potenzkreiseii  o^,  «g,  03, 
derselben  Achnlichkeitsaxc  die  beigeordneten  innern  J9*  «^«»  so 
hat  man  nach  der  Kelation  24): 

(+  ^1)  •  (-t  ^'ä)  •  (+  ^'3)  =  -{- 1 ;     (+  «1) .  (—  ^-2) .  (-  ^8)  +1 

(-t^i)-  i+^i)'  (—«'s)  =  +1»      (—v^U-v^-i+v^)  =  +1 
hieraus  folgt: 

27)  Gehen  drei  Potenzkreise  durch  dasselbe  Punkte- 
paar, so  bilden  diese  mit  den  drei  beigeordneten  Potenz- 
kreisen sechs  Kreise,  von  denen  einmal  je  die  drei  &U8- 

^sern  und  dreimal  Je  ein  äussrer  mit  den  zwei  nicht  bei- 
geordneten Innern  je  durch  dasselbe  Potenzpunktepaar 
gehen. 

Gehen  wir  nun  zu  den  specicllcn  Fällen  über.  Es  sei  d-3  =  -hl- 
In  diesem  Fall  geht  in  die  Potenzlinie  der  Kreise  und  über, 
und  wir  haben: 

28)  Schneidet  man  das  Centraidreieck  dreier  Kreise 
mit  einer  beliebigen,  jedoch  einer  der  drei  Cbntral- 
linien  parallelen  Geraden  und  beschreibt  um  die  Schnitt- 
punkte der  beiden  übrigen  Centrallinien  mit  dieser  Ge- 
raden als  Mittelpunkte  Kreise,  welche  bezieblich  durch 
die  Schnittpunktepaare  der  zugehörenden  zwei  der  drei 
gegebenen  Kreise  gehen,  so  schneiden  sich  diese  zwei 
Kreise  in  zwei  Punkten,  die  auf  der  Potenzlinie  der 
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sirei  Kreise  liegen,  deren  Mittelpnnkte  auf  der  mit 
der  Geraden  parallelen  Gentrallinie  liegen* 

Es  sei  t'i  =  f8  =  +l;  dann  ist  auch  j/8'=+l  und  alle  drei 
änssern  Potenzkreise  gehen  in  die  Potenzlinie  je  zweier  der  drei  Kreise 
über.  Da  die  Relation  24)  erfüllt  ist,  so  müssen  sich  also  die  drei 
Potenzlinieu  dreier  Kreise  in  demselben  Punktepaar  schneiden.  Da 
sich  zwei  Gerade  mit  ihren  endlichen  Teilen  nur  iu  eiuein  ihrer  end- 
lichen Punkte  schneiden  können,  so  muss  der  zweite  SchnittpiUikt 
auf  ihren  unendlich  fernen  Teilen  liegen,  und  wir  haben: 

29)  Die  drei  Potenzlinien,  die  zu  je  zwei  von  drei 
Kreisen  gehören,  schneiden  sich  in  zwei  Potenzpnnkten, 
Yon  denen  der  eine  im  allgemeinen  im  Endlichen  und 
der  zweite  immer  im  Unendlichen  der  Ebene  liegt.  Wir 
heissen  den  im  Endlichen  liegenden  Potenspnnkt  den 
Hauptpotenspunkt  und  beieichnen  ihn  mit  sc 

Da  für  den  Hauptpotenzpnnkt  alle  Potenzverhältnisse  gleich  der 
jKMitiven  Einheit,  so  folgt: 

80)  Liegt  der  Hauptpotenzpunkt  innerhalb  oder  aus- 
serhalb einer  der  drei  Kreise,  so  liegt  er  im  Innern 
oder  Aeassern  aller  drei  Kreise, 

oder  aneh: 

30)  In  der  Ebene  dreier  Kreise  giebt  es  einen  im  End- 
lichen liegenden  Punkt,  von  dem  ans  an  alle  drei  Kreise 
entweder  gleiche  Tangenten  oder  gleiche  halbe  kleinste 
Sehnen  gehen. 

Beschreiben  wir  um  den  Hauptpotenzpunkt  n  mit  diesen  Tan- 
genten oder  Sehnen  als  Kadius  den  dadurch  bestimmten  Kreis,  so 
folgt: 

31)  In  der  Bhene  dreier  Kreise  Usst  f ich  immer  ein 
solcher  Kreis  beschreiben,  der  entweder  alle  drei  Kreise 
rechtwinklig  nnd  folglich  anch  Ton  allen  drei  Kreisen 
rechtwinklig,  oder  aber,  wenn  dies  nicht  mdglich,  von 
allen  drei  Kreisen  Aber  seinem  Durchmesser  geschnitten 
wird.  Der  Mittelpunkt  dieser  Kreise  ist  der  Hanpt- 
potenspnnkt  dieser  drei  Kreise. 

Diesen  Kreis  mit  dem  Mittelpunkt  %  heissen  wir  den  Ortho- 
gonalkreis der  drei  Kreise  und  wir  sagen  auch:  Jeder  Kreis, 
der  einen  zweiten  entweder  rechtwinklig  oder  aber  seinem 
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Durchmesser  schneidot,  habe  diesen  zweiten  Kreis  za 
seinem  Orthogroualkreis. 

Seteen  idr  «j  — +1;  bq  folgt,  aaas  neh  die 

PotenzUnieii  hg  und  1^  wie  die  za  den  zwei  andern  Potenzlinien  bei* 
geordneten  innem  Potenzkreiae  in  demselben  Pimktepkar  ffff^n^wi 
und  bieraas  folgt: 

32)  Auf  jeder  Potcuzlinie  von  zwei  za  drei  Dreisen 
giebt  OS  je  zwei  Punkte,  von  denen  ans  an  die  zur  Potenz- 
linie gehörenden  zwei  Kreise  ebenso  lange  Tangenten 
oder  halbe  kleinst«  Sehnen  gehen,  wie  an  den  dritten 
Kreis  kleinste  halbe  Sehnen  oder  Tangenten. 

Setzen  wir 

*•  rj  rs 

SO  izt: 

^raoB  ergiebt  sich: 

83)  Drei  Kreise  einer  Ebene  besitzen  sechs  ortho- 
gonale Potenzkreise  und  sechs  Hauptähnlichkeitspunkte. 
Von  diesen  liegen  vier  mal  je  drei  auf  einer  Geraden  — 
den  Hanptähnlichkeitsaxen  und  zwar  einmal  je  die  drei 
äussern  und  dreimal  je  ein  äusserer  mit  den  zwei  nicht 
beigeordneten  Innern.  Von  den  orthogonalen  Potenz* 
kreisen  gehen  somit  auch  viermal  je  drei  durck  dasselbe 
Hauptpotenzpanktepaar  und  zwar  je  die  drei  ftnssern 
und  je  ein  ftasserer  mit  den  zwei  nicht  zngehOr enden 
innern. 

Aehnlich  verhält  es  sich  mit  den  oben  betrachteten  Kreisen 
und 

e)  Üeber  KreSmhoffiNn» 

Schneiden  sich  die  zwei  Kreise  und  ^2  (^^S-  Punkte- 
paar  •  nnd  sei  ihre  Potenzlinie  oder  gemeinsame  Sehne.  Fällt 
man  aus  irgend  einem  Punkte  p  derselben  die  Tangenten  %  und  <t 
nach  den  Kreisen  ^  und     so  ist 
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Besdureiben  wir  vm  j»  mit  dem  Badiw  t  den  Kreis  j?,  so  edmeidet 
"dieser  die  beiden  Kreise  nnd  reditwinklig;  haltea  wir  die  Kreise 
hl  und  p  fest  und  lassen  in  irgend  einen  anden  durch  die  Punkte 
8  hindurch  gehenden  Kreis  übergehen,  so  ist  fOr  jeden  beliebigen 
dieser  Kreise  kn  die  Gtorade  h  die  Potenzlinie  m  nnd  Ar«.  Kb 
schneidet  also  auch  der  Kreis  p  den  beliebig  gewählten  Kreis  A„  recht- 
winklig. Alle  Kreise  Z«,  welche  durch  das  Puukte])aar  s  liiudurch 
gehen,  heisstman  eine  Kreisschaar.  Die  Mittelpunkte  der  Kreise 
derselben  liegen  auf  der  Geraden  A-g,  die  wir  Axe  heissen.  Da 
jeder  Punkt  der  Axe  nur  Mitteli)uukt  eines  Kreises  kn  ist,  der  den 
Kreis  kn  rechtwinklig  schneidet,  so  folgt: 

34)  Alle  Kreise,  welche  einen  Kreis  rechtwinklig 
schneiden  nn.d  ihre  Mittelpunkte  auf  einer  bestimmten 
Geraden  haben,  bilden  eine  Kreisschaar.  Die  beiden 
Grnndpnnkte  «  der  Schaar  liegen  anf  einer  Oeraden, 
welche  dnrch  den  Mittelpunkt  jener  Kreise  geht  nnd  znr 
Axe  der  Schaar  normal  steht  Diese  Gerade  ist  die  Po- 
tenzlinie der  Schaar,  oder  der  Kreis  derselben,  welcher 
in  eine  Gerade  mit  ihrem  endlichen  nnd  unendlichen 
Teil  fibergeht 

Nehmen  wir  aber  in  Fig.  4.  den  Punkt  p  nicht  ausseriialb  der 
beiden  Grandpunkte  »,  vielmehr  zwischen  denselben  in  an,  so 
gehen  von  p*  keine  Tangenten  als  vielmehr  die  kl^nsten  halben  Seimen 
8i  und  ^.  Beicfaveiben  wir  um  j»'  mit  diesen  Sehnen»  als  Radios 
den  dadurch  bestimmten  Kreis,  so  wird  dieser  sowol  durch  ib,  wie 
Uber  seinem  Durchmesser  geschnitten.  Durch  vollständig  gleiche 
weitere  Betrachtungen  wie  oben,  ergiebt  sich: 

35)  Alle  Kreise,  welche  ihre  Mittelpunkte  anf  einer 
Geraden  haben  nnd  einen  Kreis  Uber  seinem  Durch- 
messer schneiden,  bilden  eine  Kreisschaar.  Die  Potenz- 
linie derselben  geht  durch  die  Kreise,  welche  von  allen 
der  Schaar  aber  ihren  Durchmessern  geschnitten  werden. 

Beschreiben  wir  aus  all  den  Punkten  p  der  Potenzliule  h^^  die 
Kreise,  welche  den  Kreis  l\  und  folglich  alle  Kreise  rechtwinklig 
schneiden,  so  bilden  diese  nach  Satz  34)  eine  neue  Kreisschaar,  die 
wir  die  der  ersten  conjugirte  Schaar  nennen.  Hieraus  folgt 
sogleich: 

36)  Von  zwei  einander  conjugirten  Schaaren  ist  die 
Potenzlinie  der  einen  die  Axe  der  andern. 

Wir  haben  die  erste  Schaar  in  Yig.  4.  definirt  als  die  Gesammt- 

2* 
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heit  aller  Kreise,  welche  durch  zwei  Punkte  s  gehen.  Die  zweite 
Schaar  hat  nun  aber  die  Eigenschaft,  keine  zwei  solche  (reelle) 
Grandpunkte  zu  besitzen,  d.  h.  von  dieser  Schaar  schneiden  sich 
£wei  Kreise  in  zwei  (reellen)  Punkten.  Um  dies  einzusehen,  hat  man 
nnr  zu  zeigen,  dass  es  zwei  Kreise  der  Schaar  so  giebt,  die  sich 
nicht  schneiden.  Betrachten  wir  die  Grundpunkte  s  der  ersten  Schaar 
als  Kreise  vom  Radius  Null,  so  sind  dies  Kreise  />,  welche  jeden  Kreis 
kn  rechtwinklig  schneiden,  und  sind  somit  als  Kreise  der  zweiten 
Schaar  zu  nehmen.  Hieraus  folgt: 

37)  Ton  zwei  conjugirten  Kreisschaarern  besitzt  die 
zweite  die  Grnndpnnkte  der  ersten  als  Kreise  ihrer 
Bohaar  mit  4em  Badins  gleich  NnlL  Wir  heissen  diese 
Punkte  deshalb  Orenzkreise  der  zweiten  Sehaar. 

Nehmen  wir  von  der  einen  von  den  beiden  co^jogirten  Kreis- 
schaaren  zwei  Kreise  herans,  so  folgt: 

38)  Alle  Kreise,  welche  zwei  Kreise  reehtwinklig 
Ächneiden,  bilden  eine  Kreisschaar,  deren  Axe  die  Po- 
tenzlinie jener  zwei  Kreise  ist. 

Nehmen  wir  zwd  der  Krelse  i»,  welehe  von  allen  Kreisen  der 
Schaar  ttber  ihren  Durebmessem  geschnitten  werden,  so  folgt  nm- 
gekehrt: 

39)  Alle  Kreise,  welche  zwei  Kreise  über  ihren 
Dnrchmessern  schneiden,  bilden  eine  Kreisschaar. 

Nehmen  wir  endlich  ^en  Kreis |>,  welcher  Ton allen  Kreisender 
Schaar  kn  rechtwinklig,  nnd  «inen  Kreis  j^^«  welcher  Ton  allen  Kreisen 
kn  Uber  seinen  Dorchmessem  geschnitten  werden,  so  folgt  omgekehrt: 

40)  Alle  Kreiso,  welche  einen  Kreis  rechtwinklig  und 
einen  zweiten  über  seinen  Dnrchmessor  schneiden,  bil- 
den eine  Kreisschaar. 

Die  drei  letzteren  Sätze  3S)-^40)  lassen  sich  im  folgenden  zu- 
sammen fassen: 

41)  Alle  Kreise,  welche  zwei  Kreise  zu  Orthogonal- 
kreisen besitzen,  bilden  eine  Kreisschaar. 

Bei  den  Kreisen  p  liegen  dieGrundponkte  9  vom  Mittelpunkte  p 
in  derselben,  bei  den  Kreisen  p^  aber  in  entgegengesetzter  Richtung. 
Bezeichnen  wir  die  Radien  dieser  Kreise  mit  r  und  r^,  so  folgt  aus 
dem  Begriff  der  Potenz,  wenn  wir  diese  beiden  Grundponkte  zur 
TTnterscheldnng  mit  ti  nnd  rt  bezeichnen,  für  den  Kreis  p 
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und  für  den  Kreis  pi  ergiebt  sich 

Hierftus  folgt,  in  beiden  Krisen  liegt  der  eine  Gmndpoiikt  innerbalb 
und  der  andre  ansseriialb.  Die  bdd«i  Pnnlcte  heissen  wir  wawiA  !a 
Bezug  anf  den  Kreis  p  wie  pi  polarreciproke  Ponkte.  Bieraas 

ergiebt  sich  sogleich: 

42)  Jeder  Durchmesser  eines  Kreises  schneidet  einen 
sweiten  Kreis  in  einem  Paar  polarreclproker  Punkte  in 
Bezog  auf  den  ersten  Kreis,  wenn  dieser  in  Besag  anf 
den  zweiten  Kreis  ein  Orth ogonalkr eis  ist  und  umgekehrt 

43)  Je  der  Kreis,  der  durch  zwei  polarreciproke  Pu nkte 
eines  Kreises  geht,  besitzt  diesen  zum  Orthogonalpunkt 

Beseiten  wir  obige  Belatlonen  und  den  Satz  7),  so  folgt: 

44)  Durch  zwei  Paar  gleichartige  polarreciproke 
Punkte  eines  Kreises  gebt  immer  ein  Kreis,  der  jenen 
Kreis  zum  Orthogonalkreis  hat 

Lassen  wir  von  zwei  Kreisen  den  einen  in  einen  solchen  mit 
dem  Radius  Null  und  in  einen  Punkt  übergehen,  so  folgt  aus  Lehr- 
satz 42): 

45)  Alle  Kreise,  welche  dureh  einen  Punkt  gehen  und 
einen  Kreis  zum  Orthogonalkreis  liaben,  bilden  eine 
Kreisschaar. 

Haben  wir  einen  Kreis  und  zwei  Punkte  A-g  und  fcj,  so  fol^i 
aus  Satz  430),  sobald  mau  diese  Punkte  als  Kreise  mit  dem  Radius 
Null  ansieht: 

46)  Pur  eh  zwei  Punkte  geht  immer  ein  Kreis,  welcher 
zu  einem  Kreis  Orthogonalkreis  ist 

und  aus  Satz  45): 

47)  Durch  zwei  Punkte  gehen  immer  zwei  Kreise,  • 
weleho  einen  beliebigen  Kreis  zum  Orthogonalkrcis  ha- 
ben. Dereine  schneidet  diesen  über  seinemDurchmessor 
und  der  andre  rechtwinklig. 

Zu  zwei  Kreisen  haben  wir  dwch  die  Sätze  38)  — 42)  vier  Ter- 
ßchiedene  Eremsduaren  kennen  geleomt,  nämlich  1)  die  Schaar  der 
Kreise  die  Jene  zwei  rechtwinklig,  2)  £e  Schaar  der  Kreise,  welche 
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i^oi  jo  übiT  ihivm  Durchmessor,  3)  welche  den  ersten  recht- 
viukli^  uuvi  di'u  zwcitcu  über  seinem  Durchmesser  schneidet.  Zu 
ditwi»  Mor  Si'hiuuvti  •4e>ellt  sich  noch  die  folgende,  welche  zu  jenen 
i»  eig^HiJuiidiclicr  Btziehuug  steht;  —  es  ist  dies  die  Schaar  der 
Krxisv\  wckiM  dutahi  die  Mittelpoukte  der  beiden  Kreise  hindurch 

Wir  beteMM«  die  Axe  dieser  Schaar  mit  grossen  Bachstaben, 
vi»  vur  die  Mittelpunkte  der  Kreise  der  Schaareu  selbst  mit  den 
g^?hiMMHi^en  kleiuen  Buchstaben  bezeichnen. 

Vfir  b^iseichnen  die  Kreise,  welche  die  zwei  Kreise  und 
Pi<kikMmkXi$  schneiden,  mit  o^^,  ihre  Axe  somit  mit  O»;  die  Kreise, 
neK'W  kl  «nd  k^  Ober  iliren  Dorchmessern  schneiden,  mit  €^  nnd 
ihv0  Axe  mit  Dj^\  die  Kreise,  welche  k^  rechtwinklig  nnd  k^  flher 
^tm  Durchmesser  schndden,  mit  di,i  nnd  die  Axe  mit  Di,i  nnd  die 
Kreise,  welche  k^  rechtwinklig  nnd  den  Kreis  k^  Aber  dem  Dnrch- 
neaser  schneiden,  mit  di^i  nnd  die  Axe  mit  2)i,i,  nnd  schliesslich 
die  Kreise,  welche  durch  die  lüttelpnnkte  von  k^  nnd  k^  gehen,  mit 
Mit  und  ihre  Axe  mit  J^t- 

Es  schneide  der  beliebig  gewählte  Krei.s  rl^^  die  beiden  Kreise. 
A-,  und  über  den  Durchmessern  «/.s/'  und  ^aV'»  dann  schneiden 
sich  diese  als  Potonzlinie  aufgefasst  im  Punkte  o^^  der  Potenzliuie 
0|a.  Beschreiben  wir  den  Kreis  0^2  um  Ojo»  so  ist  dieser  der  Ortho- 
gonalkreis zu  ifcj  und  da»  und  zwar  schneidet  er  alle  drei  recht- 
winklig. Schneiden  sich  0^  nnd  <2it  ^  Pnnktepaar  fl>  so  sind 
also  die  Winkel  Fig.  5. 


liegen  auf  demselben  Kreise  7/40.  Der  Mittelpunkt  liegt  also  mit 
den  IVIittelpunkten  Ojg  und  d^^  in  derselben  Geraden  und  halbirt  die 
Centrallinie  o^dj^  Hieraus  folgt: 

48)  Die  Axen  der  Kreisschaaren,  deren  erste  zwei 
Kreise  rechtwinklig  und  deren  andere  dieselhen  zwei 
Kreise  je  tther  ihren  Durchmessern  schneidet,  liegen  zu 
der  Axe  der  Kreisschaar,  deren  Kreise  durch  die  Mit- 
telpunkte  jener  zwei  Kreise  gehen,  symmetrisch.  In 
den  Schaaren  0,2,  Aa  ^T^^  ^1»  giöbt  es  je  einen  Kreis, 
be/iehlich  Oj.,  d^^,  ^i»,  welche  alle  drei  sich  in  demsel- 
ben Punktepaar  schneiden  nnd  wo  die  Mittelpunkte  0|t 


und  ^ii^go^i 


je  rechte  d.  h.  die  sechs  Punkte 
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und  <ii2  auf  einem  Durchmesser,  als  desscu  Eudpuakte, 
des  Kreises  liegen. 

Drei  Kreise  und  m^^  welche  durch  daaselbe  Pnakte- 

pear  9)  gehen,  heisBeii  nir  iPBaminiBngeirörende  Kreise.  Die  Centnl- 
linie  i^i^  Ist  Fig.  5.  die  allen  Kreisschaaren  0|f ,  ZT^f  etc.  gemein- 
same Potenzlinie.  Die  Gerade  ^  schneidet  hjt^  in  dön  Pnnkte 
Dieser  Punkt  ist  Punkt  gleicher  Potensen  oder  Hanp^wteospimkt  zn 
den  drei  Kreisen  o^^  and  nnd  folglich,  da  er  auf  kfy  liegt, 
zn  allen  Krisen  der  dr^  Schaaren  O»,  Djt,  1^.  Ausserdem  eigiebt 
sich  wie  leicht  einzusehen,  dass  er  aossräfaalb  der  endlichen  Strecke 
der  beiden  Hittelpunkte  und  liegen  muss.  Beschreiben  wir 
daher  um  als  Mittdpunkt  den  zugehArenden  Orthogonalkreis  zu 
den  drei  Kreisen  o^,  d^^  und  t»^^,  so  ist  dieser  Orthogonalkreis  In 
Bezog  auf  alle  Kreise  der  zogehflrenden  Kreisschaaren  O,,«  As«  ^it- 
Weil  der  Kreis  Orthogonalkreis  zn  allen  ist,  so  ist  Sl}«  einer 
der  Kreise  der  durch  und  bestimmten  Kreisschaar.  Um  uuu 
den  Radius  des  Kreises  81^  zu  bestimmen,  setzen  wir  k^%i2  =  yt 
WBu^         ^  yti  so  ist 


wo     =  k^kf.  £b  sei  femer 


so  ist,  wenn  man  Sl^^  als  Potenzloreis  der  Krdse  und  au£fasst, 
sein  Radius  nach  Gleichung  13)  gegeben  durch 


Da  nun  St^g  den  Kreis  m^^  rechtwinklig  schneidet,  so  ist,  wenn  wir 
den  Kreis  wählen,  welcher  k^k^  zum  Durchmesser  hat;  oder  auch 
aus  dem  Begrift'  der  Potenz: 


Ans  diesen  4  Gleichungen  ergeben  sich  nun  so^eich  die  folgenden 
Besultate 


y)  Q 


eis' — fa' — »•>')  («it — i) 


und  BchlieBslich 
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Aw  diesem  geht  hervor,  dass  der  Kreis  identisch  mit  dem  oben 
betrachteten  Kreise  ist.  Da  Hauptpotenzpimkt  in  Bezug  auf 
alle  Eieise  o^,      und      ist,  so  fplgt 

49)  Irgend.  «w«i  beliebig  gewfthlte  Kreise  o»,  und  d^^ 
schneiden  sieb  in  iwei  Pnnkten,  durch  welche  immer 

einer  der  Kreise  »4^:  geht.  Die  Potenzliuic  drei  solcher 
Kreise  teilt  immer  die  Centrallinie  der  zwei  Kreise  k^^ 
nnd  naob  dem  äusseren  Verhältniss,  das  gleich  ist  dem 
YerbAltniss  der  Quadrate  der  Radien  der  beiden  Kreise 
und  Äj.  Dieser  Teilpuukt  ist  Mittelpunkt  eines  Krei- 
ses, der  zur  Schaar  der  Kreise  und  gehört  und  Or- 
tbogonalkreis  ist  zu  allen  Kreisen  der  drei  Sckaaren 

Nehmen  wir  die  zwei  Kreisschaareu  Di, 2  und  Z>2.i  und  be- 
trachten aus  jeder  dieser  Schaaren  je  einen  Kreis,  ausser  dass  sich 
diese  zwei  rechtwinklig  schneiden,  sonst  beliebig  gewählt  ^Yie  iu 
Fig.  6.,  so  erkennt  man,  dass  der  IVIittelpuukt  rfi,i>  auf  dem  Durch- 
messer von  k^  liegt,  über  welchem  €k,i  deu  Kreis  k^  seimeidet.  Es 
ist  also 


Bezeichnen  wir  mit  qt  die  Schnit^uakte  von  c2i,s  und  d^^u  so  sind 
die  Winkel 

Es  liegen  also  die  sechs  Punkte 


auf  einem  Kreise  »Ht  mit  c^a,  c2s,i  als  Durchmesser.   Wir  haben  r 

50)  Die  beiden  Kreisschaareu  Di. 2  und  Dt,i  haben  ihre 
Axen  symmetrisch  gelogen  zur  Axe  der  Schaar  A^j.  Je 
zwei  Kreise  und  r72,i,  welche  sich  rechtwinklig  schnei- 
den, schneiden  sich  in  zwei  Punkten,  durch  welche  ein 
Kreis  geht,  der  auch  die  Mittelpunkte  f?i,2  und  <?2.i 
fasst.  Sobald  sich  di.z  und  d2,i  rechtwinklig  schneiden, 
sind  ihre  Mittelpunkte  immer  die  Endpunkte  eines 
Durchmessers  eines  bestimmten  Kreises 


Ebenso  findet  man 
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Durch  den  Obigen  follBtändig  analog»  Betrachtungen  ergiebt  sidi; 

51)  Durch  die  zwei  Schnittpunkte,  In  denen  sich 
irgend  zwei  der  Kreise  di,t  nnd  d%\  ichneiden,  geht 
immer  ein  Kreis  Die  Potenzlinie  dreier  solehen 
Kreise  teilt  in  ihrem  Schnitte  mit  der  Gentrallinie  k^k^ 
diese  nach  dem  inneren  Yerhältniss,  das  gleich  ist  dem 
Yerhältniss  der  Quadrate  der  Radien  der  beiden  Kreise 
jfci  und  ^'2.  Dieser  Punkt  ist  Mittelpunkt  eines  Kreises, 
der  zu  allen  Kreisen  der  drei  Schaareu  M^.,^  D\,2  uud  Z)2.i 
Orthogonalkreis  isL  Diesen  Kreis  bezeichnen  wir  mit 

52)  Der  Kreis  8^  wird  Ton  nllen  Kreisen  der  Schna- 
ren  0^%  As  ^i^d  Jl^  rechtwinklig  nnd  der  Kreis  wird 
▼on  allen  Kreisen  der  Schaaren  A.ii  und  aber 
seinem  Durchmesser  geschnitten.  Da  Sit  zu  nicht 
Orthogonalkreis  sein  kann,  so  gehört  also  3it  nicht  zu 
den  Kreisen  der  durch  ik|  und     bestimmten  Kreisschaar. 

\k«\den  Kreise  %^  und  3it  schneiden -sich  auf  dem 
Krei.se  m^^  welcher  die  Gentrallinie  hje^  zum  Durch- 
messer hat 

Der  Eadias  dos  Kreises  3^  bestimmt  sich  somit  aus  Fig.  6.  mit 
Hülfe  des  letzten  Teils  des  obigen  Lehrsatzes  52)  wie  folgt.  Es  ist, 
da  9^  den  Kreis  «it«  der  zum  Durchmesser  hat,  rechtwinklig 
schneidet: 

folglich  schliesslich,  da 

und  die  flbrigen  Werte  oben  bestimmt  sind,  so  folgt 

26)  ^  = 

Nehmen  wir  zu  den  zwei  Kreisen  ifc,  nud  ä-o  noch  den  Kreis 
hinzu,  so  erhalten  wir  zu  je  zwei  von  diesen  drei  Kreisen  fQnf  Kreis- 
schaaren,  sin  sind  Fig.  7. 

Ojg,     0,3,     Osi;     2>i2j     ^88»  ^31» 

D%%^  /?a,i,  Ih.z. 

JSa  t/ftotmUm  alch  am  dia  Axen  O  In  dem  Hanptpotenzpunkt 
4fft  drei  Kneise.   JOie  Am  Da  nnd        sdmeiden  shä  in  dem 
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Pnnkte  Dieser  Puikt  ist  also  Hittelpiiiikt  ones  Er^aes, 

welcher  die  Sreispaare  h^^  und  wie  und  Aber  je  den  Durch- 
meaaem  dieser  drei  Kreise  schneidet,  also  anch  insbesondre  die 
Kreise  nnd  Jt^  d.  h.  dnrch  geht  auch  D^^.  Auf  i^eiohe  Weise 
findet  man,  dass  sich  je  9  mal  drei  der  fonfieehn  Azen  in  Je  einem 
Punkte  schneiden.  Es  schneiden  sich  so  insbesondere: 


J^,               in  dem  Funkte 

w 

91 

^23?  ^31 

»» 

■^123 

»> 

}| 

» 

^31,2 

»t 

99 

w 

9» 

^8*18 

A.s,  i>1.2,  As 

)) 

-^1,23 

-02,8,  i>8l 

9» 

V 

99 

^2*81 

Da  die  Azen  M  zu  Je  zwei  der  flbrigen  symmetrisch  liegen,  so  folgt 

sogleich,  dass  von  diesen  9  Punkten  viermal  Je  zwei  mit  •«^ 

derselben  Geraden  und  symmetrisch  liegen.  Es  liegen  mit  sym- 
metrisch je  die  Pnnktepaare 

^  Assi  '^S'U 
^98,1  nnd  ^i»88;         und  ^s^si 

Componirt  man  die  diesen  9  Punkten  zugehörigen  Kreise,  so  folgt, 
dass  der  Kreis  r^gs,  der  durch  die  Mittelpunkte  der  drei  Kreise  /t,, 
A-j,  k.^  geht,  je  durch  die  Schnittpunktenpaare  der  Kreise  geht,  die  zu 
diesen  vier  Punktenpaaren  gehören.  Auf  diese  Weise  entstehen  vier 
Kreistripcl,  deren  Potenzlinien  je  die  Centrallinie  der  drei  Kreise  k^^ 
nach  den  Sätzen  49) — 52)  in  den  Verhältnissen  teilten,  welche 
•  beziehlich  gleich  sind  den  Verhältnissen  der  Quadrate  der  Radien 
der  zngehOrenden  Kreise  ibi,  und  Die  Potenzünie  zu  den 
Kreisen 

1)  ^iw»  ^i»8»  A«8  geht  durch  Hit,  %i 

2)  ^^m,  ^1,23,  -^23.1       „         „        3l2>  ^23»  3«! 

3)  ^123?  "^2.31,  ^31.2      11         99       3l2  9  323» 

4)  F|S8,  ^8,189  ^18.S     99        99.      ^9  3889  Sst 

Aus  all  dem  ergiebt  sich: 

68)  Zu  drei  Kreisen,  in  derselben  Ebene  liegend, 
giebt  es  einen  Kreis,  welcher  durch  ihre  Kittelpunkte 
geht;  einen  Krele,  der  tie  rechtwinklig,  and^  einen-,  der 
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sie  über  ihrenDurchmessern  schneidet.  Esgiobt  ferner 
drei  Kreise  der  je  zwei  von  jenen  dreien  rechtwinklig 
und  den  dritten  je  über  seinen  Durchmesser  schneidet 
und  endlich  giebt  es  noch  drei  Kreise,  welche  je  zwei 
von  jenen  drei  über  ihren  Durchmessern  und  den  drit- 
ten rechtwinklig  schneiden.  Von  den  acht  letzten  sind 
viermal  je  zwei  so  einander  beigeordnet,  dass  sie  Sick 
in  zwei  Punkten  des  ersteren  schneiden. 

Beachten  wir  nun  die  Krewd'Uj^  und         mit  dem  Kreise 
so  ergeben  sich  die  folgenden  Sätze,  sobald  wir  uns  diese  drei 
Kreise  fest,  jedoch  A;^,         in  der  Ebene  veränderlich  denken. 

64)  Alle  Kreifl«,  welche  einen  Kreis  rechtwinklig 
schneiden  und  ihre  Mittelpunkte  anf  einem  iweiten 
Kreise  haben,  werden  von  einem  dritten  Kreise,  der 
zn  der  durch  jene  zwei  Kreise  bestimmten  Kreisschaar 
gehört,  je  aber  ihren  Durchmessern  geschnitten. 

55)  X\\«i  Kreise,  welche  von  zwei  Kreisen,  vom  einen 
rechtwinklig    und    vom    andtTüU    über    ihren  Durch- 
messern geschnitten  werden,  haben  ihre  Mittelpunkte 
auf  einem  Kreise,  der  zu  der  durch  die  zwei  ersten  be- 
stimmten Kreisschaar  gehört. 

56)  Alle  Kreise,  welche  ihre  Mittelpunkte  auf  einem 
Kreise  haben  und  ven  einem  zweiten  Kreise  Aber  ihren 
Durchmessern  geschnitten  werden,  schneiden  einen  drit- 
ten Kreis  rechtwinklig.  Biese  drei  Kreise  gehören  der- 
selben Kreisschaar  an. 

57)  In  allen  drei  vorhergehenden  Sätzen  liegt  der 
Mittelpunkt  des  Kreises,  auf  dem  die  Mittelpunkte  des 
Veränderlichen  Kreises  liegen,  in  der  Mitte  der  Mittel- 
punkte der  zwei  übrigen  Kreise.  Die  gemeinsame  Po- 
tenzlinie der  drei  Kreise  teilt  immer  die  Gentrailinie 
zweier  der  veränderlichen  Kreise  nach  dem  Terhält- 
niss,  das  gleich  ist  dem  Yerhftltniss  der  Quadrate  die- 
ser zwei  Kreisa 

dj  ForUetsnmg  der  Theorie  der  PoUnKpunüeU  und  der  Botemkreiee. 

Es  sei  (Fig.  8.)  U  der  Orthogonalkreis  zu  den  drei  Kreisen  ä^, 
Ü!^,  X^,  und  a^2»  «isj  <Hi  äusseren  Poteuzkreise,  welche  zur 

Aohnlichkeitsaxe ^^23  gehören;  so  schneiden  sich  diese  drei  Kreise 
nach  Satz  24)  in  demselben  Potenzpunktenpaar  P,  Aus  dem  Begriff 
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der  KreisBchaaren  folgt  mm,  daw  iZ  der  Orthogonalkreis  m  aUea 
drei  Potonzkreiflen,  wie  aberhaiipt  so  allen  Poteazkreisen  ist  ffier- 
aus  folgt: 

88)  Zwei  eiaandor  conjugirte  Potenspnnkte  dreier 
Kreise  liegen  mit  dem  Hauptpotenzpnnkt  derselben 
in  einer  G^eraden  and. sind  in  Bezng  anf  den  Orthogo- 
nalkreis der  dr'ei  Kreise  polar  reciproke  Punkte. 

Lassen  wir  die  Aehnlichkeitsaxe  parallel  mit  sich  selbst  ver- 
schieben, so  entsprechen  ihr  in  jeder  Lage  zwei  Potenzpunkte,  welche 
immer  in  der  durch  den  Hauptpotenzpunkt  hindurch  gehenden  snr 
Azenrichtung  normal  stehenden  Geraden  liegen  und  wir  haben: 

59)  Die  Potenzpunktc  allen  Aehnlichkeitsaxen  con- 
jugirt,  die  mit  einer  gegebenen  Richtung  parallel  sind, 
liegen  auf  derGcradon,  welche  durch  den  Hauptpotenz- 
punkt hindurch  geht  und  zur  Aehnlichkoitsazenrich- 
tang  normal  ist. 

Haben  wir  irgend  zwei  Aehnlichkeitsazen,  welche  Mol  Fig.  9.  In 
dem  Punkte  N  schneiden,  so  bilden  also  ihre  eoiUaghrten  Pofens- 
punkte  zwei  Paar  redproker  Punkte  in  Bezog  auf  den  Orthogonal- 
kreis n  und  liegen  somit  nach  Satz  43)  auf  einem  Kreise,  weldier 
n  zum  Orthogonalkreis  besitzt  Da  ^e  b^den  AehnUehkefttsaxen 
durch  die  Mitten  der  coujugirten  Punktepaare  gehen  und  zu  ihren 
Yerbindungsgeraden  normal  stehen,  so  folgt,  dass  ihr  Schnittpunkt  N 
der  Hittelpunkt  dieses  Kreises,  auf  dem  die  fier  Potensspnnkte  liegen, 
ist  Auf  diesem  Kreise  liegen  somit  die  Potenzpunkte  aller  Aehn- 
lichkeitsaxen  conjugirt,  die  durch  den  Punkt  N  gehen.  "Wir  heissen 
diesen  Kreis  den  Potenzpanktenkreis  des  Poles  N  oder  auch 
Kreis  N  und  wir  haben: 

60}  Die  Gesammtheit  der  Potenzpnnkte,  welche  deur 
Aehnliehkeitaazen  conjngirt  sind,  die  dnrch  einen 
bestimmten  Pol  Jf  gehen,  bilden  einen  Kreis,  welcher 
den  Pol  N  zum  Mittelpunkt  und  den  Orthogonalkreis  Z7 
dcir  drei  Kreise  h  zum  gleichartigen  OrthogpnAlkxeia 
hat 

Unter  Beachtung  des  Satzes  45)  folgt: 

61)  Alle  Potenzpunktenkroise,  welche  durch  einen 
bestimmten  Punkt  gehen,  gehen  noch  durch  einen 
zweiten,  durch  den  dem  ersten  conjugirten  polar  reci- 
proken,  und  bilden  so  eine  Kreisschaar.  Diese  beiden 
Punkte  sind  Potenzpunkte,  der  Axe  der  Potenzpunkten- 
|^ei6seha*r  als  AohAii«hk«itAf  xe  beigeordnet 
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Fenier  ist  ohne  weiteres  Idars 

62)  Jeder  Kreis,  der  den  Orthogou dlkreis  71  dreier 
Kreise  zuraOrtbogonalkreis  hat,  ist  als  Potenzpunkteu- 
kreis  dieser  drei  Kreise  anzusehen  und  jeder  Punkt  N 
ist  als  Mittelpunkt  eines  Potcnzpunktcukreises  zu  be- 
trachten. 

Durch  Beachtung  der  Sätze  43)  und  61)  folgt: 

63)  Durch  zwei  beliebig  gewählte  Punkte  geht  nur 
ein  Potenzpunktenkrei 8.  Dieser  Kreis  gebt  auch  durch 
die  den  zwei  Pankton  polarreciprok  entsprechenden 
Punkte. 

Zu  diesem  Satz  hat  man  nnn  noch  folgende  Anwendung: 

Es  seien  in  der  Ebene  der  drei  Kreise  ib,,  k^y      noch  drei 
andere  beliebige  Kreise  (Fig.  10.)  gegeben,  diese  seien  K^^ 
B(Lxe\chnen  wir  das  Paar  Schnittpunkte,  je  zwei  der  drei  letzteren 
Kreise,  beziehUkh  mit  t|f,  «23,  «si,  so  geht  durch  »^^  der  Potenz- 
punktenkreig  N^^  in  Bemg  anf  die  drei  Kreise  4^,  k^^  A;,,  durch  das 
Pnnktepsar  9^  der  Kreis        Die  beiden  PotezzpnnktaDfcrsise  Nf^^ 
und      flchneiden  eich  in  dem  Potenzpnnktimpaar  P  der  Geatral- 
l^^-^is»  ^  beigeordnet  Nach  den  Sätzen  61)  und  62)  ist  jeder 
Kreis,  der  durch  das  Pnnktepaar  P  geht,  ein  Potenzpnnktenkrels  in 
Besng  auf  die  drei  Kreise      h^j  l^*  W&hlen  wir  yon  diesen  allen 
den,  dessen  IGttelpnnkt      im  Schnitte  der  Centrailinien  K^K^  und 
Ni^JSi»  liegt»  dann  folgt: 

64)  Liegen  in  der  Ebene  irgend  6  Kreise  vor,  welche 
man  in  zwei  Gruppen  zu  je  dreien  absondert.  Legt  man 
durch  jedes  der  Schuittpunktenpaaro  von  je  zwei  der 
drei  Kreise  der  einen  Gruppe  die  Potcnzpuiiktenkreise 
in  Bezug  auf  die  drei  Kreise  der  anderen  Gruppe,  so 
schneiden  sich  diese  Potenzpunkteukreiso  in  densel- 
ben zwei  Punkten,  den  Potenzpoleu  der  ersten  Kreis- 
^rnppe  in  Bezug  auf  die  zweite.  Die  Mittelpunkte  der 
drei  Potenzpunktenkreise  liegen  auf  derselben  Gera» 
den,  der  Potenzaxe  der  zweiten  Kreisgrappe  ia  Besag 
auf' die  erste.  ^) 


1)  Diese  S&tze  über  die  Potenzkroise  und  Potenzpunktcnkieise ,  so  ein- 
facher Natur  sie  auch  sind,  besonders  Satz  64),  bieten  die  völlig  ausreichenden 
Mittel,  daa  S7>tem  von  sechs  Kreisen  in  der  Ebene  in  ersehöpfender  Weise 
und  in  elementarster  Darstellung  zu  nntertuchen.    Besonders  Sats  64)  sdteint 
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30  Affolterx  Zur  Gtometrie  des  Kreises  und  der  Kvg^ 

Liegen  auf  der  Aclinlichkeilsaxo  Vj^^  der  drei  Kreise  Ä-j,  h^,  A3 
die  drei  Mittelpunkte  «,2,  «r^s»  "31  der  gleichnamigen  PoteuzkreLso 
nnd  componirt  man  zu  diesen  die  beigeordneten  Potenzkreise  mit 
den  gleichnamigen  Mittelpunkten  »^3,  /^i,  so  liegen  von  diesen 
sechs  Mittelpunkten  a  und  i  nach  Satz  27)  viermal  je  drei  auf  einer 
Geraden,  so  liegen  insbesondere 

«It»  «81  ^  fftU 

» 

«12  ?  »23»  ^31  auf  ^12,3 
?12j   «23  >  ^31   auf  ^23,1 

ha«       <^  auf 

Dreht  sich  g^^^  nm  den  Pol  iv^^s)  bo  werden  in  Jeder  ihrer  Lagen 
drei  nene  beigeordnete  Aehnlid^Mtmm  entsprechen.  Verbinden 
wir  Fig.  11.  den  Pnnkt  N^^^  mit  Äj,  dnrch  die  Gerade,  welche  ^12.3 
und  hjjc^  beziehlich  in  den  Punkten  Ai2,3  und  schneidet.  Die  vier 
Punkte  Argj  -i^i2.3,  iSa,  iVi23  stehen  in  derselben  Beziehung  zu  einander 
wie  die  vier  Punkte  k^,      Ä;^,  0^3,  d.  h.  da: 

80  ist  auch.*  , 

iBt  also  die  zweite  Belation  erfüllt»*  so  ist  es  auch  die  erste.  Drehen 


den  Schlfiiul  rar  Afdlfleckaog  der  Beziehangcn  zwischen  secfaa  Kreisen  in 
der  Ebene  su  enthalten  und  ist  etwa  mit  dorn  Satz  von  Pascal  zu  vergleichen, 
mit  dem  er  die  hauptsächlichsten  Eigenschaften  gemein  hat;  und  wo,  wie  sich 
für  den  Kreis  ergeben  wird,  dieser  nnr  ein  höchst  specieller  Fall  von  jenem 
ist.  Eine  specielle  und  einfache  Anwendung  dieses  Satzes  64)  habe  ich  bei 
dem  Beweis  der  Stci  n  er 'sehen  Construction  des  Malfatti'schen  Problems  für 
drei  Kreise  einer  Ebene  gegeben.  (Ncumann's  Annalen,  Bd.  6.  Seite  597.) 
Man  ersieht  also  hieraus,  dass  sich  diese  Construction  des  erweiterten  Malfatti- 
schen  Problems  ohne  weiteres  aus  dem  Begri£f  der  Potenz  ergiebt  und 
also  nicht  nur,  wie  Herr  Schröter  in  Borchhardt's  Joomal  Bd.  77.  Seite  ISO. 
gezeigt  hat,  für  das  geradlinige  Breiedu  Annerdem  iit  ein  Beweie  der  Oobp 
BCmetioa  lllr  das  gendlüriige  Dreieck  mir  ein  Wehraoheiidichkeilibeweif  ftr 
die  Conitniction  dee  erweiteftea  Problems  —  flr  drei  nicht  dnrch  einen  Faulet 
gehende  Erdse. 

Ans  dem  Sati  64),  übertragen  anf  aeht  Engeln  im  Bsnme,  werden  wir 
tn  einer  Kngelgeonieferie  gelangen,  welche  ^e  von  8.  Lie,  die  er  m  der  ge- 
nannten Ablymdlang  niedeigelegt  hat,  nnr  als  specieUen  Fall  in  sidi  aeUiesst  - 

1)  Es  ist  dies  Iticht  dementar  m  leigen  ohne  von  dem  Begriff  der  har- 
mooisdien  Funkte  und  Strahlen  Gebrtaeh  m  machou  Ich  sein  daher  diese 
Besidinngen  hier  als  bekannt  vorans. 
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mr  wm  gm  lo  Ueiben  die  wmX  Punkte     und  8g  fest, 

also  andi  der  dritte  Punkt  Nix%  Es  dreht  sich  tomit  die  Aehn- 
Itchkftjtnaxe  gu,z  um  den  Punkt  Ma^s.  Ebenso  findet  man,  dnst  sieh 
alaa  aneh  die  Aelmllclikeitsaxen  ^23.1  nnd  ^1,2  beriehUch  nm  die 
Pole  Abpi  und  iV3i.2  drehen.  Ebenso  wie  nnd  A12.3  mit  auf 
einer  Geraden  liegen,  findet  man,  dass  je  folgende  6  Punktetripel 
anf  einer  Geraden  liegen. 

Die  vier  Ponkte  i^^ts)  M$.s»  i^9i,i»  Aki,8  heissen  wir  einander 
beigeordnete  Pole  nnd  wir  haben: 

65)  Dreht  sich  von  vier  Aehnlichkeitsaxeu  die  eine 
um  einen  Pol,  so  drehen  sich  auch  die  drei  übrigen  um 
je  einen  Pol  —  um  die  dem  ersteren  beigeordneten  Pole. 
X\x  «fAwo.m  Poteuzpunktenkreis  gehören  also  noch  drei 
beigeordnete  Potenz  punktenkroisc.  Die  Mittelpunkte 
von  vier  beigeordneten  Potenzpunktenkreiscn  sind 
vier  b-eigeordnete  Pole.  Von  diesen  liegen  sechsmal 
je  zwei  mit  je  einem  Mittelpunkte  der  drei  Kreise  (1;) 
in  derselben  Geraden. 

%.  AbecliBli«. 

Das  Priniip  der  reeiproken  Badien« 

In  diesem  Teile  der  Mitteilung  gehen  wir  zu  einer  elementaren 
Darstellung  des  Prinzips  der  reeiproken  Radion  über,  wie  sich  das- 
selbe ohne  weiteres  ans  dem  B&fsn&  der  Potenz  darstellt 

a)  Entwickeiung  des  Jhrinzips  der  reeiproken  Rcutün» 

Ziehen  wir  Fig.  12.  z.  B.  dnreh  den  änsseren  Hanptähnliehkdts- 

pnnkt  Ali  der  Kreise  nnd  k,t  die  Aehnlichkeitslinie  tx,  welche  die 
Kreise  beziehlich  in  den  Punkten 

schneidet  und  ziehen  wir  die  Radien  nach  diesen  Schnittpunkten,  so 
folgt,  da  nach  dem  Begriff  von  A^g  die  Relation 

jfcj  Ali  :  ÄJj  Ai2  : 
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Mi  MW  dtr  AeimUaMt  der  Dmeeke 

dass  l't  ^1 '  pa«^®^  ^' 
und   ii«!"    »       »  *«V 

Igt.   Prehen  wir     um  sie  mr  Tangente  an  den  Kreis 

^  ird  oder  bis  sich  die  beiden  Pnnkte  und  Mb  zum  ZoBammen» 
fallen  genähert  haben.  In  diesem  Fall  müssen  sich  andi  die  beiden 
punkte  a^'  und  Of"  bis  siim  Znsammen&llen  nSlieni,  d.  h.  wird 
auch  Taugente  an  den  Kreis     nnd  irir  haboi: 

66)  Durch  den  äusseren  HAnptähnlichkeitspnnkt 
geben  zwei  beiden  Kreisen  gemeinsame  Tangenten. 

Ebenso  findet  man: 

67)  Dnreh  den  inneren  HanptähnlielikeitBpnnkt 
zweier  Kreide  gehen  zwei  den  beiden  Kreisen  gemein- 
same Tangenten. 

Die  Punktepaare  a^'  und  a^'  wie  a^'  und  a^'  heissen  wir  äu- 
ssere directe  Punktepaare.  Die  Punktepaare  a^'  und  oj"  wie 
Ol''  und      beissen  wir  ftusssere  inverse  Punktepaare. 

Anf  ähnUcke  Weise  erhält  man  innere  directe  nnd  innere 
ittTerse  Ptinktepaare. 

Berührt  die  äussere  gemeinsame  Tangente  Fig.  12.  die  Kreise 
nnd     beziehlich  in  den  Punkten     nnd      so  ergiebt  sich  ans 
dem  Begriff  der  Potenz: 

Durch  Multiplicatiou  folgt: 


Nnn  ist  aber  die  Proportion 

nnd  folglich  auch  die  Prodnctengleichheit 

y)        Ol'.  Ali  «i"-  ' 

richtig.  Ans  Gleichnng  A  nnd  y)  folgt: 

27)  <^ V*  -^i, V'  <'i'  -^M  ^'  —         . -4i,J| 
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AffolUr:  Zur  Geometrie  dee  Kreitu  wd  der  KmftL  3:^ 

Den  Wert  dieses  Prodnetes  bezeichnen  wir  mit  A^^^  and  sehen, 
welche  Lage  die  Transversale  u  auch  haben  mag,  sein  Wert  ist  con- 
stant.  Wir  bezeichnen  A^^  daher  mit  dem  Namen  der  äusseren 
den  Kreisen  i-,  und  gemeinsamen  Potenz.  Auf  gleiche 
Weise  erhalten  wir  eine  innere  den  beiden  Kreisen  Ä-,  und 
gemeinsame  Potenz,  die  wir  mit  J^-  bezeichnen. 

Lassen  wir  die  Transyersale  4i  in  die  Centrallinie  hik^  ftbcir- 
gehen,  so  folgt,  wenn     » l^ifc^« 

Nun  ist  aber 

— rj  Tx — rj 

folg^ch  liat  man 

5»)  A^  -  ^^^^-^p 

ündet  man 

Vergleichen  wfr  diese  Oleichiuigen  mit  dei^enigen,  welche  die  Werte 
der  Iladien  des  äusseren  nnd  inneren  orthogonalen  Potenzkrdses 
geben,  so  findet  man,  dass 

J2.„«-u1m«  nnd  JUj^hM* 

Hieraos  folgt: 

G8)  Die  äussere,  bezichlich  innere  gemeinsame  Po- 
tenz zweier  Kreise  ist  gleich  dem  Quadrat  des  Radius 
des  äusseren,  beziehlich  inneren  orthogonalen  Potenz- 
kreises. 

Schneiden  wir  die  aswei  Kreise  ifc^i  nnd  dnrch  einen  Kreis 
welcher  dnrdi  zwei  inverse  Punkte  (ftussere)  z.  R  durch  und 
geht,  imd  bezeichnen  wir  Flg.  12.  die  beiden  übrigen  Schnitte  mit 
Ol  nnd  Ob".  Verbhiden  nir  Oi  toit  durch  ehie  Gerade,  so 
sehnddet  diese  den  Kreis  B  uxhAl  in  dem  zweiten  Punkte  a^"  und 
den  &eis  in  dem  Punkte  V;  welclier  inrerser  Punkt  zu  a^'  ist 
Es  ist  also 

Ks  ist  aber  auch  in  Bezug  auf  den  Kreis  R 

Durch  Yergleichung  folgt 
T«ii  im.  3 
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AffoUtrt  Zur  Gwmetrk  du  Krwea  tauf  dtr  Kujftl 


Bis  fallen  also  die  Punkte  a^"  und  a^'  zusammen  und  liegen  somit 
in  dem  Punkte  a^',  d.  h.  auch  Oi  und  Og"  sind  ein  Paar  inverser 
Punkte.  Hierans  folgt: 

(VJ)  Schneidet  ein  Kreis  zwei  Kreise  in  einem  Paar 
äusserer,  beziehlich  innerer  iu  verser  Punkte,  so 
8 c h n e i tl e t  j e u ü r  K r e i s  diese  zwei  u 0 1*. b  in  einem  zweiten 
Paar  äusserer,  bczie blieb  innerer  inverser  Punkte. 
Einen  solclien  Kreis  bcissen  wir  einen  äusseren,  beziehlich  inneren 
Kreis  zu  den  zwei  übrigen  Kreisen. 

Da  die  Potenz  des  (äusseren  oder  inneren)  Hanptftbnlichkeita- 
punktes  in  Bezog  auf  jeden  (äusseren  oder  inneren)  Kreis  gleich  ist 
dem  Quadrat  des  Badins  des  (äusseren  oder  inneren)  orthogonalen 
Potenzkreises,  so  folgt,  dass: 

70)  Jeder  äussere  oder  innere  Kreis  zweier  f^reise 
hat  den  äusseren  oder  inneren  orthogonalen  Potenz- 
kreis dieser  zwei  Kreise  zum  Orthogonalkreise. 

Aus  diesem  Satze  folgen  ohne  weiteres  die  nachfolgenden  unter 
Beachtang  der  Sätze: 

71)  Alle  äusseren  oder  inneren  Kreise,  welche  durch 
einen  bestimmten  Punkt  gehen,  gehen  noch  durch  einen 
zweiten  Punkt,  durch  den  dem  ersten  in  Bezug  auf  den 
äusseren  oder  inneren  orthogonalen  Poteuzkreis  ent- 
sprechenden polarrociproken  Punkt. 

72)  Durch'  zwei  beliebig  gewählte  Punkte  geht  immer 
ein  ä.usserer  und  ein  innerer  Kreis. 

72a)  Jeder  Punkt  ist  Mittelpunkt  eines  äusseren  und 
eines  inneren  Kreises. 

Aus  Satz  71)  folgt: 

73)  Sind  irgend  zwei  Kreise  in  Bezug  auf  zwei  an- 
dere Kreise  äussere  oder  innere  Kreise,  so  liegt  der 
eine  oder  andere  Aebnlichkeitspunkt  der  zwei  letzte- 
ren Kreise  auf  der  Potenziinie  der  beiden  ersteren. 

Haben  wii*  Fig.  12.  z.  B.  den  äusseren  Kreis  ^ ,  welcher  iu  dem 
einen  invcrsen  Punktepaar  «^"«o'  schneidet,  und  dessen  Mittelpunkt 
R  sei.  Ziehen  wir  die  Radien  7i\«i",  fegcij',  Äa/'  und  Ä^j',  und  die 
Aehnlichkeitslinien  Aji^oj^'a^'^  so  ist: 
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folglich  auch: 

Das  heisst,  der  Krds  scbn^det  die  beiden  Ereifle  Ir,  imd  ib^  ^eich- 
vinkBg  und  wir  haben: 

74)  Alle  äasseren  und  inucren  Kreise  zweier  Kreise 
schneiden  diese  je  gleichwinklig. 

Umgekehrt  folgt  nun  leicht: 

75)  Alle  Kreise,  welche  zwei  Kreise  gleichwinklig 
schneiden,  sind  in  Bezog  auf  diese  ftassere  oder  innere 
Kreise. 

Bezeichnet  man  dcu  Radius  eines  äusseren  uder  iuuLi-uu  Kreises 
Ä  der  zNvei  Kreise  L-i  und  /w  mit  r,  die  äussere  oder  innere  gemein- 
"Potenz  dieser  Kreise  allgemein  mit      und  die  Entfernung  des 
■   Mittelpunktes  St  von  dem  äusseren  oder  inneren  Ilauptähnlichkeits- 
punkte  mit     so  folgt  aus  Satz  70)  sogleich  die  Gleichung: 

30)  2i«-P»±r« 

£b  ist  also  L  für  alle  Kreise  mit  demselben  Kadius  coustaut  und 
%  wir  haben: 

76)  Alle  äasseren  oder  inneren  Kreise  mit  gleichen 
Badien  haben  ihre  Uittelpunkte  auf  einem  Kreise  lie- 
gen, dessen  Centrnm  mit  dem  änsseren  oder  ii^neren 
Hanptfthnlichkeitspnnkte  der  beiden  Kreise  zdsammen- 

fällt. 

Setzt  man  f  —  0,  so  folgt: 

L  -«       Ro  oder  —  Ri 

und  man  erhält; 

77)  Alle  Pnnkte  des  äasseren  oder  inneren  ortlio- 
gonalen  Potenzkreises  zweier  Kreise  sind  als  äassere 
oder  innere  Kreise  mit  dem  Badins  gleich  Null  anzu- 
sehen. 

Aus  äatz  74)  ergiebt  sich: 

78)  Wenn  ein  äusserer  oder  innerer  Kreis  zweier 
Kreise  den  einen  dieser  Kreise  berflhrt,  so  berührt  er 
auch  den  anderen  und  die  beiden  Bertthrungspunkte 
sind  zwei  äussere  oder  innere  inverse  Punkte. 

3* 
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Äfjolter'.  Zur  Geometrie  des  Kreues  und  der  Kugel, 


Schneiden  wir  dio  zwei  Kreise  und  k-^  durch  einen  beliebigen 
dritten  Kreis  r  in  den  vier  Punkten  Oi,  uj",  ag',  a^"  und  bestimmen 
wir  zu  diesen  Punkten  die  inversen  (in.  Fig.  13.  die  äusseren),  so 
erhalten  wir  die  vier  Punkte 


Legen  wir  durch  die  drei  Punkte  Ot"»  V  ^  den  Kreis  x\  so 
schneidet  dieser  den  Kreis  ik|  noch  in  einem  zweiten  PunlLte,  er  sei 
Ol'.  Es  schneiden  sich  die  Potenzlinien 

1)  Ol' Ol"  und      a^'  im  Punkte  p  der  Potenzlinie  der  Kreise 
und  h^.  Ba  durch  die  vier  inversen  Punkte  oi^"^"^^  ^  Kreis 

geht,  so  gehen  also  auch 

2)  die  Geraden  a^'o/' und  ^2'  d.h.  insbesondere  Oj^Oa'  durch 
den  Punkt  p.  Ebenso  zeigt  man,  dass 

3)  die  Gerade  Oi'Oi'  durch  p  hindurch  geht  Da  sich  nim  auch 
die  zwei  PotenzUnien  ßst'a^"  und  W  auf  der  Potenzlinie  der  Kreise 
jk|  und  schneiden,  so  folgt,  dass,  da  o^'t^"  durch  p  geht,  auch 
Ol"«/  durch  p  gehen  muss.  Es  ist  also 


odes  der  Punkt  V  fiOlt  mit  a^'  zusammen. 

Wir  haben  so,  wenn  wir  nodi  beachten,  dass  der  Pn^  ji  Hanpt- 
potenzpunkt  in  Bezug  auf     ft^  r  und  t'  ist: 

79)  Schneidet  mau  irgend  zwei  Kreise  durch  einen 
Kreis  und  bestimmt  zu  deu  vier  Schnittpunkten  die 
äusseren  oder  inneren  inversen  Punkte,  so  liegen  diese 
vier  Punkte  auf  einem  neuen  Kreise.  Diese  zwei  Kreise 
heisson  wir  äussere  ader  innere  inverse  Kreise.  Sie 
schneiden  sich  in  zwei  Punkten  des  äusseren  oder  in- 
neren orthogonalen  Potenzkreises  jener  zwei  Kreise. 

Da  in  Bezug  auf  dio  beiden  inversen  Kreise  jene  vier  Paar  in- 
versen Pftuktc  a  und  a  der  Kreise  und  A^g  auch  inverse  Punkte 
in  Bezug  auf  die  iuTersen  Kreise  selbst  sind,  so  folgt: 

80)  Irgend  zwei  äussere  oder  innore  inverse  Kreise 

zweier  Kreise  besitzen  mit  diesen  beiden  Kreisen  die 
gleiche  gemeinsame  äussere  oder  innerePotenz  und  den- 
selben äussern  oder  Innern  Ilauptähnlichkcitspunkt. 

Ziehen  wir  die  Badiea  1^ Oj'  nnd  ^a/  ^  ifc^Ot"  und  f»'<'  so  ist 


•i"»  «i' 


Ol"  Ol  identisch  mit  Oi^ot 
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d.  h. 


Oder  auch: 

81)  Vou  zwei  iuversen  Kreisen  zweier  K  rciso  sehn  cid  et 
der  eine  den  einen  von  diesen,  unter  demselbou  Winkel 
wie  der  andere  den  zweiten  von  diesen'}. 

Nach  einem  frühem  Satze  besitzt  jeder  Kreis  Ä,  d^-r  durch  irgend  zwi  i 
(äussere  oder  innere)  inverse  Punkte  geht,  den  zugehörigen  orthogonalou 
Poteiizkrois  zum  Orthogonalkreis.   Es  sind  also  zwei  inverse  Punkte 
in  13ezug  auf  den  zugehörenden  orthogonalen  Potenzkreis  i>olar  reci- 
proke  Punkte.   Wir  sehen  so,  dass  allen  Punktfu  des  einen  Kreises 
alle  Punkte  der  Kreise  l\  als  polar  reeiproko  Punkte  in  Bczuj?  auf 
jeden  der  beiden  orthogonalen  Potenzkreise  entsprechen.    Die  Punkte 
des  äussern  oder  innem  Kreises  Ä  entsprechen  sich  paarweise  selbst 
viÄvJi,  TNt^T  Ui-ueii  die  Paar  polar  reciprokc  Punkte  je  auf  einer  Ge- 
raden mit  dein  zugehörenden  Hauptähnlicbkeitspunkt.    Ks  sei  zunächst 
ein  äussrer  Kreis,  so  ist  die  gemeinsame  Potenz  ^1^-  der  Kreise 
und      die  Potenz  des  Haapt&hnUchkeitspunktcs  A^^  in  liezug  auf 
St.    Schneiden  sich  die  Kreise      und  /i^  rechtwinklig,  so  ist  A^^* 
wesentlich  positiv  und  die  beiden  je  polar  reciproke  entsprechenden 
Punkte  des  Kreifies  9.  liegen  von  A^<^  aus  in  gleicher  Richtung.  Ist 
jedoch  Aii^  wescntUch  negativ,  eo  liegen  die  je  reciproke  polar  ent- 
sprechenden Punkte  von        an  in  entgegengesetzter  Richtung  nnd 
der  orthogonale  Potenzkreis  Ai%  wird  von  dem  Kreise  ß  Uber  seinem 
Dorchmesser  geschnitten.  Gldch  verhält  sich  die  Sache  für  den  in- 
neren orthogonalen  Fotenzkreis  oder  die  innere  gemeinsame  Potenz 


Bezeichnen  wir  nun  allgemein  den  einen  der  zwei  orthogonalen 
Potenzkreise ,  sowie  seinen  Radius  mit  r  und  die  Kutfernungim  zweier 
rcciproker  Punkte  vom  Mittelpunkt  P  der  Kreise  F  mit  und  ob^, 
80  ist  also 


Ist  nvn  set>P^  so  Ist  offenbar  oe^ <1     d.  h.  von  den  zwei  re- 


I)  Steiner  hat  dieae  SUm  79)— 81)  aneh  in  sdnen  genannten  Arbeiten 
ansgesprocheo.  Ee  kann  daher  gar  keinem  Zweifel  nnterliegen,  data  Steiner 
TOD  ennen  CSonte^aeniea,  oder  waa  dauelbe  let,  von  dem  Frineip  der  reol* 
proken  Bedien  den  voUaten  Gebraaeb  gemaebt  bat. 


31) 
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ciprok  polaren  Punkten  des  Kreises  F  liegt  der  eine  ausserhalb  und 
der  andere  innerhalb.  Bedenkt  man  nun,  dass  durch  den  einen  Punkt 
immer  sein  polar  reciproker  gegenseitig  nur  auf  eine  Weise  bestimmt 
ist, 'und  dass  zu  jedem  Punkt  ein  polar  reciproker  gehört,  so  kann 
man  also  alle  Punkte  im  inneren  des  Kreises  P  eindeutig  auf  alle 
Punkte  im  äusseren  des  Kreises  F  beziehen.  Hieraus  folgt:  Allen 
Punkten  einer  Figur  entspricht  die  Gesammtheit  der 
Punkte  einer  zweiten  Figur.  Zwei  solche  Figuren  heis- 
sen  wir  polar  reciproke  Figuren  in  Bezug  auf  den  Kreis 
P  und  zwar  heissen  wir  die  eine  die  Transformation  der 
anderen  des  Originals.  Die  Art  der  Herleitung  der  einen  Figur 
aus  der  andern  heissen  wir  das  Prineip  der  reciproken  Ra- 
dien und  die  Ausführung  selbst  die  Transformation.  Den  Kreis 
P  heissen  wir  dann  Transformationskreis  und  sem  Gentrum  das 
Transformationscentrnm  und  das  Quadrat  des  Badius  P  oder 
die  Potenz  P  die  Transformationspotenz.  Endlich  heissen  wir 
jeden  Durchmesser  des  Kreises  P,  auf  dem  je  zwei  entsprechende 
Punkte  liegen,  TransformationsstrahL 

Nach  dem  Vorhergehenden  haben  wir  also  zwei,  jedoch  uur  un- 
wesentlich verschicdonc  Arten  der  TrausformatioTi  nat  h  dem  Prineip 
der  reciproken  Radien  zu  unterscheiden,  je  nach  dem  die  Transfor- 
niatiouspotenz  positiv  oder  negativ  ist.  Für  beide  Arten  gehen  nun 
aber  nach  den  vorhergehenden  Sätzen  die  folgenden  wichtigen  Be- 
suitate  hervor: 

82)  Allen  Punkten  eines  Tran  sf  ormationsstrahles  ent- 
sprechen einer  gewissen  Folge  nach  die  Punkte  dieser 
Strahlen  selbst;  oder  jeder  Transformationsstrahl  trans- 
formirt  sich  in  sich  selbst 

83)  Die  transf ormirte  Figur  eines  Kreises  ist  wieder 
ein  Kreis.  Diese  beiden  Kreise  besitzen  den  Transfor- 
mationskreis  zum  orthogonalen  Potenzkreise. 

84)  Bei  der  ersten  Art  der  Transformation  transfor-  • 
miren  sich  Kreise  in  sich  selbst,  wenn  sie  den  Trans- 
formationskreis  rechtwinklig  und  bei  der  zweiten  Art, 
wenn  sie  denselben  über  seinem  Durchmesser  schneiden. 
Oder  allgemein:  Ein  Kreis  transf ormirt  sich  in  sich 
selbst,  so  bald  er  den  Transformationskreis  zuin  Ortho- 
gonalkreis besitzt 

Wir  haben  früher  gesellen,  dass  zu  einer  Geraden  und  oiiieiu 
Ivroise  jeder  der  Endpunkte  des  Durchmessers  der  Ki-eise,  der  zur 


sr 
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ddcii  normal  ist,  als  einer  der  zwei  llauptaliuüchkeitspuuktc  kauü 
angesehen  werden.   Hieraus  folgt  sogleich: 

85)  Die  Transformation  einer  Geraden  ist  ein  Kreis' 
der  durch  das  Transformationscentrum  hindurch  geht 
-und  umgekehrt. 

86)  Jeder  Krejs,  der  durch  das  Transformations- 
centrum geht,  trausformirt  sich  in  eine  Gerado. 

£8  entspricht  also  Figur  14  jedem  Punkt  p  der  Geraden  g  ein 
Punkt  des  Kreises  O  und  zwar  der  Schnittpunkt  j>'  des  Strahles  ep 
P  mit  G  der  nicht  im  Gentrom  P  liegt,  und  so  anch  umgekehrt  ent- 
spricht jedem  Ponkte  p*  des  Kreises  der  nicht  mit  P  zusammen- 
fiOlt,  ein  Punkt  p  der  Geraden  g.  Lassen  wir  den  Punkt  p  auf  g 
sich  immer  weiter  und  weiter  entfernen,  so  erkennt  man,  dass  sich 
p  immer  mehr  und  mehr  dem  Punkte  P  nähert  und  zwar  kann  die 
Bewegung  von  p  sowol  nach  der  einen  wie  nach  der  andern  Richtung 
dftT  Geraden  g  hingerichtet  sein.  Rückt  endlich  jt  in  den  unendlich 
fernen  Teil  der  Geraden  g,  so  wird  der  Strahl  p  r  mit  G  i)arallel, 
berührt  den  Kreis  G.  p'  fällt  in  den  Berührungspunkt  des  Strahles 
p  r  mit  dem  Kreise  6',  d.  h.  mit  dem  Centrum  7'  zusammen.  Hier- 
aus folgt:  Allen  Punkten  des  unendlich  fernen  Teiles  der 
Geraden  g  entspricht  das  Transformationscentrum  als 
polar  reciproker  Tunkt.  Da  nun  aber  jedem  Punkt  im  iuueru 
des  Kreises  P  ein  Punkt  im  äussern  desselben  entspricht  und  um- 
gekehrt, so  sagen  wir,  dem  Ceutrum  P  entspreche  auch  nur  ein  Punkt 
im  Unendlichen  der  Geraden  g.  iXi  aber  dies  von  jeder  Geraden 
gilt,  so  satren  wir,  um  die  Uebereinstimmung  nirgends  aufzuhelfen ; 
der  unendlich  ferne  Teil  der  Ebene  besteht  aus  einem 
Punkte,  dur  ch  welchen  alle  Geraden  der  Ebene  hindurch- 
gehen. Oder  auch:  die  Wirkung  oder  Beziehung  des  un- 
endlich fernen  Teils  der  Ebene  in  Bezug  auf  Gebilde  im 
Endlichen  derselben,  ist  dieselbe,  wie  die  Wirkung  oder 
Beziehung  eines  Punktes  im  Endlichen  der  Ebene  auf 
diese  endlichen  Gebilde.  Alle  Gerade  der  Ebene  sind  daher 
als  Kreise  aufzufassen,  welche  durch  den  unendlich  fernen  Punkt  Poo 
der  £hene  hindurch  gehen. 

Denken  wir  uns  die  Transformation  zu  irgend  zwei  Geraden  g^ 
und  7.,,  so  entsprechen  denen  die  beiden  Ki-eise  und  als  Trans- 
formationen. Die  Tangenten  im  Centrum  P  an  G\  und  G2  siud  mit 
i7j  und  g2  parallel  und  folglich  schneiden  sich  die  Kreise  G^  und  G2 
unter  demselben  Winkel,  wie  die  Originalgeradeu  und  g^.  Be- 
achten wir  dies  und  den  Satz  81),  so  folgt: 
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)S7)  K«ek  4m  PrUcip  der  reciproken  Badien  wArde 
Syalen  vom  Kreisen  sv  einein  andern  System  yon 
Kreisen  transformirt,  so  dass  sieh  die  Transformations- 
kreise nnler  denselben  Winkel  schneiden,  wie  die  Ofi- 
ginalkreise. 

Inshosoluiere  werden  zwei  Kreise,  die  sich  borüliren,  wieder  zu 
iwei  lüitiisou,  die  sich  berühren»  transformirt  ,  Hieraus  folgt: 

88)  Parallele  Gerade  sind  als  Kreise  anzusehen,  die 
siohiudem  aueudlich  fernen  Punkt  der  Ebene  berühren^). 

Haben  vir  die. Kreise  kj  and  A^,  so  ist  nach  dem  Begriff  des 
Princips  der  ledproken  Badien  der  eine  Kr^  der  transformirte  des 
andern  in  Bezug  anf  die  beiden  orthogonalen  Potenzkreise.  Schneiden 
sich  nun  und  /jj  in  zwei  reellen  Punkten  und  s^,  so  geben  dio 
beiden  orthogonalen  Potenzkreise  auch  durch  diese  Schnitte  und 
sich  selbst  rechtwinklig.  In  diesem  Fall  ist  sowohl  die  Ungleichung 

wie  die 

nchtig  und  folglich  sowol  wie  i^^^  je  positiv,  d.  h.  die  Trans- 
formation geschieht  nadk  der  ersten  Art  Jeder  der  Schnittpunkte 
€x  wie  ist  als  ein  Paar  zusammenfallende  inyerse  Punkte  in  Bezug 
anf  jeden  Hauptähnlichkettsponkt  zn  betrachten  nnd  hieraus  folgt: 

89)  Nach  dem  Princip  der  reciproken  Radien  erster 
Art  outsprochen  sich  die  Punkte  des  Translormations- 
kreises  selbst. 

Schneiden  sich  nnd  nicht  in  zwei  (reellen)  Punkten,  so  kann 
entweder  ganz  ansserhalb  oder  aber  ganz  innerhalb  des  Kreises  hi 
liegen.  Nehmen  wir  Figur  16)  zunAdist  den  mten  WbSL  Es-ist  dann 

also  umso  mehr 

<?12  >  (»"l  — »-j) 

Also  ist  uijs'  positiv  und  negativ. 


1)  Beachten  wir  diesen  Satt,  eo  kflmnen  vir  den  Unendlich  fernen  Teil 
der  Ebene  «1b  Kreis  (oder  Gerade)  auffassen,  wdeber  alle  Geraden  der  Ebene 
berührt.  Sein  transformirtcr  Kreis  ist  das  Centmm  oder  sein  Kreis  mit  dem 
Badins  gleieh  NuiU  Wir  behalten  jedoch  die  ersten  Sprachweisen  bei. 
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Begflichnen  wir  die  Strecke  A^iit  mit  Ej^  so  folgt  also  immer: 

32)  £,8^  =  A^^+J^K 

Da      negatiT  ist,  so  folgt,  dass  der  orthogonale  Potenskareis 
den  Kreis     fkber  seinem  DnrdmieBser  scimeidet 

Die  äussern  inversen  Punktcpanre  licgcii  also  auch  auf  iedciu 
durch  .lij>  gchcndeu  Strahle  in  derselben  Richtung.  Da  in  diesem  Fall 
der  orthogonale  Potenzkreis  jeden  Kreis  der  zu  und  Aj,  ein  äussrer 
Kreis  ist  und  also  und  /w  rechtwinklig  schneidet,  so  folgt,  wenn 
wir  den  änssem  Kreis  unter  der  Schaar  der  Kreise  auswählen,  welche 
|[Ci  und     rechtwinklig  schneiden,  dass  der  orthogonale  Potenzkreis 

zu  der  durch     und     bestimmten  Kreisschaar  gehOrt 

Usehmen  wir  zwei  beliebige  innere  Inverse  Punktepaare,  so  kann 
man  durch  diese  einen  Kreis  legen,  welcher  l\  und  folglich  auch  k\ 
rechtwinklig  schneidet,  und  der  somit  durch  ein  zweites  Paar  innere 
inverse  Punkte  geht   Wir  haben  so  zunächst: 

90)  }e^«i  Kreis,  der  zwei  Kreise  und  recbtwink- 
Ug  schneidet,  ist  sowol  als  ftnssrer  wie  als  innrer  Kreis 
der  beiden  Kreise  anzosehen. 

Der  Kreis  «/^s  ist  also  Orthogonalkreis  zu  allen  Kreisen  der  zu 
ibf  und  conjugirten  Kreisschaar;  und  zwar  yon  der  Art,  dass  er 
Ton  allen  Kreisen  dieser  Schaar  je  Aber  seinem  Durchmesser  ge- 
schnitten wird.  Es  liegt  also  J^^  selbst  zwischen  den  beiden  Grenz- 
punkten oder  Grenzkreisen  der  durch  und  k^  bestimmten  Kreis- 
Schaar. 

Da  der  Kreis  J,2  den  Kreis  A^^  in  zwei  reellen  Punkten  schnei- 
det, zufolge  der  Kelatiou  32),  so  kann  er  nicht  zu  den  durch  und 
bestimmten  Krei&sciiaar  gehören. 

Kefamen  wir  den  Kreis  ib^  ganz  innerhalb  des  Kreises  Xr^,  so  ist: 
und  folglich  um  so  mehr 

d.  b.  es  ist  ^is'  negativ  und  J^^^  positiv.  In  diesem  Fall  zeigt  sich 

ebenso  wie  vorhin,  dass  der  Kreis  J^^  zu  der  durch  k^  und  k^  be- 
stimmten Kreisschaar  gehört  und  den  Kreis  A-^^  flber  seinem  Durch- 
messer schneidet.  Der  Kreis  selbst  ist  nicht  Familienglied  der 
durch  A'i  und      bestimmten  Kreisschaar. 

Es  sei  nun  die  innre  gem^nsame  Potenz  negativ,  und  es  schneide 
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der  Kreis  J^.,  den  Kreis  A-j  in  dem  Punkte  a,,  so  schneidet  er  den 
Kreis  in  dem  iuversen  Punkte  a^.  Diese  beiden  Punkte  sind  End- 
punkte eines  Durchmessers  des  Kreises  J^,   Hieraus  folgt: 

91)  Nach  der  Transformation  der  zweiten  Art  sind 
die  Endpunkte  eines  jeden  Durclnnesscrs  des  Transfor- 
mationskreises als  entsprechende  polarreciproke  Punkte 
anzaseben. 

Aus  all  dem  fliesst  nun  der  folgende  wichtige  Satz: 

92)  Zu  zwei  Kreisen  giebt  es  immer  zwei  Transfor- 
mationskreise,  so  dass  in  Bezug  anf  jeden  von  diesen 
der  eine  von  jenen  der  polarreciproke  der  andern  ist 
Diese  beiden  Transformationskreise  sind  die  orthogo- 
nalen  Fotenzkreise  jener  zwei  Kreise.  Schneiden,  sich 
jene  zwei  Kreise  in  zwei  reellen  Punkten,  so  sind  beide 
Transformationen  nach  der  ersten  Art,  schneiden  sie 
sio'h  nicht,  so  ist  immer  die  eine  Transformation  nach 
der  ersten  und  die  zweite  nach  der  zweiten  Art  Wenn  ' 


sich  jene  beiden  Kreise  schneiden,  so  gehen  auch  die 
beiden  Transformationskreise  durch  die  beiden  Schnitt- 
punkte und  schneiden  sich  selbst  normal.  Schneiden 
sich  jedoch  jene  zwei  Kreise  nicht,  so  schneidet  der 
Transformationskreis  der  ersten  Art  den  der  zweiten 
ttber  seinem  Durchmesser. 

Bezeichnen  wir  Figur  12.  die  l^ansformationspotenz  mit  die 
Badien  der  Kreise  und  beziehlich  mit  und  rg,  die  Gentrai- 
linie i'iJc2  mit  0^21  femer  die  Strecken  Pk^  und  1%  beziehlich  mit 
ff^  und      80  küssen  sich  aus  den  Gleichungen 


die  Werte  rj,  etc.  je  bestimmen.  Wir  erhalten: 
33)  yi      ^  r/' 
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Hier  ist  stillschweigend  Traüsfomiation  nach  der  ersten  Art  toge- 
nommen*  Hatte  num  also  Transformation  nach  der  sweiten  Art,  so 
bat  man  den  Potenzwert  +P*  durch  —  P*  zn  ersetzen.  Hierdurch 
werden  aber  die  absoluten  Werte  Toii  9^  und  nicht  geftndert,  son- 
dern blos  ihre  Richtungen. 

b)    Eituge  Fclgerunge»  aus  dem  JMacip  der  reetproken  Madien. 

Haben  wir  die  zwei  Kreise  und  mit  dem  orthogonalen  Po- 
tenzkreise P,  so  schneidet  dieser  jeno  beiden  unter  gleichen  Winkeln. 
Nehmen  wir  irgend  einen  Punkt  F  der  Ebene  zum  Traiisformations- 
centruni  bei  beliebiger  Transforniatiüuspoteuz  und  transformircn  das 
System  jener  dici  Kreise,  so  erhalten  wir  die  Transformationen  A/, 
1-2  und  P\  Es  schneidet  nun  P'  die  beiden  Kreise  /./  und  k^'  unter 
denselben  Winkeln,  wie  P  die  Kreise  A-,  und  k-^  schneidet.  Es  ist 
also  P'  selbst  wieder  der  orthogonale  Poteuzkreis  zu  k^'  und  k^'. 
Wir  haben: 

93)  Die  nach  dem  Princip  der  reciproken  Radien  er- 
haltenen Tra  11  s  f  0  rmatiouen  d er    orthogonalen  Potenz- 
kreise sind  selbst  wieder  die  orthogonalen  Poteuzkreise 
der  Transformationen  dieser  Kreise. 

Nehmen  wir  das  Transformationscentmm  auf  dem  orthogonalen 
Potenzkreis  P  selbst  an,  so  geht  diese  in  eine  Gerade  über.  Diese 
Gerade  ist  also  die  Potenzlinie  and  änssrer  orthogonaler  Potenzkreis 
der  Transformationen  der  zwei  Kreise  und  k^,  folglich  sind  diese 
zwei  Er^se  dnander  gleich  nnd  wir  haben: 

94)  Der  Ort  aller  Punkte,  die  als  Projectionscentren 
bei  beliebiger  Potenz  aufgefasst,  irgc^nd  zwei  Kreise  zu 
gleichen  Kreisen  transformiren,  ist  das  System  der  bei- 
den  orthogonalen  Potenzkreise  der  zwei  Kreise. 

Haben  wir  irgend  eine  Kreisschaar  mit  den  beiden  Schnittpunkten 
«1  und  «2  "^1^1  wählen  wir  den  einen  von  diesen  Punkten  zum  Trans- 
formationscentrum, so  werden  alle  Ivreisc  in  die  durch  die  Trans- 
formation des  andern  Schuittspunktes  hindurchgehenden  Geraden 
transformirt 

Haben  wir  nun  irgend  zwei  Kreise  *,  und  Z.^,  welche  sich  nicht 
(reell)  schneiden  und  denken  uns  die  zu  der  durch  A-j  und  ä?2  ^c-  ' 
stimmten  Kreisscbaar  conjugirte  Ki'eisschaar,  bo  besitzt  diese  zwei 
reelle  Gruudpunktc      und  g^' 

Nehmen  wir  den  einen  z.  6.     zum  Transformatfonscentrum  bei 
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beliebiger  Potenz,  so  transfonnireQ  sich  die  Kreise  der  ooigiigirteii 
Schaar  za  den  durch  gehenden  Geraden,  wo  g^'  der  zu  polar- 
reciprok  entsprechende  Punkt  ist  Die  beiden  übrigen  Kreise  trans- 
formiren  sich  zu  Kreisen,  wdlcho  jene  Gcradcu  beide  schneiden. 
Dies  ist  jedoch  nur  möglich,  wenn  die  beiden  Tranaformfttionen  jenen 
Punkt  ite'  znm  Centnim  haben.  Es  ist  also: 

95)  In  der  Ebene  zweier  Kreise,  die  sich  nicht  schnei- 
den, giebt  es  immer  zwei  Punkte,  die  als  Transforma- 
tionscentren aufgefasBt,  jene  zwei  Kreise  zu  concentri- 
schen  Kreisen  transformiren.  Diese  beiden  Punkte  sind 
die  Grenzpnnkte  der  durch  jene  zwei  Punkte  bestimmten 
Kreisschaar. 

Werden  die  zwei  Kreise  und  Ä-g  mit  den  Radien  rj  und  von 
dem  Punkte  P  aus,  dessen  Entfernungen  von  den  Mittelpunkten  beider 
Kreise  beziehlicli  uud  1/2  seien  beschrieben,  so  sind  bei  der  Potenz 
j'-  nach  der  Gleichung  34)  die  Radien  der  TransformatioiLen  bezieh- 
lich  gegeben  dorch 


Es  soll  nun 


Dann  erhält  man  die  Bedingungsgleichung 

Dividirt  mau  mit  v^^r^  die  Gleichung  uud  setzt 


- —  v 


»II**» 

80  hat  man  schliessUch 

»7)  y^-U^iVi^-Tn^'-'O 

Vergleichen  wir  diese  Gleichung  mit  Gleichung  d)  und  beachten 
die  Folgen  dieser,  so  ergiebt  sich: 

96)  Die  Puukte,  die  als  Transformationscentren  aiif- 
gefasst  zwei  Kreise  so  transformiren,  dass  sich  die  Ra- 
dien der  transf ormirten  Kreise  verhalten  wie  Vj^il,  lie- 
gen auf  zwei  Kreisen.  Die  Centren  dieser  teilen  die 
Centrallinion  der  Originalkreise  in  dem  äussern  und  In- 
nern Terhältniss,  je  beziehlich  gleich  wo      und  r. 
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die  Radien  der  Original  kreise  sind.  Die  Radien  dieser  Cen- 
treokreise  läaA  besiehlich  gegeben  dnreh 

38)  r,r,  (ri-ü^r,)» 

und 

39)  O»  r,r,  (r,+^r,)« 

Setzt  man         1»  ^  erkennt  man  sogleicli,  dass 

C5i'-=A«*  und  a  = 

oder  dass  die  beiden  Gentreidardse  in  die  orthogonalen  Potenzkreise 
übefg^en. 

Ersetzt  man  in  Gloichuiig  13)  das  PoteuzvcrhiUtuiss  durch 
so  gehen  Gldchnngen  38)  nnd  39)  ans  der  Gleiehang  13) 
hervor.  Hieraus  folgt: 

97)  Die  Gentrenkreise  mit  dem  Yerhältniss  sind 
identisck  mit  den  Potenzkreisen  mit  dem  Yerhältniss 

Haben  wir  die  beliebige  Kreisschaar  S(k)  Figur  15.  und  den  be- 
liebig gewählten,  idcht  zur  Schaar  gehörenden  Kreis  J£  Nehmen  wir 
wie  in  Üg.  15a.  die  ß(k)  mit  zwei  reellen  Gmndpnnkten  »i  nnd  #s, 
so  geht  durch  nnd  ^  nach  Satz  47)  immer  mn  Er^,  welcher  ü 
redbtwinklig  schneidet  —  Es  sei  dieser  Kreis.  Nehmen  wir  den 
Grundpnnkt  %  zum  Transformationscentmm  nnd  transformiren  das 
ganze  System  nach  dem  Prlncip  der  reciproken  Radien,  so  geht  die 
EreisschasT  in  die  Gesammtheit  der  Geraden  Aber,  weldie  durch  den 
dem  Pmikte  polsiredproken  Punkt  9^'  hindurch  gehen.  Der  Erräs 
M  geht  den  Kreis  Jf'  Uber.  Der  rechtwinklig  schneidende  Kr^ 
Ji^  geht  in  die  Gerade  ifi  Aber,  welche  V  ^  dem  Mittelpunkte  M* 
yerbindet  Von  allen  ftbrigen  durch  j^'  gehenden  Geraden  sdmeiden 
je  die  zwei,  welche  mit  ^  denselben  Winkel  einscUiessen,  den  Krds 
Ii'  nnter  demselben  Winkel  und  je  zwei  Gerade,  welche  mit  gr  ver- 
schiedene  Winkel  einschliessen,  schneiden  auch  M*  unter  ungleichen 
in^nkeln.  ffierans  folgt  unter  Beachtung  des  Satzes: 

98)  In  einer  Kreisschaar  mit  zwei  reellen  Grund- 
punkten  giebt  es  einen  Kreis,  welcher  einen,beliebig  ge- 
wählten nicht  zur  Schaar  gehörenden  Kreis  rechtwinklig 

*  schneidet  Ausserdem  giebt  es  je  zwei  Kreise  der  Schaar, 
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welche  diesen  Kreis  anter  gleichen  Winkeln  schneiden. 
Biese  zwei  Kreise  schneiden  auch  den  rechtwinklig 
schneidenden  Kreis  je  gleichwinklig  und  besitzen  ihn 
deshalb  je  znm  orthogonalen  ^otenzkreis.  Der  zweite 
orthogonale  Potenzkreis  zweier  Kreise  schneidet  den 
beliebigen  Kreis  anter  einem  Winkel,  unter  welchem  er 
von  keinem  weitern  Kreise  der  Schaar  geschnitten  wird. 
Dieser  Kreis  ist  anch  der  orthogonale  Potenzkreis  zu 
Jedem  Paar  je  gleichwinklig  schneidender  Kreise^). 

Haben  wir  Fig.  15b.  eine  Kreisschaar  mit  keinen  zwei  reellen 
Gmndpankten  und  den  beliebigen  nicht  znr  Schaar  gehörenden  Kreis 
M.  Es  seien  und  die  beiden  Grenzpnnkte  oder  GxenzkreiBe 
der  Schaar,  so  sind  dies  je  die  Gnmdpunkte  der  der  Schaar  ooign- 
girten  Schaar.  Wfthlen  wir  den  einen  dieser  Punkte  zum  Transfor- 
mationscentnun,  so  transformiren  sich  alle  Kreise  der  ersten  Schaar 
nach  Satz  95)  zu  concentrischen  Kreisen,  und  die  Kreise  der  coi\jug!rten 
Schaar  zu  den  durch  den  gemeinsamen  Mittelpunkt  hindurch  gehen-  ^ 
den  Cteraden.  Wir  haben: 

99)  Alle  Kreise  mit  demselben  Mittelpunkt  siud  als 
eine  Kreisscbaar  zu  betrachten,  deren  ein  Grenzkreis 
der  Mittelpunkt,  deren  zweiter  Grenzkreis  der  unendlich 

•  ferne  Punkt  der  Ebene  ist.  Die  coujugirte  Schaar  wird 
durch  das  System  der  durch  den  gemeinsamen  Mittel- 
punkt hindurch  gehenden  Geraden  gebildet. 

Es  liege  nun  der  gemeinBame  Hittelpunkt    aussofhalb  des  Kreises 
M',  so  ist  er  Hittelpunkt  dnes  Kreises  kry  der  den  Kreis  recht- 
winklig schneidet  Wäre  aber  «s  innerhalb  des  Kreises  M'  gelegen, 
so  wäre  er  Mittelpunkt  eines  Kreises  der  von  M'  über  seinem  Durch- 
■  messer  geschnitten  würde.   Wir  haben  so: 

100)  In  jedvtr  Kreisschaar  mit  zwei  Grenzkreisen 
gieht  es  immer  einen  Kreis,  welcher  in  Bezug  auf  einen 
beliebigen  nicht  zur  Schaar  gehörenden  Kreis  Orthogo- 
nalkreis ist 

Es  sei  me  in  Fig.  15b  ausserhalb  von  M'  gelegen,  so  schneide 
der  Kreis  k^'  der  concentrischen  Schaar  den  Kreis  M'  unter  dem 


I)  Zum  völlig  klaren  Verttindniss  dieses  Satses  mag  hier  nachfolgendes 
Bom  Bewdse  bdgemerkt  «erden:  Schneiden  Bidb  wtnA  Krdse  in  «i  und  8^  nnd 
man  tnuuformift  ans  s,  so  gehen  diese  Kreise  in  awei  Oerade  über  and  ihre 
orthogonalen  Fotenzkreise  in  die  zwei  an  einander  oormaletehettdea  winkdhal- 
birenden  Geraden  der  zwei  Geraden» 
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Winkel  a.  TraMformlren  wir  diesen  Kreis  in  Bezug  auf  als 
Transformatioiiskreis,  so  geht  i^'  in  V  und  M*  in  sieii  selbst  itber. 
Es  irird  also  anch  A^i'  <^  Kreis  M^'  unter  dem  Winkel  a  schneiden. 
Es  schndde  den  Kreis  M*  in  den  Punkten  a^',  a^'  nnd  be- 
deldicliin  a^'  oud  dann  liegen  oj'  nnd  Of'  wie  o^''  und  o,"  bezieh- 
lich  %  in  einer  Oeraden  nnd  es  ist 

Es  liegen  also  je  die  vier  Punkte  §J  M'  a^'  o^'  wie  V  M'  a/  a^" 
auf  je  einem  Kreise.  Diese  beiden  Kreise  sind  einander  gleich  und 
jeder  durch  den  Winkel  a  nnd  die  zwei  Punkte  M'  nnd  s^'  bestimmt. 
Hieraus  folgt,  dass  es  also  nur  zwei  Kreise  und  IJ  giebt,  die 
unter  demsclbeu  Winkel  a  deu  Kreis  M'  schneideu.   Es  folgt  somit:. 

101)  In  einer  Kreisschaar  mit  zwei  Greuzkreis fu 
giebt  es  immer  zwei  und  nur  zwei  Kreise,  welche  einen 
\i<L\ve\)\geu  nicht  zur  Schaar  gehören  den  Kreis  unter  glei- 
chen und  gegebenen  Winkeln  schneiden.  Diese  beiden 
Kreise  besitzen  immer  dieselben  orthogonalen  Potenz- 
kreise, unter  welchem  W^iukel  sie  auch  schneiden  mögen. 
Der  eine  von  ihnen  ist  der  Kreis  der  Schaar,  der  zu  dem 
beliebigen  Kreise  Orthogoualkrcis  ist 

Da  die  Gerade  s^'  a^' a^'  den  Kreis  M'  unter  denselben  Winkel 

o  schneidet  wie       und  k^\  so  folgt: 

102)  Hat  man  zwei  conjugirte  Kreisschaaren  S{k)  und 
S{K)  und  einen  beliebigen  Kreis  3/,  so  schneidet  irgend 
ein  Kreis  der  erston  Schaar  S{k)  den  Kreis  M  in  zwei 
Punkten  unter  einem  Winkel  a.  Durch  jeden  dieser 
Punkte  geht  ein  Kreis  der  zweiten  Schaar  S{K)  und  je- 
der von  ihnen  schneidet  M  noch  je,  in  einem  zweiten 
Punkte.  Diese  beiden  Punkte  liegen  wieder  auf  einem 
Kreise  der  ersten  Schaar.  Diese  zwei  Paar  Kreise  an 
den  beiden  Schaaren  genommen,  schneiden  den  Kreis  M 
unter  gleichen  Winkeln,  —  nnter  dem  Winkel  er. 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  können  wir  sogleich  die  folgende  Auf- 
gabe einfach  lösen: 

Aufigabe  i«  Man  soll  nnter  den  Kreisen  einer  Schaar 
diejenigen  zwei  Kreise  bestimmen,  welche  einen  gegebe- 
nen Kreis,  der  nicht  zur  Schaar  gehört,  nnter  dem  Winkel 
a  schneiden. 
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v*>W'.}ii'r  iim  .{.v-R  ir  11  inm  P  inktR^Äur  «IniKKtür  imE  am 
•tift  r..»nmaUimr  .irv.>  mu  üa  Ra&üen  t,  -Ä^nui^i^.  Wir 

<^infmhUft«wn  amt  hw^ämibflo.  vaätL  JT  d  ans  JT  te.  iffwm 
WiiilMil  m  SftlminitRxi.   Die  tzaaitenricttBL  Iüdok  x  «ifaiffr  aüi 


M^HMiMU  Dfft  liiidNi  Sf^BÜtttf-  9BBL  Pj.  Tmd  P*^   Wir  be^ 
ÄftlwjÄW»  «N»  /^f  «fo  JTiTftflWlfct        Kres        :ir  :i  k  g^ettt,  so 

ÄftÄÄif^i^.t.  rß:<>HÄr  Ik  «B^l  «  »3'.  Db-  (>^ra,kii  V.F/  und 
f^if/  «fAhATV  ZI*  ♦.VÄiwid<>r  rvrtmal.  Dfe  G*»radeii  anä  p^./,  ?<.*h!:^i- 
Z'»^,'  in  /.v  ^  (Uirl         I>irT!h        Mitte  3/ iwü«±--a 

ff  Ml  */  {/•y/m  *;r  (f^XTulf:.  w(:U:ht*  mit  i^-T^  i-fnWinirl  — a 
AijÄ^i,.i/<«5f.  rsr^d  (Uf:  /',/'/  irn  Ptmktß  scimeidet  BeacrLreÜH^ii  wir 
(Yf^  /,^fi-4  Kti^<tf\:  ipf-.lr-.jrir'.  flnrr.u  mui  gehen  inui  m<i  2nm  Radius 
Si^htrfi.  4/,  3/ h r*/rj/J/ r>  rh'^i^  ^2^2'  ^^«iziehiieh  in  dem  Punktepaar  ^4' 
nt\f\  h'  7M  h!  u  y»\f  0<:ra/i/:Tip«ar  P,  ^1'  and  Pj^',  so  schneilcn 
K/'/ri*  M  iu  fU-n  f'nftkf.*:paanrn  .1  and  B.    Es  liegen  nun 

/l)/^  ^;^f  ^'Mii^  yi|     iiiKi  #y  wi6  i/t  H  Qiui  ^  aaJf  den  Tcriai^lea 

Imi'  »/)/  fi  ^it  \t  i\U'.  Kf'  u*',  / ,  urifl  l:^  in  dfjn  zwei  Punkten  P,  und 
M*</I  /orif»        um  /',  fih  MiM' l|>uiikt  de«  Kreis  der  durch  P*  geht 
*iuii  dl>.  \n:]i\t  it  Hr<Ut'  ),('/.U'hU()i  north  in  drn  Punkten  und 
*"  li<»^t)d<  I ,  t^i,  tii\f(i  tilHfU^U^h^  wmin  rnan       als  Transformatiouskreis 
J»»t|i<j<  lil<  I  ^  dM«:ti  (\U^  (i<'ni(l<'fi  und  «,/2  df?n^elbeu  Winkel  ein- 

A<  )iii4tf)Ati(i  UmiHui  4^|/'«  uud  A^f/V  Wir  haben: 


U  Ah»  li(«A((irff  lt((rii<')iiiiri)(t  ii  werden  lich  noch  rationale  Constraetionen 
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103)  Schneiden  sich  zwei  Kreise  und  in  den 
zwei  Punkten  P,  und  und  man  beschreibt  um  den  einen 
von  diesen  als  Mittelpunkt  den  Kreis  der  durch  den 
zweiten  geht,  so  bestimmt  dieser  je  mit  jedem  von  jenen 
eine  Potcnzliuie.  Diese  beiden  Potenzliuien  schliessen 
den  Winkel  ein,  unter  dem  sich  die  zwei  ersten  Kreise 
schneiden. 

Beachten  wir  die  Sätze  44)  nnd  102)  und  103),  so  folgt  aor 
gleich: 

104)  Nehmen  wir  ans  jeder  von  zwei  einander  conju- 
girten  Kreis  sc  haaren  je  einen  Kreis  0  und  U'  beliebig  her- 
aus, bestimmen  in  jeder  Schaar  ausserdem  noch  zwei 
Kreise,  welche  jeden  vorhergewählten  derselben  Schaar, 
je    gleichwinklig    schneiden,   so   schneiden   die  zwei 
Kreise  der  einen  Schaar  die  zwei  Kreise  der  zweiten 
%^\k«k2^T  in  acht  Punkten.   Von  diesen  acht  Punkten  liegen 
viermal  Je  Tier  anf  einem  Kreise.  Von  diesen  vier  Krei- 
sen werden  je  zwei  und  zwei  yon  allen  vier  Kreisen  der 
obigen  zwei  Paare  je  unter  demselben  Winkel  geschnit- 
ten.   Alle  vier  Kreise  besitzen  den  Kreis  0,  der  der 
Schaar  mit  xwei  Grenzkreisen  angehört,  znm  Orthogo- 
nalkreis.  Der  Kreis  0',  der  zur  Schaar  mit  zwei  Gmnd- 
pnnkten  gehört,  ist  zn  zwei  der  vier  Kreise  Orthogo- 
nalkreis nnd  zn  den  beiden  andern  orthogonaler  Potenz- 
kreis.  Diese  beiden  letztern  besitzen  Jedoch  den  Kreis 
der  zweiten  Schaar,  der  0'  rechtwinklig  schneidet,  znm 
Orthogonalkreis  nnd  0'  selbst  znm  orthogonalen  Po- 
tenzkreis. 

Schneidet  der  &eis      die  beiden  Kreise  hi  nnd     nnter  den 
Winkefai  flt|  nnd  og,  ebenso  der  Kreis  ij^  so  schneidet  umgekehrt  V 
die  beiden  Kr^      nnd      gleichwinklig  nnd  ebenso       Es  seien 
nun  Te^  nnd  ^  zni^eich  änssere  oder  Innere  Kreise  der  Kreise 
und  m^,  so  sagen  wir  umgekehrt,      und      schneiden  die  Kreise 

nnd  beide  gleich  oder  ungleichartig,  oder  auch  beide  mehr  aus- 
oder  einschliessend,  oder  aber  den  eiucü  mehr  aus-  und  den  andern 
mehr  einschliessend.  Nach  den  Sätzen  70)  und  71)  schneidet  jeder 
Kreis  der  durch  Ä-^  und  ^2  bestimmten  Kreisschaar  die  Kreise  und 

je  gleichwinklig,  d.h.' sie  sind  zugleich  äussere  oder  innere  Kreise 
zu  und  rn^.  Ein  beliebiger  Kreis  ^3  der  Schaar  schneidet  also 
sowohl  wie  je  unter  demselben  Winkel  —  er  sei  a,,  und  wir 
haben: 

TeU  I.YU.  4 
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105)  Alle  Kreiie,  welche  swei  Kreise  1^  und  be- 
siehlioli  nnter  den  Winkeln  %  nnd  sehneiden,  wer- 
den von  Jedem  Ereiee  der  dnreh  nnd  bestimmlen 
ICreisBchaar  s.  B.  von  nnter  dem  gleiehen  Winkel  — 
er  tei     —  geschnitten. 

Haben  wir  Irgend  ein  System  von  n  Kreisen,  welche  einen  Kreis 
n  som  ^eichartigen  Qrthogonalkreis  besitsen^  so  sdmddet  man  alle 
diese  n  Kreise  durch  einen  beliebigen  Kreis  h  bezieblich  nnter  den 
Winkeln  «i<^«t  ••••  Trsnsformirt  man  das  ganse  System  in  Besag 
anf  den  Orthogonalkreis  als  Transformationskreis,  so  gehen  die  ersten 
•  Kreise  in  sich  selbst  Uber  nnd  der  Kreis  h  transfiirmirt  sich  in  den 
Kreis  h'.  Dieser  schneidet  die  n  ersteren  .Krdse  bezieblich  wieder 
nnter  den  Wlnkefai     a^, ....  un.  Wir  haben  so: 

106)  Werden  n  Kreise»  die  alle  denselben  Ertfis  zum 
Orthogonalkreis  besitzen,  Ton  irgend  einem  Kreise  be- 
siehlich  nnter  den  Winkeln  a^,....  geschnitten,  so 
werden  sie  alle  noch  von  einem  zweiten  Kreise  bezieb- 
lich nnter  denselben  Winkeln  ivj,  o^,    geschnitten. 

Diese  beiden  Kreise  sind  in  Bezng  anf  den  Orthogonal- 
kreis Jener  «  Kreise  polarreciproke  Kreise. 

Haben  wir  irgend  drei  Kreise  Itj,  ä;,,  und  sei  Äi2s  äusserer 
Kreis  in  Bezug  auf  je  zwei  der  drei  Kreise,  so  muss  er  nach  Satz  70) 
jeden  der  drei  äusseren  orthogonalen  Potenzkreise  ^j,,  ^j,  je 
zum  Orthogonalkreis  besitzen.  Da  sich  die  drei  Kreise  A  in  den- 
selben zwei  Punkten  schneiden,  so  folgt,  dass  ein  Kreis  der,  zu 
der  durch  die  drei  Kreise  A  bestinunten  Schaar  co^jugirten  Kreis- 
Schaar  ist.  Ist  in  Bezug  auf  nnd  ein  äusserer,  in  Bezug 
auf  k^  und  wie  k^  und  k^^  ein  innerer  Kreis,  so  ist  $tu,%  ein 
Kreis  der  Schaar,  welche  zu  der  durch  die  orthogonalen  Potenzkreise 
•^isf  «^ss>  'hl  bestimmten  Schaar  conjugirt  ist.  Ebenso  findet  man 
die  Schaaren  i(23.i  und  1^31,2.  Die  Axen  dieser  Schaaren  oder  die 
Potmizlinien  der  Kreistripel  .Ajs,  uits,  ^j, ;  ^12,  ./«a,  Jzx\  etc.  gehen 
dqieh  den  Hanp^iKitflnzpnnkt  n  der  drei  Kreise  it  Hienns  flieset 
nnn  der  folgende  Salzi 

107)  Alle  Kreise,  welche  in  Bezug  auf  zwei  von  drei 
Kreisen  äussere  oder  innere  Kreise  sind,  oder  mit  an- 
dern Worten,  alle  Kreise,  welche  drei  Kreise  gleich- 
winklig schneiden,  bilden  vier  Kreisschaaren,  deren 
Potenzlinien  bezieblich  die  Hauptähnlichkeitsaxen  der 
drei  Kreise  sind  und  deren  Axen  alle  durch  den  Banpt- 
potenzpnnkt  der  drei  Kreise  hindurchgehen. 
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In  jeder  Schaar  giebt  es  aber  zwei  Kreise  von  gegebenem  Bi^ 
dins.  Beaehtet  maa  aogaerdBia  noch  den  Satz  76),  ao  folgt; 

108)  Es  giebt  acht  Kreise,  welche  einen  gegebenen 
Badins  (oder  welche  je  gleiche  Radien  besitzen)  und  drei 
Kreise  beziehlich  je  gleichwinklig  schneiden. 

Beadkten  ivir  weiter  den  Sat2  76),  so  ccgiebt  sich  aber  die  Lage 
der  Ifittelponkte  der  acht  Krtiseiaittelpnnkte  folgende  Bedingnngen: 

109)  Die  Mittelpunkte  der  achtKreise,  welche  je  drei 
gegebene  Kreise  je  gleichwinklig  schneiden  nnd  deren 
Badien  alle  beziehlich  eiuauder  gleich  sind,  liegen  sechs 
mal  zu  je  vieren  auf  einem  Kreise.  Die  Mittelpunkte 
dieser  sechs  Kreise  sind  beziehlich  die  Hauptähnlich- 
keitapunkte  der  drei  Kreise.  Dnrch  je  zwei  Mittelpunkte 

'  gehen  drei  dieser  aeeha  Kreise.  Die  sechs  Mittelpunkte 
liegen  also  je  paarweise  aymmetriach  an  den  vier  Haupt- 
ftknliehkeitsaxen.  Ferner  liegen  Je  swei  solche  Mittel- 
punkte mU  dem  Hanptpotenxpnnkte  in  derselben  Oe- 
ra<feiL 

Es  ad  der  Radius  der  gleichwinklig  schneidenden  Kreise  gleich 
dem  Radius  des  Orthogonalkreiscs  der  drei  Kreise,  so  fallen  von  den 
acht  Kreisen  vier  mit  dem  Orthogonalkreis  zusammen  und  man  hat: 

110)  Anaaer  dem  Orthogonalkreis  giebt  es  noch  vier 
Kreise,  deren  Radius  je  gleich  dem  Radius  des  Ortho- 
gonalkreiseei  ist  nnd  die  die  drei  Kretae  gleichwinklig 
Bchneiden.  Die  Mittelpunkte  dieaer  vier  Kreise  sind  die 
Symmetriepunkte  des  Hauptpotenapunktea  in  Bezug  auf 
die  Tier  Haupi&hnlichkeitsazen. 

Da  nach  Satz  77)  alle  Punkte  der  orthogonalen  Potenzkreiso 
Süssere,  beziehlich  innere  Kreise  sind,  welche  den  Badins  gleich  Noll 
besitsen,  so  folgt: 

111)  £b  giebt  in  der  Ebene  dreier  Kr^üe  acht  Kreise 
mit  dem  Radiua  gleich  Null,  die  die  drei  Kreise  gleieh- 
winklig  schneiden.  Diese  acht  Kreiti^  sind  identisch  mit 
den  acht  orthogonalen  Potenapunkten  der  drei  Kreise. 

Da  in  jeder  Kreisschaar  es  swei  Kreise  giebt,  weiche  einen  be- 
liebigen nicht  znr  Schaar  gehörenden  Kreis  unter  dem  Winkel  « 
Mhneiden,  so  folgt  im  Sats  106)  und  107): 

112)  Drei  Kreise  werden  von  acht  Kreisen  je  unter 
einem  beliebig  gegebenen  Winkel  geschnitten.  Von  die- 

4* 
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süu  acht  Kreisen  sind  viermal  je  zwei  in  der  Art  ein- 
ander beigeordnet,  dass  sie  in  Bezug  auf  den  Orthogo- 
nalkreis joner  drei  Kreise  polarrociproke  Kreise  sind. 
Solche  zwei  Kreise  schneiden  sich  immer  auf  der  zuge- 
höreudeu  Hauptähnlichkeitsaxe. 

Da  jeder  PotendoreSs  sweier  Kreise     und     mit  dem  Potenz- 

verbäituisa      eiu  Ceutreukreis  ist  mit  dem  Yerbaltniss  ««•  —  -^-^  * 

BO'ergiebt  eidi,  wemi  die  drei  Kreise  ifei,  2^,     von  dem  Punkte  J> 
ans  transformirt  m  den  Transfonnationen  die  Radien  r/,  r^', 
besitzen: 


Also 


»ki-;^*     »is-^^M  »31«^ 


«-i  »if  «te  »^i 


Also  auch 

d.  h.  die  drei  dem  Punkte  P  zugehörenden  Centrenkreise  gelien  noch 
durch  einen  zweiten  Punkt  P.  Dies  folgt  auch  daraus:  Weuu  drei 
Potonzkreise  zweier  Kreise  durch  einen  Punkt  gehen,  so  gehen  sie 
noch  durch  einen  zweiten,  liieraas  folgt: 

118)  Zn  irgend  drei  Kreisen  giebt  es  acht  Pnnlste» 
Ton  denen  ans  die  drei  Kreise  nach  dem  Prinzip  derreci- 
prolcen  Radien  transformirt  die  Radien  der  Transforma- 
tionen im  gegebenen  Verhftltniss  stehen.  Biese  acht  Cen- 
tren sind  viermal  zn  Je  zwei  einander  conjugirte Potenz- 
punkte  Jener  drei  Kreise. 

Speaell  folgt  aus  diesem  Satz,  wenn  die  Radien  der  Transfor- 
mationen einander  gleich  werden  sollen: 

114)  Die  acht  orthogonalen  Potenzpunkte  dreier 
Kreise  sind  Centren,  von  denen  aus  die  drei  Kreise  zu 
gleichen  Kreisen  transformirt  werden. 

Gehen  die  drei  Kreise  h^,  X^,  ib^  durch  denselben  Punkt  so 
ist  dieser  Punkt  der  Hauptpotenzpunkt  der  drei  Kreise.  Da  seine 
Potenz  in  Bezug  auf  alle  drei  gleich  KuU,  so  ist  also  auch  der  Or- 
thogonalkreis gleich  NuIL  Ton  zwei  Kreisen,  von  denen  der  eine 
der  polarreciproke  des  anderen  ist  in  Bezug  auf  diesen  Orthogonal- 
kreis, muss  der  eine  selbst  den  Radhis  gleich  Null  haben,  was  ans 
Gleichung  34)  auch  ohne  weiteres  hervorgeht  ffieraus  folgt: 
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114)  Alle  Potenskreise  dreier  Kreise,  die  dorch  den- 
selben  Punkt  hindorckgeken,  geken  anck  dnrek  diesen 
Pnnkt  Die  Kreise,  welcke  diese  drei  Kreise  gleiek- 
winklig  sckneiden,  bilden  vier  Kreis sckaaren,  deren 
Axen  anck  dnrck  diesen  Pnnkt  geken.  In  Jeder  Sckaar 
giebt  es  einen  Kreis,  der  die  drei  Kreise  nnter  einem 
beliebig  gegebenen  Winkel  sckneiden.  Der  sweite  Kreis, 
der  alle  jene  drei  nnter  demselben  Winkel  sckneidet, 
fnilt  mit  dem  gemeinsamen  Pnnkt  znsammen  und  sein 
Badins  ist  gleick  NnlL  Alle  diese  vier  Kreisscbaaren 
sind  daher  Kreisscbaaren  mit  zwei  Grenzkreisen  nnd 
der  zweite  Grenzpunkt  ist  je  der  zweite  ortliogonale 
Potenzpnnkt. 

Transformirt  man  das  System  dreier  dnrck  denselben  Punkt 
hjndnrckgehenden  Kreise  nack  dem  Prinzip  der  redproken  Bedien, 
ans  diesem  Punkte  als  Transfommtienscentmm,  so  folgt: 

IIa"!  Drei  Gerade,  oder  die  Seiten  eines  Dreiecks 
werden  von  den  Kreisen  von  vier  concentrischen  Kreis- 
schaaren  gleichwinklig  j^csclinitten.   Die  Centren  dieser 
Schaareu  sind  die  Schnitte  der  Winlcelhalbirenden  des 
Dreiecks.   Die  Winkelh alb irenden  sind  also  als  die  or- 
thogonalen Potenzkreise  der  drei  Seiten  des  Dreiecks 
*    anzusehen  und  schneiden  sich  somit  viermal  zu  je  dreien 
in  einem  Punkte;  den  vier  ortkogonalen  Potenzpnnkten 
des  Dreiecks. 

Haben  wir  die  vier  Kreise  Är^,  Äv,  /.g,  /r^,  so  gehören  zu  je  drei 
der  Kreise  k  vier  Kreisschaarcn  deren  Kreise  je  die  drei  Kreise 

gleichwinklig  schneiden.  Wir  bezeichnen  diese  Schaareu  mit 

»^(^^)l23»      ^(^)2M»      ^(^^)341>  ^5(^)412 
iS(Ä)l2.3,     S(Ä)28.1,  5(Ä)31.2 
<S(ft)a.4,    5(ft)84,2,  S(n)42,Z 

Si9!ki»i9  S{n)4i,%t  Siit)n,i 
S{9)m,  Si$t}»A 

Die  Axen  Si^^  und  Ä234  schneiden  sich  in  einem  Punkte  A/is««. 
Dieser  Punkt  ist  adso  Mittelpunkt  eines  äusseren  Kreises  zu  und 
und  folglich  schneidet  dieser  Kreis  alle  vier  Kreise  /.•  gleichwinklig. 
Es  gehen  also  auch  die  Axen  Ä341  und  hindurch.  Die  Axen 
9^29  ^13*«  schneiden  sich  in  dem  Punkte  Mm,4.  Dieser  Punkt 
ist  also  Mittelpunkt  eines  äussern  Kreises  je  zu  k^  und  ^'2 
wie  Sri  nnd  h^^  nnd  eines  innem  Kreises  je  zn     nnd         ond  ^^4, 
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wie  UDd  Es  ist  dies  also  der  Mittelpunkt  eines  Kreises,  der 
idle  fier  Kreise  k  gleichwinklig  und  zwar  in  Bezug  auf  die  drei 
anderen  ungleichartig  schneidet,  f^s  gehen  somit  durch  Mm,^  noch 
die  Axen  Ki2,4,  hz^A^  hg^^  Auf  diese  Weise  weitergehend,  eriiftlt 
man  die  acht  Pnnkte 

^itUl    M2S,4,     A/284.1,  Mil2,9 

Mi^SA,  MSpSi,  Mi4,» 

Durch  jeden  dieser  Punkte  gehen  vier  Axeu  der  16  Kreisschaaren 
^Cft)  und  zwar  hat  man  hiedür  nachfolgende  Zuffftigin^fttif llwng ; 

Ton  den  16  Azen  schneiden  sich: 


%) 

^M49 

^$419 

^41t 

in  dem  Mittelpunkte  I^jm 

2) 

^m« 

%1.4 

91 

99 

Mss.4 

3) 

^254» 

1^23.1, 

^34,1, 

5^42,1 

»  »1 

9«  • 

3/234,1 

4) 

^341  J 

Ä34,2, 

1^41,2, 

Äl3,2 

99  99 

9* 

3/341,2 

5) 

^413, 3, 

5^42,3, 

Äia.s 

19f  99 

91 

Afisi^s 

«) 

AlS,S9 

ftu»49 

Its«»!, 

fis«,a 

99  «9 

99 

T) 

Km»4» 

ftl4,2, 

l^4,S 

99  9» 

99 

Afi4,9fl 

8) 

1^13,4, 

Ä24,l, 

5r24.3 

»»  r» 

99 

3/28,24 

Hieraus  ergiebt  sich: 

116)  Irgend  vier  Kreise  derselben  Ebene  werden  von 
acht  Kreisen  je  gleichwinklig  geschnitten.  Von  den 
Mittelpunkten  dieser  acht  Kreise  liegen  je  viermal  je 
zwei  mit  jedem  der  vier  Hauptpotenzpunkte  dreier  der 
▼ier  Kreise  in  einer  Geraden.  Von  diesen  16  Geraden 
gehen  dnrch  jeden  der  acht  Mittelpunkte  je  vier. 

Haben  alle  vier  Kreise  denselben  Orthogonalkreis,  so  schneiden 
sich  alle  16  Axeu  in  diesem  Punkte.   Hieraus  folgt  sogleich: 

117)  Schneidet  einer  der  acht  Kreise,  welche  vier 
Kreise  gleichwinklig  schneiden,  unter  rechtem  Winkel 
oder  aber  wird  er  selbst  von  allen  vier  Kreisen  über  sei- 
nem Pnrchmesser  geschnitten,  so  fallen  mit  diesem 
Kreise  alle  sieben  ttbrigen  snsammen. 

Oder  auch: 

118)  Besitzen  vier  Kreise  denselben  Orthogonalkreis, 
so  werden  sie  anssor  diesem  von  keinem  awoiten  KreUe 
mehr  je  gleichwinklig  geschnltteiL 
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Es  adea  die  Am       vad       ponllely  dann  Uegt  Üiim  ^ 
dem  unendlich  fernen  Ptmkt  der  Ebene.  Alsdann  itnd  aber  aodx 
9ttu  ^  paralleL  Es  mtMten  also  anch  die  Tier 

ävaseren  HanpttlinlichkaUsazeii  g^ij  9uit  fiit  einander 
parallel  sein.  Da  aber  Je  swei  i.  B.  fun  vnd  ^  doreh  den  Hanptp 
ihnlichkeitspnnkt  gehen,  so  fidlen  diese  zwei  nnd  folfi^ich  alle 
vier  Hanptähnlieiikeitsaxen  rasammen  s.  B.  in  fm«  vnd  wir  haben, 
da  jede  HanptAhnlidikeitalinie  sweier  Kreise  diese  cfeiehwinUig 
nehneidet: 

119)  Fallen  von  den  Hauptähnl ichkeitsaxen  zn  Tier 
Kreisen  gehörend  je  vier  entsprechende  zusammen,  so 
ist  sie  als  eine  der  acht  Kreise  aufzufassen,  welche  jene 
vier  Kreise  je  gleichwinklig  schneidet. 

Sollen  ausser  den  Axen  ftus«  ^isii  •  •  •  M^h  je  die  Tier  Axen 
«mi        ^^w.*»  einander  paraUel  werdra,  so  mfisisn  die 

vier  Hanptahidichkeitsazen 

^its»  m««  m«» 

wieder  sasammenfallen.   Es  mflsste  also  ffiese  Axe  selbst  mit  fftni 

iäessüseh  sein.   Dies  ist  aber  nicht  möglich,  wdl  sonst  je      md  Ai4^ 
und  Afiy       und       zosanunenfiallen  mttssten. 

Sollen  nnn  aber  endlich  drittens  die  Axen  Kia,««  ftia»4i  Am,!« 
panllel  sein,  dann  mflssen  die  Axen 

^12.3«    yi8.49    yS4,l,  .^.2 

sosanunenfiillen.   Diese 'Oerade  sei  gu,u*   Anf  dieser  liegen  die 
nasseren  Hauptähnlichkeltspankte        ^  ^ 
9is.8i  mit  ^i,s4  zusammen.  Dies  ist  aber  wieder  nicht  möglich,  wenh 
nicht  ^„  und       snsammenftllen.  Es  finde  dies  nnn  »latt  Anf 
liegen  also  die  sechs  Hauptahnlichkeitsponkte: 

ErstUch  die  in  dem  Punkte  A^t^u  zusammen  fallenden  Punkte 
^1,  nnd  ^84  »uid  femer  J,8,  J^^-,  Jw  Halten  wir  von  den  vier 
Kreisen  ib|,  Ä^,  ^3,  die  drei  ersten  fest,  während  wir  beliebig  so 
seine  Lage  ftndem  lassen,  dass  A^^,  A^  nnd  folglich  auch  A^^  sich 
fknf  Ats4  bewogen,  so  dass  A^  fest,  dass  im  aUgemeiueu  keine  zwei 
der  ObrigenPonkte  4,4,  ^»  ^  snsammen  faUen,  und  es  er- 
geben sieh  folgende  zwcA  Sfttse: 

120)  Von  den  acht  Kreisen,  welche  vier  Kreise  je 
gleichwinklig  schneiden,  können  zwei  in  Gerade  über-, 
«eben.  Dann  fallen  aber  Ton  den  12  Hauptähnlichkeits- 
pnnkten  der  vier  Kreise  zwei  gleichartige  zusammen 
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und  von  den  16  Hauptähnlichkeitsaxen  der  vier  Kreise 
fallen  zweimal  je  vier  in  je  eine  Gerade  zusammen.  Diese 
beiden  Geraden  gehen  durch  die  zwei  zasammen  fallen- 
den Haaptähnlichkeitspunkte. 

121)  Hat  mau  drei  Kreise  mit  einer  ihrer  vier  Haupt- 
ähnlichkeitsaxen. Verbindet  man  einen  beliebigen  Punkt 
der  Ebene  mit  den  Mittelpunkten  der  drei  Kreise 
und  zieht  von  den  Schnitten  dieser  Geraden  mit  der 
Hauptähnlichkeitsaxo  die  Taugeutenpaare  beziehlich 
an  die  drei  Kreise,  so  berühren  die  sechs  Taugenten 
einen  Kreis,  welcher  jenen  Punkt  zum  Mittelpunkt  be- 
sitzt 

Fallen  nicht  nur  die  beiden  Haaptfthnlichkeitspiinkte  und 
in  dem  Punkte  .^m«  sondern  anch  die  Pni^te  A^j^  und 
in  dem  Punkte  Af^^u  srasammen,  so  ergiebt  sieh  folg^ides:  Weil 
Ali  und  A^  zusammen  fallen,  so  müssen  die  Hauptfthnlichkeitaaxen 

^183  und  gm  folglich  auch  g^^^  und  ^34,1  sich  vereinigen.  Ebenso 


Weil       und       zusammen  fallen,  so  vereinigen  sich  auch  ^|8,s  und 

^i3?4  ^^ic  somit  auch  5^2411         //ana-   Bezeichnen  wir  diese  drei  je 
vierfach  zu  zählenden  Hauptähnlichkeitsaxen  mit  ^12,34,  <7i3,24 
gtiiii'  Geraden  g^^^u       üisis^  liegen  je  die  Puukto 


in  dem  Schnittpunkte  der  ^12,54  und  ^713,24  vereinigen.  Beachten  wir, 
dass,  wenn  z.  B.  und  zusammen  fallen  würden,  unmöglich 
noch  ein  andrer  Hanptähnlichkeitspunktenpaar  sich  yerehiigen  kann, 
so  folgt: 

122)  Fallen  von  den  12  Hauptähulichkeitspunkten 
von  vier  Kreisen  zweimal  je  zwei  zusammen,  so  tun  es 
noch  zwei  der  übrigen.  Von  diesen  sind  zwei  Paare  je 
äussere  und  ein  Paar  je  innere.  Die  Seiten  des  durch 
diese  drei  Punkte  be stimmten  Dreiecks  sind  als  vierfach 
zu  zählende  Hauptähnlichkeitsaxen  anzusehen.  Ausser- 
dem sind  diese  drei  Seiten  als  drei  der  acht  Kreise  zu 
betrachten,  welche  jene  vier  Kreise  je  gleichwinklig 
schneiden. 


fsM  ünd  yisH       folglich  g^j^  und  g^^ 


•^31    «^4»  «^Ml 

*^if^  «^u»  ^n* 


Dies  ist  aber  nur  möglich,  wenn 


«7^4  und  Jf2 
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Beachten  wir,  dass  die  Geraden  ^j^,  ^i,^,  gf^^,  und  dch 
nicht  vereinigen  könDen,  so  folgt,  wenn  man  die  Figur  zn  Sats  132) 
nach  dem  Frincip  der  redproken  Badien  Iransfomürt: 

123)  Von  den  acht  Kreisen,  welche  je  vier  Kreise 
gleichwinklig  schneiden,  können  höchstens  je  drei  durch 
denselben  Punkt  gehen. 

Sollen  Tier  Xreiae  von  mehr  als  acht  Kreisen  je  gleidiwinldig 
geschnitten  werden,  so  ist  daa  nnr  mOglich,  wenn  von  den  16  Azen 
dk)  je  zwei  nnd  folglich  Je  vier  entsprechende  zusammen  fsUen.  Es 
ist  alsdann  jeder  Pankt  dieser  Axe  als  Schmttpnnkt  der  vier 
vereinigten  Azen  anzusehen.  Hieraus  folgt  also,  dass  alle  vier  zu- 
gehörigen  Kreisscbaaren  in  ein  und  dieselbe  übergehen.  Hieraas  er- 
giebt  sich  sogleich,  dass  alle  vier  Kreise  denselben  Orthogoiialkreis 
besitzen  und  von  kciiioin  weitem  Kreise  als  denen  der  Krcisschaar 
je  gleichwinklig  geschnitten  werden.  Da  aber  diese  Schaar  durch 
zwei  ihrer  Kreise  bestimmt  ist,  so  folgt: 

124^  l^««itzen  vier  Kreise  denselben  Orthogonalkreis 
und  werden  sie  ausserdem  noch  von  einem  Kreis  gleich- 
winklig geschnitten,  so  werden  sie  von  allen  Kreisen  der 
dnrch  den  Orthogonalkreis  nnd  diesen  Kreis  bestimmten 
Kreisschaar  gleichwinklig  geschnitten. 

Besitzen  die  Kreise  Aj,  ^2,  /ig,  denselben  Orthogonalkreis  3fjj84 
und  fallen  von  den  12  Hauptähnlichkeitspunkten  zwei  z.  B.  A^i  und 
^84  zusammen.  Legen  wir  den  orthogonalen  Potenzkreis  A^^^  so  ge- 
hört er  auch  da  er  n^t^^  zum  Orthogonalkrcis  hat,  zur  Schaar 
der  durch  und  bestimmten  Kreisschaar.  Dieser  Kreis  ist  also 
auch  der  orthogonale  Potonzkreis  zu  und  h^.  Legen  wir  nun  den- 
'  Jenigen  Kreis  a  der  Schaar  Xr^,  h^^  welcher  den  Kreis  A^^^  zum 
Orthogonalkreis  hat,  und  transformirt  man  das  ganze  System  in  Bezog 
anf  -^1,84  als  Transformationskreis,  so  geht  in  ft^,  und  in 
und  umgekehrt  ttber.  Der  Kreis  «  transformirt  sidi  in  sich  sdbst 
md  da  er  zu  der  Schaar  {h^^  k^)  gehört,  so  gehOrt  er  also  auch  zur 
Schaar  (kth^).  Da  aber  und  ^,  also  auch  und  £4  den  Kreis 
Afggi  nicht  je  gleichwinklig  schnöden,  so  folgt,  dass  der  Kreis  a  nicht 
orüiogonaler  ^otenzkreis  zu  den  Krdspaaren  ü^,  und  X^,  ist. 
Also  ist  der  Schnittpunkt  der  GentraUinien  k^,  k^  und  k^^  k^  nur  dann 
anisammen&llender  Hauptähnlichkeitspunkt  derKrmspaare  k^,  und 
A4,  wenn  ^isisi  die  zwei  Kreise  kg  und  A3  gleichwinklig  schneidet, 
und  wir  haben  so: 

125)  Jrgend  zwei  gegebene  Kreise  «werden  nur  dann 
von  mehr  als  acht  Kreisen  je  gleichwinklig  geschnitten, 
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wenn  lie  nlle  denselben  Orthogonnlkreii  lieeitsen  ''nnd 
noch  von  einem  sweUen  Kreiie  gleiehwinklig  geflchnit- 
ten  werden. 

Wir  haben  insbesondere: 

126)  Tier  Kreise  werden  Ton  nllen  Kreisen  einer 
Kreisschnar  gleichwinklig  geschnitten,  wenn  sie  alle 
denselben  snm  Orthogonalkireis  besitsen  nnd  wenn  die 
sechs  ftnssern  Aehnlichkeitspnnkte  anf  derselben  Ge- 
raden liegen.  Diese  Gerade  ist  dann  'Potenslinie  der 
Kreisschaar. 

127)  Vier  Kreise  werden  von  allen  Kreisen  zweier 
Kreisschaaren  je  gleichwinklig  geschnitten,  wenn  sie 
denselben  Orthogonalkreis  besitzen  und  wenn  irgend 
zwei  der  äussern  Hauptäbnlicbkeitspankte  snsammen« 
fallen.  Die  Potenzlinien  gehen  durch  diesen  doppelten 
Haupt&hnlichkeitspunkt 

128)  Vier  Kreise  werden  von  allen  Kreisen  dreier 
Kreisschaaren  je  gleichwinklig  geschnitten,  wenn  sie 
denselben  Orthogonalkreis  besitzen  und  wenn  zweimal 
je  zwei  der  12  Hauptähnlichkeitspunkte  zusammenfallen. 
Die  drei  Potenzlinien  sind  die  Geraden,  welche  je  durch 
jene  zwei  und  noch  durch  einen  dritten^  durch  jenen  be- 
dingten doppelten  Hauptähnlichkeitspankt  bestimmt 
sind. 

189)  Tier  beliebig  gewählte  Kreise  können  dnrch 
nicht  mehr  als  durch  die  Kreise  dreier  Kreis9Chanron 
je  gleichwinklig  geschnitten  werden. 

Beachtet  man  den  Satz  116),  so  folgt: 

130)  Vier  Kreise  können  im  allgemeinen  durch  einen 
Kreis  unter  dem  bestimmt  gegebenen  Winkel  a  geschnit- 
ten werden.  Jedoch  in  specieller  Lage  kann  er  zu  vier 
Kreisen,  1,  2,  3,  4,  5,  6,  jedoch  nie  mehr  als  sechs  Kreise 
geben,  welche  .4  Kreise  unter  dem  gegebenen  Winkel  a 
schneiden. 

Ebenso  fblgt  sos  demselben  Satze: 

131)  Fünf  Kreise  derselben  Ebene  können  im  allge- 
meinen von  keinem  Kreise  gleichwinklig,  jedoch  in  spe- 
ciellen  Fällen  von  1,  2,  3,  4,  5  oder  höchstens  von  6 
Kreisen  je  gleichwinklig  geschnitten  werden: 
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Fmer  «rgielt  ilch  wi«  otai  Mcht  der  folgende  Siti: 

132)  F An f  Kreise  die  denselben  Orthogonalkreis  be- 
sitzen, werden  von  den  Kteisen  einer  Schaar  gleich- 
winklig geschnitten,  wenn  10  entsprechende  Hanptihn- 
lichkeitspunkte  anf  derselben  Geraden  —  der  Potens- 
linien  der  Schaar  —  liegen« 

Ans  obigen  Betrachtungen  ist  leicht  ersichtlich: 

133)  Irgend  fünf  Kreise  können  von  nicht  mehr  als 
den  Kreisen  einer  Schaar  je  gleichwinklig  geschnitten 
werden. 

Hierans  folgt: ' 

IM)  Irgend  fünf  Kreise  können  höchstens  Ton  2 
Kreisen  Je  nnter  dem  gegebenen  Winkel  «t  geschnitten 
werden. 

etc. .  .  . 

Ben  Satz  182)  kOnnen  wir  vefaDgemeinert  so  aussprechen: 

135)  Haben  irgend  n  Kreise  denselben  Orthogonal- 
kreis nnd  schneiden  sie  alle  einen  Kreis  einer  Schaar 
nnter  dem  Winkel  «j,  einen  zweiten  Kreis  nnter  dem 
Winkel  und  gebort  auch  jener  Orthogonalkreis  zn  der 
Kreisschaar,  so  schneidet  jeder  Kreis  dieser  Schaar  alle 
n  Kreise  je  nnter  gleichen  Winkeln.  Insbesondere  giebt 
es  swei  Kreise,  welche  unter  demselben  Winkel  schnei- 
den. Diese  beiden  Kreise  haben  den  Orthogonalkreis 
znm  orthogonalen  Potenzkreis.  Eine  der  Hauptähnlich- 
Jceitspunkte  Ton  je  zwei  jener  s  Kreise  liegt  anf  d«a 
]Ppt«nslinien  dieser  Kreisschaar. 

ffierans  folgt  umgekehrt: 

136)  Alle  Kreise,  welche  von  zwei  Kreisen  nnter  dem 
Winkel  a  und  beide  gleich  oder  ungleichartig  schneiden, 
haben  den  einen  orthogonalen  Potenzkreis  dieser  zwei 
Kreise  zum  Orthogonalkreis  und  der  eine  Hauptähn- 
lichkeitspunkt von  je  zwei  von  ihnen  lie|;t  anf  d^r  Po- 
tenzlinio  dieser  beiden  Kreise. 

Alle  Kreise,  welche  swei  Kreise  je  gleichwinklig  eder 
«Bgleich  eder  gleiehartig  schneiden,  heissen  wir  eine 

Kreisreihe» ' 
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Es  seien  die  drei  Kreise  k^^  k^^  k^  beaeUich  von  iden  acht 
Kreisen 

und  JVf',23 

Ml^y^        Mi^jl  Mj^y^ 

je  unter  dem  Winkel  a  geschnitten,  wo  je  die  Kreise  M  und  3/'  in 
Bezug  auf  den  Orthogonalkreis  «123  der  drei  Kreise  Ar^,  k^^  sich 
polarreciprok  entsprechen.  Von  diesen  acht  Kreisen  gicbt  es  je 
sechsmal  vier  Kreise,  welche  je  eine  der  sechs  orthogonalen  Potenz* 
kreise  zum  Orthogonalkreis  haben.  Es  ist  z.  B.  der  Kreis  Or- 
thogonalkreis  zä 

-^123)     -^^183»     -^1213»  -^'ujS* 

.  Nehmen  w  m  Besag  auf  als  Transformatioiiskreis  nach  dem 
Prineip  der  redproken  Badien,  so  gehen  die  Tier  Kreise  M  in  sich 
selbst  über.  Der  Kreis  Ii  traasformirt  sich  in  k%  nnd  umgekehrt  und 
den  Kreisen  k^  entspreche  der  Kreis  Es  schneidet  alsdann  aach 
i^it  die  Tier  obigen  Kreise  Jif  nnter  beaehlich  dem  Winkel  «r.  Hier- 
atts  folgt  der  Satz: 

187)  Von  dei^  acht  Kreisen,  welche  drei  Kreise  unter 
dem  Winkel  a  schneiden,  giebt  es  Je  sechsmal  vier 
Kreise,  welche  Je  noch  von  einem  vierten  Kreise  nnter 
demselben  Winkel  «  geschnitten  werden.  Diese  sechs 
Kreise  besitzen  mit  den  drei  Kreisen  denselben  Ortho- 
gonalkreis. 

Bezeichnen  wir  diese  6  Kreise  mit  *i,23,  *'i.23;  *2,8i,  *'2,8r, 
13,12,  k'z,^y  80  sind  diese  nach  dem  obigen  unabhängig  von  dem 
Schnittwinkel  a  der  acht  Kreise  M.  Von  diesen  6  Kreisen  kx.yt 
werden  je  drei  von  zwei  zugeordneten  der  acht  Kreise  M  gleich- 
winklig nnd  gleichartig  geschnitten.  Z.  B.  werden  die  Kreise  Ai.is; 
k%vL\  von  den  zwei  Kreisen  Mm^  3/'i23  gleichwinklig  und  gleich- 
artig geschnitten.  Femer  Ai^s,  k\vk  von  36s.i,  lf'88.1  etc. 
Hieraus  folgt: 

138)  Bestimmt  man  zu  je  zwei  von  drei  beliebig  ge- 
legenen Kreisen  die  orthogonalen  P otenzkreiso,  be- 
stimmt alsdann  in  Bezug  auf  jeden  von  diesen  den 
polarreciprokeii  Kreis  je  des  dritten  Kreises,  zu  welchem 
d^ieser  Kreis  nicht  als  orthogonaler  Potenzkreis  gehört^ 
so  erhalten  wir  auf  diese  Weise  sechs  den  drei  ersten 
Kreisen  beigeordnete  Kreise.    Jeder  dieser  Kreise  hat 
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den  Ortbogonalkreit  Jener  drei  Kreise  selbst  smii  Or- 
thogonalkreis  and  wird  mit  den  beigegebenen  Kreisen 
Ton  den  sftmmtlichen  Kreisen  sweier  Krei^scbaaren  Je 
gleichwiniclig  geschnitten. 

139)  Alle  Kreise  von  den  vier  Kreisschaaren,  deren 
Kreise  Je  drei  Kreise  gleichwinklig  sehneiden,  schnei- 
den je  drei  der  sechs,  die  den  drei  Kreisen  beigeordne- 
ten, je  unter  demselben  Winkel,  wie  diese  drei  Kreise 
selbst 

Oder  aach: 

140)  Drei  Kreise  mit  ihren  6  bcigeordnetea  bildeu 
viermal  je  sechs  Kreise  von  je  einer  Kreisreihe. 

Bezeichnen  wir  allgeman  die  acht  Krdse,  wdche  je  Tier  ge- 
gebene nnter  fachen  Winkeln  schneiden,  mit  Mxj,,v^  so  sind  sie  ge- 
geben dnrch: 

^mi\  M»,4*,  -^^,8;  i^,8 

Mfts«;  •S^.m;  M4,9> 

li^ehmen  wir  von  diesen  die  vier  Kreise 

^tstut  M23.4,  M24,3,  3/12,34 

80  sind  die  änssern  Kreise  in  Bezog  anf  nnd  Jc^  and  besitzen  da- 
her den  orthogonalen  Potenzkreis  selbst  zum  Orthogonalkreis. 
Kehmen  wir  zom  Transformationskreis  nnd  transformiren  die  4 
Kreise  h  nnd  die  vier  Kreise  J/,  so  gehen  letztere  in  sich  selbst  Aber. 
Femer  wird  ans  der  Kreis  und  nnigekehrt  nnd  za  nnd 
gehören  ki,n\  H^i^  Diese  schneiden  die  vier  Kreise  M  bezieUich 
unter  demselben  Winkel  wie  sie  beziehlidi  die  Kreise  schneiden, 
und  wir  haben: 

141)  Die  24  zn  je  6  nnd  6  je  dreien  von  vier  Kreisen 
beigeordneten  Kreise  schneiden  zn  je  zwei  und  zwei 
ISmal  je  vier  der  acht  Kreise,  welche  Je  vier  Kreise  je 
gleichwinklig  schneiden,  unter  demselben  Winkel  wie 
diese  vier  die  gegebenen  vier  Kreise  schneiden. 

Schueideu  sich  die  drei  Kreise  iE^,  h  ^  Ponkte- 
paaren 

*»'  *»' 

so  sind  dies  in  Besag  anf  den  Orthogonalkreis  n  jener  drei  Kreise 
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dr^  Paar  polanecqmk  fMteptacfaMiitar  Pnnkta.  Je  drei  von  dieeea 
aediePalMh  nnter  deMi  M  lieli  je  kakie  nral  pelHnrediirolm 
entapiodieiide  befinden,  beetimmea  einen  Kreis.  Wr  eriialteft  so  die 
Kreise 

^'ttt  =  ( p'i» p'iB p'ii ) »  (p'ii p"n p'si)  =  «»"i» 
m'iu = ( J>'ii  1»  M  P  tt)  t  {p"i9  P"ü  P'u)  =  »»"au 
m'asji  s  (f/tt  jp*«  j»'ti)  ?  (P^it  J» «  p"«)  s  WjM 
•i'nj  3  (p",8  p'n  P'iih   (Pii  p"m  P^i)  = 

Von  diesen  Kreisen  entsprechen  sich  je  dieselben  zwei  derselben  Zeilen 
als  polarreciproko  in  Bezug  auf  den  Orthogonalkreis  n  als  Trans- 
formationskreis.  Jeder  Kreis  der  nun  z.  B.  m\„  und  gleich- 
winklig schneidet,  hat  den  Kreis  »  zum  Orthogonalkreis.  Nun  giebt 
es  aber  je  acht  Kreise,  welche  Ton  diesen  acht  Kreisen  m  je  vier 
gleichwiiddig  schneiden.  Es  schneide  K  die  Kreise  «n\„,  «i'sia 
und  m"u8  unter  demselben  Winkel,  so  folgt  sogleich,  dass  er 
auch  die  Kreise  m"si,9  vnd.  m'W  noeli  unter  dem  ^teiclia  Winkel 

Beachtet  man  ferner,  dass  alle  Kreise,  welche  n  zum  Orthogonal- 
kreis haben  und  irgend  zwei  gleichwinklig  schneiden,  auch  noch  die 
polarreciproken  unter  denselben  Winkeln  je  gleichwinklig  schneiden, 
80  folgt: 

142)  Von  den  acht  Kreisen  m,  welche  durch  je  drei 
der  sechs  Schnittpnnkte  dreier  Kreise  hestimmt  sind 
(wo  nnter  den  Schnittpunkttripeln  keine  zwei  zusammen* 
gehörende  der  dreiSchnittpunktpaare  sind)  werden  vter- 
mal  Je  sechs  Ton  einem  und  nur  einem  Kreise  Je  nnter 
demselben  Winkel  geschnitten.  Ton  obigen  acht  Kreisen 
m  werden  jedoch  sechsmal  je'  vier  je  von  den  Kreisen 
wenigstens  einer  Kreisschaar  je  gleichwinklig  geschnit- 
ten; also  insbesondere  von  je  zwei  Kreisen  berührt 

Suhigen  bei  Seiothum,  den  29  Mai  1874. 
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Ferspectivische  Bilder  des  Kreises  und  diraete  Besttminaiig 

ihrer  DarduaeMor, 

* 

Von 

Herrn  Dr.  Gustav  Ad,  V,  Pesckka^ 
ord.  ölL  FrafcMor  an  der  lu  k.  tMbnisebeii  Uochtchole  in  BrQim. 


Die  PenpactiTe  eines  Kruses  ist  im  AUgemeiiieD  ^ne  Linie 
zwtiter  Qrdnng.  'fiekanntfich  Icann  ein  Kegel,  dessen  Leitlinie  eine 
Gnrve  zweiter  Ordnung  (hier  ein  Kreis)  ist,  wieder  nnr  in  einer  Linie 
derselben  Ordnung  durch  eine  Ebene  geschnitten  werden.  Hieraos 
folgt  unmittelbar,  dass  ein  Kegel  von  lo'eisförmigcr  Leitlinie,  durch 
die  Bildebene  geschnitten,  entweder  einen  Kreis,  eine  Ellipse,  eine 
Parabel  oder  eine  Hyperbel  als  Schnittfigur  liefern  werde. 

£bi  Kegel  von  krdsfitemiger  Ltitünia  kam  nnr  dnrch  swei  ver- 
schiedene Lagen  von  Ebenen  nacb  Kreisen  geschnitten  werden,  wovon 
die  eine  Lage  dnrch  die  Basisehene  bestinunt  ist;  es  whrd  somit  die 
Perspective  ^es  Kreises^  ansser  einer  zweiten  besonderen  Lage  der 
Kreisebene^  nnr  dann  ein  Kreis  sein  können,  wenn  derselbe  in  einer 
znr  Bildebene  parallelen  Ebene  liegt. 

Ist  die  Kreisebene  gegen  die  Bildflächc  geneigt  und  erreicht  die 
Peripherie  des  Kreises  eine  durch  das  Auge  parallel  zur  Bildfl&che 
gelahrte  Ebene  (Verschwindungsebene)  nickt,  so  wird  sich  als  das 
perspectivische  Bild  des  Kreises  eine  Ellipse  ergeben;  findet  hingegen 
ein  Uoeses  Berühren  des  Kreises  mit  der  eben  erwähnten  Yerschwin- 
dangpebene  statt,  so  wird  die  Perspective  des  Kreises  eine  Parabel 
flflta»  wftbrend  endtick  in  jenem  FaliOi  wo  der  Kieis  die  Yenehwinr 


Diyiiizeü  by  GoOgle 


64 


P^tekha:  Penp^ctwueh»  BQder  des  Krtuet 


dungscbcnc  schneidet,  das  Kreisbild  als  Hyperbel  erscheint.  Würde 
die  £bene  des  Kreises  durch  das  Aogb  gehen,  so  stellt  sich  dessen 
Penpectiye  als  gerade  Linie  dar. 

a)  Perspeetirisolies  BUd  ta  Kreises  als  ParabeL 

In  einer  Ebene  E  (F!g.l.),  deren  Bildflftclitrace  £k  und 
deren  Flncbt-  oder  Yerschwindnngslinie  £9  sei,  ist  ein 
Kreis  JT  derart  gegeben,  dass  dessen  Peripberie  die 
durch  das  Projectionscentritm  O  (Auge)  znr  Bildebene 
Be  parallel  geführte  Ebene  (Vcrschwindungsebene)  be- 
rührt; es  ist  dessen  Bild,  wolcbes  als  Parabel  erscbeiut, 
zu  coustruircn,  so  wie  die  Hauptaxe  sowohl,  als  die 
Scheiteltan{^eute  des  Bildes  direct  zu  bestimmen. 

Man  denke  sieb  vor  Allem  die  ZdebnongsflUcbe  Yorberdtet,  also 
das  Ange  O  um  die  Yerscbwindungslinie  E9  nach  (Nebeminge) 
in  die  Bildebene  (Z^cbnnngsflftcbe)  Bm  nmgekfti  und  den  gegebenen 
Kreis  K  als  ai^cb  die  Sparlinie  Et  (d.  l  Jene  Gerade,  in  welcher  die 
Ebene  E  die  Yerscbwindnngsebene  Fi  schneidet,  und  deren  Abstand 
von  der  Bildfläcbtrace  JE^  gleich  ist  der  Entfernung  des  Projections- 
centmm»  yon  der  FluchtUnie  E^)  am  die  Büdflftchtrace  £»  in  die 
Bildebene  in  gleichem  Sinne  gedreht  Sei  in  dieser  Lage  oq  der 
Kreismittelpankt  und  ^  der  BerObrangspunkt  des  Kreises  mit  der 
Sporlmie  so  wird  selbstversUndlich  das  perspectivischo  Bild  des 
BerOhrangBradias  IqCqÖ,  nach  dem  derselbe  den  unendlich  fernen 
Pankt  bQ  mit  dem  Kreisbilde  gemein  hat,  ein  Durchmesser  der  Pa- 
rabel sein.  Nachdem  ^'o^^o^  auf  der  Bildfläcbtrace  £5  senkrecht  steht 
und  8  der  Durcbstosspunkt  mit  der  Bildebcuc  ist,  wird  das  perspec- 
tivisclie  Bild  desselben  durch  die  Verbiudungsliuie  des  der  Ebene  E 
entsprechenden  Nebeiiaugepunktes      mit  dem  Punkte  ö  repräsentirt 

Um  nun  die  Scheiteltangente  und  d^e  Hauptaxe  des  Kreisbildes 
(Parabel)  zu  bestimmen,  bat  man  blos  za  erwägen,  dass  alle  Durch- 
messer der  Parabel  unteremander  parallel  seien  and  dass  die  Scheitel- 
tangente za  denselben  senkrecht  stehe.  Bedenikt  man  femer,  dass 
Gerade,  deren  perspectiviscbe  Bilder  untereinander  perallel  suid,  sich 
sflmmtUcb  in  einem  Punkte  «  der  Yerscbwindungsebene  schneldeii 
und  dass,  wenn  diese  Geraden  in  einer  Ebene  liegen,  der  erwftbnte 
Schnittpunkt  in  der  Spurlinie  Et  der  besagten  Ebene  Fs  -sich  vor- 
finden mflsse,  80  wird  sich  ohne  jedwelche  Schwierigkeit  das  ange- 
strebte Resultat  ergeben. 

Führt  man  nämlich  eine  Senkrechte  öa  zu  A^S,  so  wird  dieselbe 
als  das  Bild  einer  Geraden  in  der  Ebene  £  und  O^slidö  gleichsam 
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als  deren  Parallelstrahl,  so  wie  «  in  der  Spnrlinio  Et  als  deren  Schnitt- 
pankt  mit  der  VenehwiiidiiiigBebeiie  A  anfs^Gust  frerden  kOnnen. 

Nun  ist  klar,  dass  alle  Geraden  in  der  Ebene  welche  sich  in 
8  schneiden,  untereinander  parallele  und  zu  A^S  sonkrocht  stehende 
Bilder  besitzen.  Zieht  man  demnach  von  s  an  den  gotrobenen  Kreis 
K  die  Tangente  Tq^  so  wird  sich  das  Bild  t  derselben  als  Tangente 
an  die  Parabel,  senkrecht  zu  A^d,  darstellen  und  die  Scheiteltangente 
an  besagtes  Kreisbild  liefern. 

Bestimmt  msa  nim  den  Bertthnmgspimkt  «  der  Tangente  T  im 
Bilde  d.  i.  o,  was  entweder  mittelst  des  Kebenanges  O«  nnd  des 
Nebenaugenpnnktes  ^  [«jJ  senkrecht  xa  Bb\  ß  mit  nnd  a  mit 
yerilranden  gibt  im  Sdudtte  der  letzteren  den  gesuchten  Schnitt- 
punkt a]  oder  direct  dadurch  geschehen  kann,  dass  man  den  Bnreh- 
schnittspnnkt  J  von  «t  ndt  der  Bildebene  bestimmt  nnd  durch  diesen 
Punkt,  nachdem  er  anch  dem  EUde  von  om  angehört,  eine  zu  ÖA^ 
Senkrechte  aJ  filhrt,  um  durch  letztere  die  Scheiteltangente  t  des 

IsmäDteii  v^rspectiTischen  Bildes  I  n  in  a . . .  und  im  Schnitte  mit 

tt(^  den  Scheitel  a  der  Parabel  zu  erhalten. 

Durch  a  eme  Parallele  oM  zu  A^d  gezogen,  liefert  die  gesachte 
Hauptaze  der  Parabel 

Sollten  noch  anden^Titige  Punkte  des  pcrspoctivischen  Bildes, 
die  selbstverständlich  paarweise  in  den  Senkrechten  zur  Hauptaxe 
aM  liegen  müssen,  gefunden  werden,  so  wird  man  den  Kreis  K  von 
a  aus  durch  Strahlen  «1,  82,  sS,  ...  teilen  und  jeden  einzelnen  Strahl 
sammt  seinem  Kreisschnittpunkt  bildlich  bestimmen.  Zu  diesem  Be- 
hnfe  wird  man  beispielsweise  1  und  Ij  mit  s  verbinden,  durch  den 
Schnittpunkt  q  mit  der  Bildebene  eine  Parallele  zu  t  führen  und  die 
Bilder  I  und     mittelst  der  Strahlen  10g  und  Ij^^s  bestimmen. 

b)  Perspectivisohes  Bild  des  Kreises  als  Ujperbel. 

In  einer  Ebene  E  (Fig.  2.)  ist  ein  Kreis  K  gegeben, 
welcher  die  Verschwindungsebeuc  Fei  respcctive  die 
Spurlinie  Es  in  zwei  Punkten  6^  nnd  schneidet;  es  ist 
dessen  Bild,  welches  als  Hyperbel  erscheint,  darzustel- 
len und  sind  dessen  Azen  direct  zu  bestimmen. 

Denkt  man  sich  das  Auge  O  um  die  Fhichttinie  der  Ebene  B 
nach  (Nebmuge)  und  die  gegebene  Ebene  E  sammt.  den  in.  ihr 
liegenden  Kreis  K  und  der  Spurlinie  Eg,  um  die  BUdfl&chtrace  Eb 
der  Ebene  E  nach  derselben  Bichtnng  in  die  Bildebene  gedreht  nnd 
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in  dieser  Lage  iu  den  Schnittpunkten  er,  und  ^2  des  Kreises  mit  Ea 
die  Tangeuten  t,  und  an  den  umgelegten  Kreis  K  geführt,  so  wird 
man  bloss  die  Bilder  der  letzteren  zu  bestimmen  haben,  um  sogleich 
die  Asymptoten  des  perspectivischeu  Kreisbildes  (der  Hyperbel)  zu 
erhalten;  denn  es  ist  bekannt,  dass  allen  Punkten  der  Geraden 
also  auch  den  Punkten  und  a.,  Bilder  in  unendlicher  Entfernimg 
entsprechen,  dass  Tangenten  im  Originale  auch  als  TaogjBntea  im 
Bilde  erscheinen,  dass  folglich  auch  die  Tangenten  und  an  den 
Kreis  K  als  Tangenten  an  die  Hyperbel  H  sich  darstellen  müssen, 
nnd  dass  endlich,  weil  ihre  Berührungspunkte  d.  h.  die  Bilder  der 
Pvnkte'aj  und  im  Unendlichen  liegen,  diese  Tangenten  in  die 
Jisfm^totßa  tj  ood  H  der  Hyperbel  fibefgehen. 

Die  letzteren  wurden  einfach  dadurch  bestimmt,  dass  man  deren 
Durchstosspunkto  dj  und  mit  der  Bildebene,  so  wie  deren  Flucht- 
oder Verscliwindungspunkte  Vi  und  mit  Zuhilfenahme  der  entspre- 
chenden Parallelstrahlen  O^Vi  und  O^v^  ermittelte  und  die  bezeich- 
neten Punkte  und  Vi,  und  mit  einander  verband.  Der  Schnitt- 
punkt dieser  beiden  Geraden  djv^  und  ö^v^  gibt  den  Mittelponkt  M 
der  Hyperbel. 

Halbirt  man  den  Asymptotenwinkel  iilfif,  so  lepfflaentirt  4io 
Halbimngslinie  3iX  die  Biehtnng  der  realoi  Axe  der  Hypeibel,  welche 
letartere  als  das*  Bild  der  Goraden  a^hq  erscfaeint.  Um-  mm  £e  auf 
ßac  Biehtnng  ?on  MX  liegenden  Scheitel  des  Ereisbildes  zu  finden, 
hi|t  man  eben  Uos  diejenige  Gerade  oq^q  in  der  Ebene  E  anfensnchen, 
als  deren  Bild  sidk  die  Biehtnng  MX  eigab.  Verbindet  ni  die- 
sem Behnfe  das  Kebeaange  mit  dem  Fluchtpunkte  qp^  welcher  in 
der  Fluchtlinie  iSt  der  Ebene  £  liegt  und  ffthrt  man  zu  dem  so  ge- 
fundenen PaiaUelstrahl  0,qp  durch  den  Bonshstosspunkt  d  von  M^ 
mit  der  BiUlebeno  eine  Parallele  c^oo^o*  so  liefern  und  &o  die 
Schnittpunkte  d6r  Tödlich  dargestellten  Geraden  3£X  mit  dem  Kreise 
K  in  der  in  die  Bildebene  hineingedrehten  Lage. 

Die  Bilder  a  und  h  dieser  beiden  Punkte  Oq  nnd  bQ  werden  sich 
in  dem  Bilde  MX  einfach  dadurch  ergeben,  dass  man  die  Teilstrahlen 
O^aQ  und  0..bQ  zieht.  Nachdem  femer  Punkte  des  Kreises  im  Bilde 
als  Punkte  der  Hyperbel  sich  darstellen,  die  Punkte  und  ^  aber 
auf  der  Axe  der  letzteren  liegen,  so  müssen  deren  Bilder  a  und  b 
die  Scheitel  der  Hyperbd  sein,  also  die  reelle  Axe  ab  dieselben 
begrenzen. 

Führt  man  durch  einen  dieser  Punkte,  etwa  durdi  a  eine  Senk- 
rechte zu  MX,  so  werden  die  beiden  Asymptoten  %  und  ^  in 
den  zwei  Punkten  y  und  e  geschnitten,  deren  Abstand  yB^ce  die 
Richtung  und  Länge  der  imaginären  Hyperbelaxe  ce  bestimmt 
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Um  beliebige  zur  Haoptaxe  MX  symmetrisch  liegende  Pankto 
des  Kreisbildes  I  II  III  . . .  zu  fixiren,  verfahre  man,  wie  bei  der 
Parabel  bereits  gezeigt  wurde.   Führt  man  nämlich  durch  Og  eine 
Senkrechte  zu  MX^  welche  die  Spurlinie  E»  m  a  trifft,  und  lagert 
man  durch  «,  als  Träger,  ein  Strablenbfiscbel,  dessen  Strahlen  die 
Kreisperipherie  m  1,  2,  3«  4,  . . .  schneiden  und  bestimmt  man  auf 
analoge  Weise  wie  vorher  die  Bilder  der  einzckicn  Strahlen,  so  wie 
jene  I  II  . . .  der  Kreispunkte,  so  ergibt  sich  durch  Verbindung  der 
aufeinanderfolgenden  Punkte  I  III  V  a  VI  . . .  das  Bild  des  Kreises 
als  Hyperbel 

Anra  er  kling.  Häufig  tritt  der  Fall  ein,  dass  der  Mittelpunkt  M 
ausserhalb  der  Grenzen  der  ZeichuungsHitche  fällt;  man  hat  daher 
die  Hyperbelaxe  nach  einen  unzugänglichen  Punkt  M  zu  führen. 
Unter  dieser  Voraussetzung  könnte  man,  um  die  Richtung  der  Aie 
MX  und  den  Scheitel  des  einen  Hyperbelastes  zu  bestimmen, 
allenfalls  folgcnds  vorgehen: 

IjLaii  ziehe  in  beliebigen  Punkten  und  der  gefundenen 
Asymptoten  t^t^  auf  letztere  die  Perpendikel  ttjA^  und  n,.X^^ 
mache  die  Strecken  n^ii     n^it        'hfi  "**  führe  so- 

dann durch  und  so  wie  durch  und  fc,  Parallelen  zu  den 
Asymptoten  und  bestimme  deren  Schnittpunkte  |  nnd  ^. 

Diese  beiden  Punkte  {  ond  ^,  wekfaen  gleiche  AbstAnde  von 
den  Asymptoten  entsprechen,  miteinander  verbunden,  besümmen 
die  Halbinmgslinle  des  Asymptotenwinkels  und  fblglieh  die 
BidiUmg  der  reellen  Axe. 

e>  PenpeetiTisekse  Bild  des  Kreises  ili  Bmpse. 

In  einer  Ebene  E  (Fig.  3.)  ist  ein  Kreis  K  gegeben, 
welcher  die  durch -das  Auge  O  (Projectionscentrum)  pa- 
rallel lur  Bildebene  geführte  Ebene  (Verschwindungs- 
ebene)  nicht  schneidet;  es  ist  dessen  perspectiviscbes 
.  Bild  (Ellipse)  zu  constrniren  und  sind  die  Durchmesser 
der  sich  diesfalls  ergebenden  Ellipse  direct  zu  be- 
stimmen. 

Sei  das  in  Bezug  auf  die  Ebene  E  um  Et  in  die  Bildebene 
iimgelegte  Auge,  K  der  in  E  liegende,  um  in  gleichem  Sinne  ge- 
drehte Kreis,  und  die  Spurliuie  in  der,  gleiclüaUs  um  in  die 
Bildebene  gebrachten  Lage.  . 

Denkt  man  sich  durch  den  Ifittelpunkt  des  in  die  ffildebene 
nmgeleften  Kreises  K  eine  Senkrechte  «cd  sur  Bildfl&chtnce  Ek  ge- 
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logen,  80  wird  sie  die  letstere  mid  folglich  andi  die  Bildebene  im 
Pmikte  d  und  die  Sparlinie  in  «  ^«flfen.  ' 

Zieht  man  von  s  ans  Tangenten  und  tf  an  den  Kreis  iST,  so 
werden  deren  Bilder  nnd  zu  einander  parallel  nnd  zugleich  Tan- 
genten an  die  Ellipse  sein;  denn  wenn  sich  in  einer  Ebene  Gerade 
vorfinden,  welche  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  so  wird  das  Gleiche 
von  ihren  Bildern  gelten,  wenn  aber  der  Schnittpunkt  «,  in  der  Ebene 
in  die  Gerade  Ea  fiUlt,  welche  als  Schnitt  der  durch  das  Auge  O 
parallel  zur  Bildebene  gelegten  Ebene  mit  E  resultirt,  so  ist  denen 
Bild  in  der  Bildflftche  [nachdem  der  Projectionsstrahl  Os  in  der  zur 
Bildebene  Be  parallelen  Ebene  Pb  liegt,  also  zu  Bs  selbst  parallel 
ist]  im  Unendlichen  zu  suchen.  Die  Bilder  so  bezeichneter  Geraden 
haben  also  den  unendlich  fernen  Pnnkt  gemeinschaftlich,  erscheinen 
somit  untereinander  parallel;  es  irird  folglich  du  Bild  ofr  der  Be» 
rOhrungssehne  a^h^  im  ungelegten  Kreise  <^em  Durchmesser  der 
Ellipse,  welche  als  Fer^ectiTe  des  gegebenen  Kruses  erscheinl;» 
entsprechen. 

Da  die  Sehne  OQh^  zur  Bildebene  parallel  läuft,  muss  auch  deren 
Bild  ab  zur  Bildflächtrace  Et  parallel  erscheinen  und  es  werden  unter 
dieser  Voraussetzung  die  Strecken  im  Originale  in  dem  nämlichen 
Verhältnisse  wie  jene  im  Bilde  geteilt.  Es  liegen  folglich  die  Hal- 
birungspuuk.te  o  und  Oq  von  ab  und  oo^o  derselben  Ge-  - 

radeu.  Hiervon  wird  selbstverständlich  o  den  Mittelpunkt  des  per- 
spectivischeu  Bildes  bestimmen,  w&hrend  oq  den  ihm  entsprechenden 
Punkt  im  Kreise  £  repräsentirt. 

Was  nun  den  zweiten  zu  ab  conjugirten  Durchmesser  ^  betrifft, 

80  hat  man  blos  zu  bedenken ,  dass  derselbe  zu  den  Tangenten  l| 
und  parallel  sein  müsse,  dass  er  also  in  der  Umleguug  mit  den 
Tangeuten  und  Tg  den  Punkt  s  gemeinschaftlich  habe  und  dass 
sein  Bild  mit  dem  von  «/oCqCo  tlbereinstirame.  Letztere  Gerade,  welche 
die  Bildebene  in  S  trifft  und  senkrecht  zur  Bildflächtrace  Et  steht, 
hat  bekanntlich  ihren  Verschwindungspunkt  im  Nebenaugenpunkte  A^, 
daher  die  Verbinduugsgerade  A^6  das  Bild  des  Kreisdurchmessers /oCq 
darstellen  wird.  Nachdem  aber  A^ö  parallel  zu  und  liegt  und 
durch  den  JMittelpunkt  o  der  Ellipse  geht,  so  ist  oA^  die  Richtung 
des  zu  ob  conjugirten  Durchmessers  des  Kreisbildes.  Um  dessen 
Grenzpuukte  e  und  /  zu  erhalten,  wird  man  blos  durch  Jq  und  Cq  die 
Teilstrahlen  O^fo  und  a.c„  zu  ziehen  und  diese  mit  der  Richtung 
derselben  zum  Schnitte  zu  bringen  haben,  wodurch  sich  der  zu  ab 
co^jugirte  Durchmesser  in  fc  ergibt. 
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4)  Penpectiviflclies  Bild  des  Krdaet  ab  KreU« 

1)  In  der  Bildebene  Bg  sei  ein  Kreis  JT,  Fig.  4.,  ferner 
sei  das  Projectionscentrnsn  (Auge)  O  darcb  den  Di* 
Btanzkreis  Z),  so  wie  die  orthogonale  Projectionil  (Aiige- 
punkt)  Yon  O  auf  der  Bildebene  gegeben;  es  ist  eine 
Ebene  E  zu  suchen  nnd  in  dieser  ein  Kreis  'JC^  zu  bo- 
Btimmen,  dessen  centrale  Projection  für  das  Centram  O 
den  Kreis  K  gibt. 

man  dnrch  die  Basis  dnes  schiefen  Krtiskegels  dne  Kogel, 
80  schneidet  diese  bdnantUch  den  enteren  In  einem  sweiten  Kreise; 
denn,  wenn  sich  iwel  Flächen  2.  Qrdnnng  (also  anch  die  Kngel  nnd 
der  Kreiskegel)  schneiden,  so  sind  deren  Schnittlinien  (deren  es  im 
Allgenidaen  zwei  gibt)  Innere  Cüxwea  derselben  Ordnung.  Ist  der 
eine  Sdmitt  dn  ebener  (Im  Torlieigenden  FaUe  die  Basis  des  Kegels), 
so  mnss  es  notwendigerweise  auch  der  andere  s^  Im  vorliegenden 
Felle  kann  dieser,  nachdem  der  ebene  Schnitt  «ner  Kugel  stets  ein 
Kreis  Ist,  mir  wieder  dn  Kreis  sein. 

Sciineidet  man  demnach  den  Projections-  oder  Sehkegel  (OK)  durch 
eine  Kogel,  welche  den  Kreis  £  in  sich  aufnimmt  und  nimmt  man 
der  Einfachheit  wegen  an,  daas  der  Kngelmittelpnnkt  e  mit  dem  Mit^ 
telpunkte  m  des  Kreises  K  zusammen&lle,  dass  also  der  letztere  ein 
grösster  Kreis  der  Kugel  werde,  so  wird  der  zweite  Schnitt  des 
Projectionskegels  {0£)  mit  der  Kugel  schon  die  gesuchte  Ebene  be- 
stimmen. 

Nachdem  aber  eine  Ebene  durch  drei  nicht  iu  einer  Reihe  lie- 
gende Punkte  vollkommen  bestimmt  ist,  wird  es  sich  blos  darum 
handeln,  den  Schnitt  dreier  Erzeugcudeu  des  Kegels,  also  dreier 
Projectionsstrahleuy  mit  der  Kogel  zu  ermitteln. 

Legt  man  zu  diesem  Behuf ,  durch  O  und  den  Mittelpunkt  m  ehie 
zur  Bildebene  senkrechtstehende  Ebene,  deren  Trace  Am  sem  wird, 
80  erfolgt  der  Schnitt  mit  dem  Projectionskegel  in  den  beiden  Er- 
leugenden  aO  und  bO  und  jener  mit  der  Kugel  in  einem  grOssten 
Kreise.  Wird  nun  die  Ebene  sammt  den  bezdchneten  Elementen  um 
ihre  Trace  Am  in  der  Bildebene  umgelegt,  so  ftUt  der  Kugelsehnitt 
mit  dem  Kreise  K  zusammen,  während,  wenn  O,  das  gleichzeitig  um- 
gelegte Projectionscentrum  vorstellt,  die  Strahlen  O^a  und  Ojfi  die 
umgelegten  Erzeugenden  repräseutiren.  Letztere  begegnen  dem  um- 
geklappten Kugelkreis  in  zwei  Punkteu  a  und  welche  offenbar  dem 
zu  suchenden  Durchschnitte  angeboren  und  mit  einander  verbunden 
eine  Gerade  uß  der  zu  ermittelnden  Ebene  EbEt  bestimmen. 
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Der  Durch8chnittsi)uiikt  <!  dieser  Geraden  aß  mit  der  Bildebene, 
wird  als  in  der  Traco  Am  liegend,  auch  dann  keine  Aenderung  er- 
fahren, wenn  die  tlbene  in  ihre  ursprüngliche  Lage  zurückgeführt 
wird.  Nachdem  im  vorliegenden  Falle  die  Gerade  Am  die  Bild-  nnd 
Flächtraco  der  Ebene  AinO  gleichzeitig  vorstellt,  wird  man  den  Ver- 
schwiudungspunkt  der  Gcradeli  aß  in  Am  zu  suchen  haben  und  ihn 
erhalten,  indem  man  durch  das  umgeletjte  Centrum  Oj  den  Parallel- 
strahl  OjV  ||  aß  führt.  Es  sind  hieruacli  a  and  b  die  centralen  Bilder 
der  Punkte  et  und  ß  im  Baume. 

Obwol  es  nun  von  selbst  erhellt,  dass  die  Schnittlinio  des  Kegels 
mit  der  Kugel  durch  die  Ebene  AmO  symmetrisch  geteilt  wird  und 
die  zu  bestimmende  Ebene  K  eine  zur  Ebene  AOm  senkrechte  Lage 
besit/e,  also  auch  deren  Tracen  Ki,  h\  senkrecht  zu  Am  sein  müssen, 
so  lässt  sich  dies  auch  noch  in  fulgeudcr  Weise  dartun. 

Legt  man  durch  O  Tangentialebenen  an  die  Kugel,  welche  zur 
Bildebene  senlcrecht  stehen,  so  worden  dvrvn  Tracen  durch  uig  und 
Atc  und  deren  Hortihrungsjjunkte  durch  g  und  nc  dargestellt  erschei- 
nen; denn  zieht  mau  den  Berührungsradius  in:t^  so  steht  sowohl  die 
Traco  An^  als  eine  Gerade  der  Ebene  AnO^  als  auch  die  in  tt  auf 
dio  Bildebene  gefällte  Senkrechte,  die  gleichfalls  iu  AtiO  liegt,  auf 
demselben  senkrecht-,  es  wird  somit  AnO  die  Berühruugsebene  au 
dio  Kugel  im  l'unkto  tc  sein.  Analog  lässt  sich  der  Nachweis  für 
den  Punkt  g  liefern.  Nachdem  aber  n  und  p,  als  Punkte  der  Basis 
auch  Punkte  dos  Kegels  und  zugleich  Punkte  des  Schnittes  mit  der 
Kugel  sind,  so  sind  dieselben  auch  Punkte  der  zu  suchenden  Ebene 

und  da  sie  in  der  Bildebene  liegen,  müssen  sie  auch  der  Bild- 
tüichtrace  Ki,  der  Ebene  angohören.  Dass  der  Punkt  d  als  Durch- 
stosspunkt  mit  der  Bildebene  in  Eb  Hege,  erhellt  auch  daraus,  wenn 
man  sich  d  als  den  Pol  zn  AO^  und  umgekehrt  ng  als  Polaxe  za 
Ai  in  Bezug  auf  den  Kreis,  vorstellt.  Es  ist  soBÜt  die  Verbindungs- 
linie ndg  dio  Bildflächtrace  Eb  und  die  durch  v  parallel  zu  Eb  ge- 
führte Gerade  die  Yerschwindungslinie  derjenigen  Ebene  in  wel- 
cher der.  Kreis  liegen  mnss,  um  im  Bilde  als  Kreis  £  za  erscheinen. 

Legt  man  das  Auge  O  um  Ev  nach  und  die  Ebene  E  um  Eb 
nach  derselben  Seite  iu  die  Bildebene  um,  so  lässt  sich  aus  den  nun 
bekannten  Elementen  Ev,  Ei,,  und  A'  der  umgelegte  Kreis  Ä\  durch 
Benutzung  der  Parailelstrahlen  auf  bekannte  Weise  bestimmen. 

2)  In  der  Bildebene  Ih:  ist  ein  Kreis  A'Fig.  5.  gegeben, 
ferner  ist  eine  Ebene  E  durch  ihre  Bildflächtrace  Eb  und 
ihren  Neigu ngswinkel  ««  gegen  i^j?  bestimmt;  es  ist  das 
Projectionscentrum  O  (Auge)  so  zu  ermitteln,  dass  K 


und  directo  Bestimnumg  ihrer  Durchmtsser, 
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als  das  porspectivische  Bild  eines  ia  der  £bene  E  Ue- 
geudoA  Kreises  J^i  ersclieint 

Auf  Gruiid  der  unmittelbar  vorher  gegangenen  Betrachtungen  ist 
als  "bekannt  anzunehmen,  dass  das  Projectionscentrum  in  einer  Ebene 
lieg«,  welche  durch  den  Kreismittelpunkt  m  gebt  und  sowohl  auf  der 
Bildebene,  als  auch  auf  der  Ebene  E  senkrecht  steht.  Die  Tracen 
der  geuaoutea  Ebene  e  sind  demnach 

Aach  hier  kann  maa  sich  durch  K  dne  Kogel  so  gelegt  denken, 
daes  sie  die  Ebene  £  nach  dem  teilaagleB  Kreiee  ^  schneidet  Um 
den  Kngelmitlelptmkt  bestinmit  za  machen,  sei  beispiulsweise  die 
Forderung  gestellt,  dasa  dem  in  der  Ebene  E  liegenden  Ereismittel- 
punkte  von  Kt  ein  bestimmter  Abstand  1  TOn  der  Bildebene  ent^ 
spreche. 

Da  der  Mittelpunkt  der  Kogel  in  der  dnrch  m  zur  Bildebene 
senkrechten  Geraden  zu  snchen  ist,  mnss  er  offenbar  auch  in  der 
Ebene  t  liegen.  Die  Kugel  wird  also  von  dieser  Ebene  nach  einem 
tf^eMten  'Kioase      nnd  die  Kreise  K  und      in  je  zwei  einander 
diametral  gegenflberliegenden  Paukten  geschnitten. 

Deukt  man  sich  die  Ebene  e  um  ihre  Trace  in  die  Bildebene 
umgelegt  und  in  dieser  Lage  die  Gerade  rnftQ  gezeichnet,  iu  welcher 
der  Kugelmittelpunkt  sich  vorfindet ,  und  sucht  man ,  unter  Berück- 
sichtigung dessen,  dass  na  der  nach  Be  umgelegte  Schnitt  mit  der 
Ebene  E  sei,  in  letzterem  den  Punkt  so,  dass  sein  Abstand  von 
tb  gleich  iL  wird,  so  ist  Oq  als  der  Mittelpunkt  des  Kreises  iT^  in  der 
£bene  E  zu  betrachten. 

Fällt  maa  Im  Baume  vom  Punkte  em  Perpendlkd  aof  die 
£beae  JS  (in  der  in  die  Bildebene  hineingedrditett  Lage  ist  derselbe 
dorcb  oqiiq  dargestellt),  so  wird  die  vorher  erwftbnte  Gerade  mftQ  im 

Mittelpunkte  f«o  der  Kugel  getroffen. 

Die  Punkte  a  und  b  in  n  gehören  dem  Krdse  JT,  folglich  auch 

der  Kugeloberfläche  nnd  zugleich  der  Ebene  s,  femer  ergibt  sich 
dnrch  Umlegung  der  letzteren  der  grösste  Kugelkreis  K2,  welcher  die 
Gerade  hOq  in  zwei  Punkten  und  ^2  ties  Kreises  schneidet 
Die  so  erhaltenen  Punkte  a  und  a^,  b  und  sind  aber  als  per- 
spectivische  Elemente  zu  betrachten,  daher  sich  die  Projectious- 
ßtrahlcn  aa^  und  in  dem  gleichzeitig  mit  der  Ebene  e  umgelegten 
Projectionscentrum  schneiden  müssen.  Fällt  man  nun  aus  Oj^ 
eine  Senkrechte  auf  £b\,  so  erhält  man  den  Haupt-  oder  Augepunkt  A, 
Um  nun  schliesslich  noch  die  Vcrschwindungslinie  Eo  der  Ebene  E 
festzustellen,  wird  es,  da  man  ihre  Richtung  kennt,  genügen,  einen 
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Punkt  derselben  zu  bestimmen.  Letzteren  erhält  man  bekannt- 
lich, wenn  man  durch  die  Parallele  O^A^  zu  uCq  führt  und  die- 
selbe mit  H  in  Jn  (Nebenangepiuikt)  zom  Scbnitte  bringt 

» 

Logt  man  endlich  das  Auge  O  un  JE«  In  die  Bfldebene  aaeh 
um  und  dreht  man  die  Ebene  E  mit  dem  in  ihr  Uegraden  Kreise 
in  dem  nämlichen  Sinne  um  Eb,  so  lassen  sich  dnrch  Benutzung  von 
Og,  Eb,  Et,  und  K  beliebig  viel  Punkte  des  umgelegten  Kreises  iST^ 
construiren. 

Brflnn,  den  25.  Februar  1B74. 
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Untersacliuugea  über  algebraische  GleicJmiigMk 

VoD 

Alftnd  Siegel. 

FiMrtMtnBff  mm  H.  XXXYD.  te  vwig«»  T«il«. 


-  Artikel  IL  (f  1-ff  ».) 

Hienn  8  TafislB. 

Th$or0ii9eh0  BBtraehtungen, 
Einleitung. 

Im  ersten  Artikel  haben  wir  gezeigt,  wie  sich  die  reelldu  War- 
zehi  der  beliebig  voigelegten  Gleiclumgs 

als  Absdssen  der  Durchschnitte  sweier  convexen  Gurren  constmiren 

Wir  wollen  dieselben  einer  näheren  Betrachtung  unterziehen 
einerseits,  um  die  in  Artikel  I.  §  3.  vorausgeschickten  geometrischen 
Kriterien  zu  beweisen,  andererseits  solche  zur  analytischen  Auflösung 
der  Gleichungen  za  gewinnen. 

Den  Hanptgegenstand  der  yoriiegenden  Untersndinngen  tnldet 
das  bisher  in  höchst  nnvoHhommener  Weise  gelöste  Problem  der 
Trennung  der  reellen  Wurzeln. 
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Wir  gehen  darauf  aus,  1)  eine  obere  Grenze  einer 
beliebigen  Wurzel  aus  einer  unteren  und  umgekehrt  zu 
bestimmen,  2)  die  Wurzel  selbst  aus  einer  oberen  oder 
unteren  Grenze  derselben  darzustellen. 

Wr  werden  sehen,  dass  dreigliedrige  Gleidrangen  Yon  der  Form 

• 

bei  der  Trennung  and  nftberongsweisen  Bestimmnng  der  reellen  Wur- 
zeln ?on  f(x)  »  0  eine  wichtige  Bolle  spielen  und  zeigen ,  wie  der 
Grad  der  Httlfsgleichung  fftr  die  Trennung  auf  r  —  2  redudibar  ist 
Dieser  Gedanke  leitet  uns  bei  deo  Untersuchungen  in  f  7.  und  §  8. 
L  und  IL 

§  4. 

I.  Wir  betrachten  im  Folgenden  das  System  zweier  beliebigen 
sich  schneidenden  couvexen  Cnryen  iTund^,  zunächst  denFall^  daas 
eine  derselben  eine  Gerade  ist 

Punkte  heseicfanen  wi^  mit  grossen  Buchstaben,  die  Absoissen 
derselben  ndt  den  entspreehenden  kleinen,  ausgenommen  die  der 
Punkte  P  und     und  zwar  seien  aUgemein  di^  Absdssen  von 

Die  Durchschnitte  von  K  und  ^  seien  W,  die  Abscissen  von  W :  w. 

Die  Ebene  denken  wir  uns  vertlcal,  die  JT-Achse  fiOr  Jede  Figur 
horisontal,  die  7A«]|Be  sedoreehi  dasn. 

Diese  Bedeutung  der  kl^en  ßucbstabeu  ist  im  Folgenden  durch- 
weg festzuhalten. 

Wir  lehnen  uns  snr  grosseren  Kflrze  stets  an  Elgoren  an.  Wb 
die  Resultate  auf  ihren  analytischen  Ausdrudc  gebracht  werden  kön- 
nen, müssen  wir  teilweise  dem  geneigjten  Leser  ttberlassen. 

II.  Eine  conrexe  Cnrve  kann  als  Polygon  mit  unendüch 
kleinen  Seiten: 

angesehen  werden,  für  welches  (Fig;  L): 
(1)  .«*'<fl^<«^<  flV> 

wo.  1^«^«^.^^... 


Digitized  by  Google 


SieM:  UnUrsuchuiuftn  d&cr  olgtbruuckM  GUkhmgeiL  7^ 

Dies  kann  als  Definition  einer  Qiawe  gelten,  welche  in  der  ^ohtiiiig 
F'F  gesehen  convex  ist 

Igt  ihre  Gldchung 

so  lauten  die  Bedingungen  (1)  und  (S): 

F(k)  und  F'ix)  sind  tindentige,  stetige  FanctioDen. 

^  Die  1.  Derivirtc  F'{r)  wächst  stetig  mit  oder  was 
dasselbe,  es  ist  die  2.  Derivirte  /^'(•)>'0  nad  swir  Air 
ein  gewisses  Intervall  von 

Ziehen  wir  ein  heliebiges  Polygon  mit  nur  einspringen- 
den Winkeln  wie  in  Fig.  L  in  Betracht  uud  behandeln  gleichzeitig 
den  Fall,  dass  die  Seiten  nnendlich  klein  sind,  d.  h.  eine  convexe 
Oanre  (Fig.  IV.)  vorliegt 

Ein  Blick  auf  Fig.  U.  besagt: 

T>\e  ^\iftcke  auf  einer  zur  I -Achse  im  Abstände  « ^  gezo- 
genen Paralieicn  und  zwar  zwischen  den  unbegrenzten  Geraden  P'P^ 
ond  FqFj^  gerechnet  resii.  ▼oii  ^9^%  oder  P'P^  ist  positiv. 

Hieraus  ergibt  sich  eine  Reihe  von  Eigenschaften,  die  wir  in 
folgende  Rubriken  bringen  können  und  die  in  den  Figuren  zur  An- 
schauung gebracht  sind. 

1.  Anfrinanderfolgc'^)  der  IXarGfaschnittBpnnkte  der  |  xiuagenten ) 

mit  einer  Geraden  S'S  und  zwar 

A)  «iaer  PteaUelen  aar  F-A^  (Ffg.  IL,  Fig*  JV.) 

b)  einer  Seite  des  Polygons  (Fig.  II.) 
resp.  Tangente  der  Curve  (Fig.  IV.) 

c)  einer  beliebigen  Geraden  (Fig.  Illa.  b.,  Fig.  IV.) 

In  Fig.  Illa.  sowohl  wie  in  Fig.  lUb.  ßind  zwei  X^eu  von 
€'2  verzeichnet 

2.  GrössenverhUtniss'«*)  der  Abstände  te  (  c^Lonkte  ) 

von 

a)      sei  dne  Sdte  (Fig.  IL)  resp.  eine  Tangente  (Fig.  lY.) 
Sämmtüche  {  ^^^,^43  1  "^^^ 


und  **)  In  den  fignr^a  IX  —  i.V,.  dasob  Fftile  angedeutet 
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b)  beliebig  (Fig.  lUa.  b.,  Fig.  Y.) 

a)  Ist  in  Fig.  Illa.  der  Abstand  des  F'  von  fi'fi  grösser  als 
der  Abstand  des  Pq  von  2'^,  so 

Abst  des       >  Abst.  des  P' 

u.  8.  w.,  die  Abstände  Y'  Y  algebraisch  gemessen. 
ß)  Ist  in  Fig.  Illb.  der  Abstand  des  Punktes       grösser  als 
der  Abstand  des  Punktes  Pq^  so  folgen  ebenso  die  Abstände 
Ton  Po,  P^,  P^ . . .  der  Grösse  nach  aufeinander. 

8.'  Anfeiiiaiiderfolge  der  Yerbindnngalfaien  der  Ecken  mit  einer 
derselben  Po  (Fig.  I.) 

Ferner  gelten  folgende  S&tze: 

4.  In  einem  Punkte  P  schneiden  sich  höchstens  2  Seiten  (Fig.  II.) 
resp.  2  Tangenten  (Fig.  IV.) 

5.  Anf  einer  Oeraden  liegen  höchstens  2  Ecken  (folgt  aus  3), 
Fig.  L,  resp.  2  Cnnrenponkle  (Fig.  T.) 

6.  Verbindet  man  die  pte,  gte,  rte  . . .  Ecke  (i>  <!  ?  <C  •  •) 
der  Keihe  nach  mit  einander,  indem  man  Ecken  überschlägt,  so  ent- 
steht ein  Polygon  wie  das  ursprüngliche  (Fig.  L,  Fig.  V.) 

* 

Wir  heben  noch  folgende  Eigenschaften  der  convexen  Curveu 
hervor: 

1.  Liegt  in  Fig.  IV.  P  der  Cnrve  auf  der  eonraen  Seite  Idn- 
reidiend  nahe,  so  sind  2  Tangenten  yoriianden.  Die  BerQhnmga- 
punkte  Po,  Po'  befinden  sich  auf  entgs.  Seiten  der  Ordinate  von  P. 

2.  Zu  einer  Sehne  WW,  Fig.  VI.,  lAsst  sich  eine  und  nur 
eine  parallele  Tangente  ziehen.  Der  Berührungspuukt  Q  liegt  zwischen 
W  ond  TK'.  Dies  folgt  ans  S  4.  (2)  und  §  4.  8. 

3.  In  Fig.  V.  ist 

1)    «^*^<x'^<a;  <»" 

8)       <9r  <»  <»' 

5)  Xq  <ix^  <Cxi<^x 

6)  «1  <af  <x^'<H 
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WO  die  Abfldsse  des  Darehidiiiitts  von  JP^Pf  mit  rap. 

pnpm^  P'P^^  P»»P'  ad  1)  bis  3) 
PtP^  Pt^x  ad  ^)  bis  6) 


beaeichnet  (§  4.,  l.  c). 

4L  Ist  in  Fig.  VI.  *)  speciell  x^-»aB*->«^a.t.W.,SOll«t  nuui, 
wenn  die  Tangente  in  Q  pmUel  Z'Z  ist: 

1)  Xq  <C  «1       mj    falls    C  <C  Xq  <^  in 

2)  <  w  <  <ro      „    w  <  aro  <  9 

8)  fl^  nnd  fl^  liegen  in  Jedem  dieser  FftUe  «if  derselben  Seite 
Yon  tf. 

In  Fig.  VU.  **): 

♦»  w*d  w  <  »I  < 

Anmcrkang.  Mit  HttU«  von  4.  Urnen  «ch  derBaibe  nach  fügende 
Angaben  ICsen: 

Aufgabe  l.  Die  in  (c,  c')  enthaltenen  Wuraeln  von  ^(r)  = 
i^(x)^a«— ^  =  0  dAnnttellen,  falls  -F"(x)[=Ö"(x)]>0  lÄr  c^«<c'. 

Aufgabe  S.  Die  reellen  Wurzeln  von  $(x)==ao^-|>«i«"~H%M«tf»=0 
damuteilen,  wenn  die  von         =  o  bekanni  sind. 

Anfgnbe  8.  Die  besagten  Wnrieln  in  der  Torigen  Anijpibc  tu  trennen 
nnd  nShemngsweise  sn  beetinnen,  frann  die  von  0  nnd  9'(«)s=0 

gegeben  sind» 

Aufgebe  4.  Die  reellen  Wnrseln  der  beliebig  vorgeleglen  Gleiebnng 
A«4c»-f-«,>«— l-l"*»^^  beteelmen. 

Verg^  „die  Anfl.  der  nigebr.  nnd  trensoendenten  Gleiehungen  ...  Ton 
Dr.  H.  Sehe  ff  1er,  Braunschweig  ISSS**,  $  10  (dircete  Aufl.  einer  Gleichung 
ohne  Versuchsrechnnng).  Die  dort  angegebene  Methode  stimmt  im  Wesent- 
lichen mit  der  hier  angedeuteten  überein,  möchte  aber  hanptsftcblicb  ein 
theimtiecfaee  Interesse  haben. 


Fix}^0X—ß,   so  «t=*o  — ^//-A  (Bnler'idie 

0  l'o> 


«sU). 


**)  Be  ist  X| 


,  wo  %ix)^F(x)^uT-~fl  (Begnla' 
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'    S  6. 

Wir  besehlHigen  uns  jetit  ndl  dem  System  sweier  eon- 
▼exen  Carven,  Fig.  Villa,  b.  duehscluiitlai  von  einer  beBe» 
Ugoi  Gertden  ^9. 

1.  Bezeidinea  wir  mit  w  allgemein  die  AbsdBBen  der  Durch- 
schnitupimkte  von  K  nnd  so  folgt  aoe  §  4^  Definitta  nnd  §  4w, 
IL  2.  b): 

a.  Ist  Ii  <  rj  <  a-i  <  X,  (Fig.  Vina-),  so  enthält 
tft^      und  (xj,      kein  ir,  dag^en: 

Or«,  S|)  genan  ein  Mkhes. 

b.  Ist  r,  <    <  xs  <  Ii  CF»g  Vmb.),  so 
(Xj»  ar,)  und  (ae^,  JE,)  Itein 

c  Ut  Xi  <    <  r,  <  xs  (Fig.  vmc),  80 
(Jfi>  3r^)        (T^i^  's)  ^^i^i  «•>  dag^en: 
('i«  1^)  g^oMi  ein  8olGhe& 

S.  Fallen  in  Fig.  IXa.  b.  c.  spenell  nnd  Pf  °üt  nuammen, 
80  folgt,  wenn  die  Tangenten  in  Po       9o  sind: 

Iit  ]tt  <  ]^  <     (Fig.  IXa.),  M  befindet  neb 
in      1^  b^  w.  In  (k^,      Ein  «. 

b.  Ist     <  r,  <     (Fig.  IXb.),  so 

in  (J^,  Xt)  kein     in  {m^^  tt)  w. 

c.  Ist  Xi  <  xo  <  Xa  (Fig.  IX  c),  so 
^  O^Y  ^o)  vnd  (a^,      icein  w. 

3.  Zwischen  xq  nnd  Xo  liegt  höchstens  ein  w. 

'4.  la^en  in  Fig.  Vmb.  ^  nnd  anf  der  convexen  Seite  von 
Ky  ferner  zwischen  Xi  und  2»  4 ...  Absdasen  «9,  so  schnodet  9> 
die  Corve  JT  in  zwei  Punkten  P„  P^,  so  dass: 

>i  <     <  «t  <*t 

und 

Xi  <  «b  <  Jf«» 
wenn  die  Tangente  in  Po  parallel  i'^  ist 

Findet  das  Eäne  oder  Andere  niebt  statt,  so  enthftlt 

{Xtf  ti)  kein  w. 
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d.  In  F^.  X.  hftt  man,  wenn  PP^P^  Tugente  an  JT  ist,  nach 

WSbst  die  Tangente  auf  dem  Bogen  WW*  ton  K  fort,  «o  nimmt 
ndt  m  eowcrfd  wie     das  S|  gleichzeitig  zn  oder  ab  und  nmgekehrt 

6.  lü  Fig.  XL,  wenn  2\I\^'  nnd  /i-Po  ^  Curve  K  berOhren, 
nach  2.  a)  und  b) : 

flsi  <  w  <  V  ^     wenn  w— sehr  Idein, 

Denn  zunächst  folgt  ans  2.  a)  V  <  w\  sodann  ans  Fig.  XII., 
wenn  F*eln  beliebiger  Pnnkt  von  9t  nnterlialb  der  Tangente  WT  ist, 
dass  die  BertthmngspnnlLte  Pq  der  von  jedem  zwischen  V  nnd  W 
gelegenen  Punkte  an  JT  gezogenen  Tangenten  auf  die  positiv» 
Seite  der  Ordinate  Ton  W  fidlen,  also  anch  die  den  Punkten  %  des 
Gnrvenbogens  VW  entspredbenden  Pnnicte  i^'.  Analoges  gilt  fflr 
W  in  Fig.  XI. 

7.  In  4.  ist  §  3.,  Kriterium  L  enthalten.  Ans  2.  folgt  §  3.,  Kri- 
lanom  IL,  aus  2.  c  §  3.,  Eriterinm  IH. 


§  7. 

L  Im  Torigea  {  ond  zwar  unter  6.  haben  wir  gesehen,  daas 

wenn  in  Fig.  XL  i\  sich  auf  !t  dem  Punkte  |  ^/  |  nähert, 

I  P  )  entgegengesetzte  Seite  der  Ordinate  von  |  | 

fällt,  wenn  Pj  eine  gewisse  Grenze  ttberschritten  liat,  nnd  dass  zwischen 

dTj  und  I  ^  I  die  Abscisse  von  büchstens  einem  Durchschnitt  liegt. 

Wir  wollen  im  Folgenden  einen  Punkt  P  suchen,  der 
mit  Fl  (ähnlich  wie  Pq\  Pq)  seine  Lage  Terftndernd  die- 
selben Eigenschaften  besitzt 

Worauf  es  uns  dabei  ankommt,  ist  am  Schluss  der  Einleitung 
angedeutet.. 

Bewegt  sich  in  Fig.  XUL  ein  Punkt  P^  auf  der  Geraden 
ausserhalb  iC,  ist  stets  PjPg  parallel  Y'Y,  so  beschreiben  die  Durch- 
schnitte P  und  (P)  der  Tangenten  Pfio'  A  A  "^i*  P^P  einen 
K  ia  W  berührenden  Ort  und  zwar  sind  W  Wendepunkte.  (Dies 
folgt  hauptsärhlich  aus  §  4.,  IL  1.  b.,  Fig.  lY.).  Aus  der  näheren 
Betrachtung  dieses  Ortes  —  die  uns  hier  zu  weit  führen  würde  — 
ergibt  sich: 
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•> 

Die  ento  iMfti^  i«t; 


■ 

(6)  folfti  M  ^         blnllUiffliobkleiii,  ioiiit9(0>o,  da 


1 

\ 


Stehe l:  Untersuchungen  über  aigebroüdk  GitUhmt^  gj^ 

Zeichen  von  {z—w)  also  nach  (4)  gleich  dem  ?on  F'{jt)^tF'{fo) 
—  Zeichen  von  —F\w){b—1)  und  weiter: 

Stimmt  imter  jener  Yonuutetsimg  das  Zddien  Ymi  (i— tv)  mit 
dem  Ton  +J?'(»)(f— 1)  flbermii,  so  nnd  die  YoneicheD  der  Diffe- 
renseo  *— w  und     w  entgegengesetzt,  tr  liegt  also  zwischen 

(7)  s  and  l 

Ferner  haben  nir  als  Gleichung  Ton  P^Fi 

ftiso  ans  (2)  und  (8): 

m(F'{ß)^F'{ii^»F\»)^F{z)^{tF'{t)-F{t)), 

oder: 

(9)  («-tcrX^'W-F'W)  - 1(0, 

wo 

(10)      nt)  -  F'wc«-«)— -  (F«-/-«)), 
mithin; 

(Ii)  K»)  =  0. 

Die  Gleichmig  (10)  düElarentürt  gibt: 

+no  =  ^"(«)(«~«')5-i^"(o(i-ir). 

Durch  Differentüning  von  (4)  finden  wir: 

(»~ic)#''(o+(i^'(o-«n«^))^  - 

Alsoto  i^w  —da  wegen  (4)  nnd  (6)  •  — w  and  ^'(tf) Oist  — : 

mithin: 

(12)  y(«,)  _  a 

Femer  ist: 

-F'-COCt-«.).- 
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Der  veränderliche  Punkt  P  in  Fig.  XIH  hat  die 
schaften,  wenn  ^  eine  Gerade  ist  Er  bedtKt  dieselbe  aber  udi 
wenn  sich  auf  einer  beliebigen  convexen  Curve  Ä,  Fig,  XIL  be- 
wegt; denn  ist  Pj  ein  Punkt  der  beliebigen  Sehne  FITiiiiteviialb 
WT  und  zwar  so  nahe  au  W,  dass  nach  Obigem  «>  t»,  80  ist  auch 
cp  >  —  f  sei  der  Durchschnitt  der  Taiigeiiteil  PiP'«  und 
ViV»  paraUel  r'r—  nach  S  4»  U,  1,  b. 

n.  Wir  lassen  hier  den  algebraischen  Beweis  für  den  Fall 
folgen,  dass  Ä  eine  Gerade  von  i%  Fig.  Xm.,  ist: 

Die  Gldchung  von  K  sei 

2'^  schliesse  mit  der  X  Achse  den  ^  a  ein,  so  dass: 

tg«  =  e.i^'H,  WO  f^l. 
Die  AbsdSBen*  «j  und  a;«'  wollen  irir  mit 

•  reep.  t 

bezeichnen.  Alsdann  ist  die  Gleichung  von 

(1)  8'« :  y — t .  ^^{w) , «+ 1 .  ff .  p'iw) — .9  («)  «  0 

Also: 

(8)       «(i^'(l)-t  JP'C«)  -  t.F'(t)—F(t)-'(twr(w)—Fiw) 
oder: 

wo 

Die  erste  Derivirte  ist: 
die  sweite: 
also: 

(6)         VH  =  0,   9)'("')  =  0  und  ^'(w')  >  0. 

Aus  (6)  folgt:  Ist      ^0  hinlänglich  klein,  80ifit9)(0>0,  da 
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Zeichen  von  (z—tc)  also  nach  (4)  gleich  dem  von  F'it)—tF'{w) 
—  Zeichen  von  —F\w){e—i)  und  weiter: 

Stimmt  imter  Jener  Yonnusetziuig  das  Zeiehen  von  {t—'w)  mit 
dem  Ton  1)  ftberem,  so  smd  die  Vorseichen  der  Diffe- 

renzen »— »  und  I—»  entgegengesetzt,  «r  liegt  also  «wischen 

(7)  M  und  u 

Ferner  haben  wir  als  Gleichnng  von  r^P; 

also  aus  (2)  und  (8): 
oder: 

(9)  («-iir)(J»'(.)-^(0)  -  ^#), 

(10)     fit)  -  iP'(»)(«-u»)-.FX*)(<— tf)  -w«)— 

mithih; 

(Ii;  ^(tt,)  =  0. 

Die  Gldchoqg  (10)  differentiirt  gibt: 


Durch  Differentürung  von  (4)  finden  wir: 

(«-«')^'«+(J"(*)-«i^'(W)f  -  v'CO. 
Also iür  c  —  w  — da  wegen  (4)  nad  (6)  s  —  w  and  ^'(10)  —  Oist -*: 

mithin: 

Femer  ist: 

^^'''WC«-«^). 

T«n  LYU.  ^ 
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dz 

Purch  nochmalige  Bifferentürang  obiger  Gleichung  fttr     ergibt  sich: 

also  fÜr<»to(da^  —  0  und  nach  (4)  und  (6)  «  »  w  und 
-  ^'(w)  ist): 

folglich  f&r  diesen  Gfenzfoll: 

(13)  ^"(ic)  Ä  —  iT'X«;)  <  0. 

Ans  (11),  (12)  und  (IQ  folgt:  Ist  («— w)  abBolat  hinlänglich  klein, 
80  ist  iif(i)  <  0,  also 

nach  (9)        das  Zeichen  von  (a;—u>)      =  Zeichen  v.  i^'(<)~J?''(«>, 
„  §4,U(3)„.    „       „  r(ty-r(M)^  „ 
1»  (7)  w      »       w  #— »).        =      „    „  w— «, 

mitbin  »      »       «  «— w        —      „    „  tr— «(w.z.b.). 


§  8. 

L  Wir  &]iren  mit  der  LOsung  der  mit  in  §  7,  I  gestellten  Auf- 
gabe fort  Wenn  in  Fig.  XIY  a,  b  sich  auf  K  d0m  Dnrchschnitt 
IT  Ton  ft  imd  JT  n&hert,  so  bleibt  Ton  einer  gewisse  Stelle  an  P  auf 
der  entgs.  Seite  der  Ordinate  des  Pnnktes  W.  (Siehe  §  7,  I). 

Ist  H  eine  sich  mit  verändernde,  jedoch  stets  conyeze  nnd 
durch  Pj  und  P'9(Po)  gehende  Curve,  so  hat  auch  P'  die  besagte 
üigenschaft  von  P  (folgt  ans  §  6,  4.  4)  ,  Fig.  YII). 


Lanten  die  Gleichungen  von  K  und  Ri 

V  —  ^(») 


(1)  I  nnd 


so  finden  wir  eine  Curve,  welche  für  jede  Lage  von  P^  durch  P^  «ftd 
P'o(Po)  geht,  in  dem  Ort  der  Berfthnmgspnnkte  der  Ton  i\  an  das 
Sjrstem 

•   y«»a.P(«)  (n  variabel) 

gezogenen  Tangenten. 
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Die  CUeichung  desselben  ist  bestUnmt  durch 


und* 
tUo: 

oder: 

(2)   ^ 


y-8(^i) 


1— a^i) 


Fix) 

IL  Ist  spedell  Fig.  XV, 

O-")         w6  i  >  0  und  r  eine  ganze  Zahl  (>  1)  bedeutet, 

F'(x)  r 


80  ist 


oder: 

(2) 


^(«T     «*  folglich  jener  Ort  I  (2); 

'      «Bj —  (r — 1)« 

/  d.  h.  eine  durch  O  und  gehende  gleichseitige  Hyperbel 
mit  zu  den  Coordinatenachsen  pandlelen  Asymptoten,  ^£L 
and  MN^  dargestellt  durch: . 


(3) 


r — 1 
1 

y-  — ;:z:i«ifi. 

Bto  Hatur  difltet  Ortes  olMllt  auch  d«raiu,  daat  dia  AtodolMe  d«r 
Tangenten  d«r  Cimre  ysjU«"  aof  der  IT  Achse  proportioiial  den  AbidNin 
der  BerQhruogsponkle  sind,  die  fai  Frage  stehende  Cnrre  also  der  Dorcfa- 

schnitt  zweier  proportionalen  StrahlcnbflBchel  ist,  von  denen  P,  den  einen 
Mittelpunkt  bildet  xmd  der  in  der  Richtang  der  yAehie  Uegeode  MMPdlioli 
entfernte  Funkt  der  £bene  den  andaim 


lii^  in  Fig.  XY«     im  %,  Qoa^branten,  auf  der  convexen  Seite 

0* 
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Sieb  eis  ütUtrstidUaigm  Ißter  ' a^ebnmdU  Cltukimgen^ 


von  JT,  80  sind  O^P^  sowie  die  BertÜmtogspunkte  Po  und  P'o  ^ 
von  Fl  an  X  gesogenen  Tangenten  Punkte  eines  und  desselben  Zwdges 
del*  gleichseitigen  Hyperbel 

Derselbe  kann  also  als  eine  Cnrve  //  (siehe  zu  Anfang  des  §  8. 
Fig.  XIY.  a,  b)  betrachtet  werden,  wenn      besagte  Lage  hat 

m.  Wir  wiederholen,  oder  vielmehr  stellen  zusammen  filr'den 
vorliegenden  spedellen  Fall  II  (i):  ' 

Nähert  sich  in  Fig.  XV.  I\  auf  der  convezen  Seite  von  K  einem 
CttTvcnpunkt  W(  W^)  längs  der  beliebigen  eonvcxen  Cnrve  ff,  so  ist, 
wenn  /\Po9  A-'^oi  «^it^'  Tangenten  von  X  bilden,  von  einer  ge- 
wissen Grenze  an: 

1)  xq  <^w  <^x^   resp.   a^i  <C     <1  ^^'o 


3)  In  die  Intervalle  («o^Ji)  bezügl.  (xjx'q)  mithin  auch  in  die 
kleineren  Intervalle  (xx^)  bezügl.  (x^x)  kann  von  den  Abscissen  der 
Durchschnitte  von  K  und  St  höchstens  eine  fallen. 

4)  Das  sich  auf  (xix'q)  Beziehende  gilt  auch,  wenn  im  4. 
Quadranten  liegt.  —  Welche  Yerhältuisse  bis  zu  jener  Grenze  statt- 
finden, geht  aus  §  6.,  6  hervor. 

Auf  diese  £rieterien  in  Verbindung  mit  Art.  I,  §  2,  Aufg.  I. 
basiren  wir  unsere  Metbode  der  Trennung  der  reellen  Wurzeln  alge- 
braischer Gleidiungen;  auf  S  6,  6.  verbunden  mit  $  An^.  IL  die 
^Annfthemng  an  dieselben. 


I.  Es  ist  von  Interesse  die  auf  geometrischem  Wege  erhaitencu 
Sätze  1)  bis  4)  auch  algebraisch  abzuleiten. 

Die  Sfttzo  8)  und  4)  ergeben  sidi  leicht  durch  Betrachtung  des 
Verlaufes  der  Function  ip{x)  «       —  (ax+/3),  Fig.  Y. 

Die  einzige  Schwierigkeit  bietet  2)  dar,  weshalb  wir  den  alge- 
Vraischen  Beweis  hier  folgen  lassen: 

Sind  in  Fig.  XIV.  a,  b  die  Gleichungen  der  convexen  Curven 


ebenso: 


2) 


S  9. 


(1) 

(2) 
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(3)  irnaeh  «ö,  I:  y  =  jg^jj-'A^.) 

—  wir  nehmen  an,  daas  (3)  eine  convexe  Canre  darstellt  — ,  so  ist  dU 
Abscisse  von  F'  eine  Wurzel  von 

^-<*-^>  Tw- 
in Fig.  XV.  ist  BpedeU         =  ^,  also  die  ^ortigen  c  und 

Wurzeln  von 

Also,  F(x^)  —  A«!''  gesetzt: 


Somit  ist,  wenn  vir  nir  Abkftming 

r  > 

(5)         /  VpW— 
setzen,  iu  Flg.  XV.: 

II.  Wir  gehoii  nun  zum  Beweis  der  Sfttze  2)  in  §  8.  über  nnd 
beweisen  dass  in  besagter  Figur: 

1)  «<w<l^i  ist,  wenn  ä-j  —  w  hinreichend  klein  genommen 
wird: 
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d.  h.: 
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Es  ist 

also  »  reell  und  ^  w  je  nachdem: 

Wir  bezeichnen  diese  Function  mit 
SO  ist  also  x^w^  wenn  bezflgUch: 

(2)  ^  0. 

Kun  ist 

=  Oi 

folglich: 

(3)  ^(»)  -  0. 

Durch  Diffisrentürong  von  ^(xi)  und         erhalten  wirs 

undf 

!'/'(„)  -  F'Cwj-g'Ctir)  >  0  (VergL  die  Fig.); 

also: 

(4)  ^'(w)  =  —  2wrf'H  <  0. 
Durch  nochmaligG  DifSerentlimng: 

=  (%--w)*(r--l)(r-2)a:i*-8+4(«i— »)(r~l)ar/-2 

und 
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oder: 
Also 


(ö) 


da  8"W  >OuiMli>0,  r  —  gl,  Zahl  >  1. 
Ans  (3),  (4)  und  (5)  folgt: 

Für  ein  dem  w  auf  der  po8.  Seite  hinreichend  benachbartes  xg 
ist  ^«j)  <  0,  also  nach  (2): 

«  <  tc   (w.  z.  B.) 

Wir  beweisen 

2)  dass  Xi  <  tr'  <  «'  ist,  wenn  w' — hinreichend  klein  genommen 
wird.  (Fig.  XY,). 


wo 


also  a;'  reell 


Ist        >  w',  80  nm  so  mehr  «'  >  w 

»    I»    <  «'S  »      ^      jß  nachdem : 

oder 

(2)   d.  h.  je  nachdem  ^(a;^  ^  0  ist, 

wo  Ti'(a-i)  die  obigo  Function  1,  (1)  ist,  darin  w'  statt  w  gesetzt  Also 
analog  wie  ad  1): 

Für  eiu  v'  auf  der  negativen  Seite  benachbartes  a;^  ist  somit  ^C%)>0, 
also  nach  (1)  und  (2) 

»'  >  w'  (w.  z.  B.) 
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algäbrakekä  QUUiungen. 


Bei  den  oUgen  Beweisen  ad  1)  und  2)  ]ial>en  wir  TOiaiisgeietst; 


d.  h.  geometrisdi: 

dass  sieh  die  QnrTen  K  und  schneiden,  nicht  be- 
rühr en  (wie  überhaupt  in  s&mmtlichen  Figuren). 

Wir  wollen  dies  bei  den  w^teren  Untersachongen  im  Auge  be- 
halten. 


und 


Digitized  by  Google 


ßopp€:  Zum  iMlM  du  dnifack  «rfIflfMalfii  fIM— ytHwt.,  89 


IV. 

Zum  Problem  dee  dnifkeh  orfhogoiudeii  Flidieiiifystems. 

Ti«ztor  ArtilML  i  orlMteuK  toa  Bd.  66.  N.  XXIU. 

Von 

i?.  Hoppe. 


DiHcussion  der  allgremeinen  Bedin^iin^grleichnngeu  fUr  das  ortho- 
gonale f  Jäehens jstem ,  welches  einem  ebenen  System  toh  Geraden 
und  parallelen  TnO^^^torien  entoprlchU 

Die  in  Bede  stehenden  Bedingungen  nnd  in  S  5.  Seite  2&3. 354. 
dorch  die  GL  (78)  (74)  ausgedrückt  Jeder  Term  derselben  ist  das 
Prodnct  einer  Function  H  Ton  u  nnd  einer  Fonctton  A  von  v,  wenn 
man  w  als  constant  betrachtet,  so  dass  die  Gleichungen  die  Form  haben 

In  dieser  Form  dargestellt  lauten  sie: 

ir+fii<*+//jfH+^»»+Ä'4+ä  A^+hA^-^A  =  0  (120) 
•  * 

(121) 

nnd  zwar  ist 

^  -  i*"*äÄ+ 2       81^+2  äÄä;^-*S;^*»  (^22) 
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90     ^Mqpp^s  Zum  Pnhlm  du  drmfiidk  artkogonakn  FUldwug$Um. 

„  dk 


^  -=  ö  p  cos« 

wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist 

-=         xjS'ßma+TjS'coB«;        =  g^— xo'  —  ÄjJ'cos« 

Dass  ^  mit  1  Tariiit,  also  nicht  constant  null  ist,  ist  Vor- 
aussetzung für  das  ebene  Liuiensystem.  Ferner  können  wir  jetzt  deqj^ 
in  §  6.  behandelten  Fall  ausschliossen,  wo  h  ganze  Function  höchstens 
2.  Grades  von  ä  ist.  Setzt  man  also  in  Gl.  (120)  für  u  vier  ver- 
schiedene Specialwerte,  so  ergeben  sich  Via  A^^  A^^  Aus- 
drücke linear  in  fi,  m  und  ir.  Diese  mögen  sein: 


Digitizod  by  Goüßlt 


A-c+c,ii+c^ti^+c^K  ^  ^^^^^ 
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.....  l 
Nach  deren  Einsetzung  geht  die  Gleichang  aber  in 

Die  eingeführten  Coefäcienten  sind  Rümmtiifh  Functionen  Ton  w  allein 
oder  constant 

Die  weitere  ünterBnchang  teilt  sich  nun,  jo  nachUom  zwischen 
(i,  {i,  und  n  eine  lineare  Belation  besteht  oder  nicht  Wir  nehmen 
«R^  daa  letztere  an. 

Ftßf  we  iwischen         and  n  keine  lineare  Belation  besteht« 
Hier  kann  Gl.  (125)  nur  erfüllt  werden  durch 

//  +A  -{-Bk  +C  ^^+L>k  =  0 


(126) 


Kach  Definition  der  H  ist 


EUiminirt  man  die  H  mittelst  der  yorigen  Qleichmigen,  so  kommt: 


•wo 
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M^O-Jl,-(Ii,+^»+(^-^f  ^^^^ 
If^A+(B-A,)A-h (C-^  +^i> 2         Oi+^i>  2+^4 

i>  s» -ff, -f  ( Q  —      A  —  2 
imU  aadi  AaflM^f  beider  CHeichiuigeii,  wofern      nicht  null: 

vonuü       Ettmiiiation  Ton  k: 

1^  Mb»  4ten  Grades  ist,  bo  igt  einer  der  3  Tenchiedenen 
If^Mtora»  doppelt  in     enthalten.  Sei  also 

dann  wird 

oder 

fol^ich  atedct  J2|,  wenn  es  nicht  nnll  ist,  als  Factor  in  E,  In  Mden 
Fillen  ist  h  ganze  Function  2.  Grades  gegen  die  Yoranssetsmig.  Et 
bleibt  daher  nur  möglich 

Jetzt  erliält  man  dnrch  ülimination  tob  k  swischen  den  Gl  (127)  s 

BMdN 


dh  dh 


Ist  mm  M  weder  nnU  noch  dn  Quadrat,  so  ist  es  Factor  von 
und,  damit  h  nicht  2ten  Grades  sei,  niedern  als  2ten  Grades.  Sei 
also  N  —  ML\  dann  wird  die  Gleichung: 

Ist  hier  m  der  Goefficient  Ton  A  in  Af ,  and  7  der  Coeffident  von 
in     so  werden  die  Coefficienten  ?on  A',     bzhw.  in  P,  ^: 
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also  Im  —  0,  und,  da  /  nicht  null  sein  darf,  m  —  0,  d,  L  constant, 

k  ganze  Function  3.  Grades. 

Wäre  M  ein  Quadrat,  so  engibe  Bich  naeh  filiieetniiig  in  (129) 
sogleich,  dass  es  Factor  yon  mithia,  wefl  es  oiedem  all  9.  Grades 
Bein  1111188,  constant^ivfire.  OL  (IdO)  gAhe  dann  P=:(^  also  C^=0, 
wie  vorher.  Wir  haben  daher  nnr  die  2  FiUe:  entweder  ^  k  ganze 
Function  8.  Grades,  oder  Jf— 0,  JV-O,  P  — 0  und  Aber  nichts 
entschieden. 

Kl.  FaDy  wo  k  ganse  Fnnctiou  3.  Grades  ist« 

Sei 

dann  uchmen  die  Gl.  (126)  die  l'orm  an: 

Eliminirt  ipan  mittelst  dieser  Gleicfanngen  die  iT  ans  den  Gl.  (122), 
80  geben  die  einzeln  verschwindenden  Goeffidenten  der  verschiedenen 
Potenzen  von  h: 

A  =  A^xüQ ;    D  =  A^w^ 

Ai^  B— A^Wj^  —  BqWq  ;         =  —        ;        = — B^io^ 

Femer  ist  nach  Definition  der  H 

Kach  Einsetzung  der  gefundenen  Werte  erhält  mau: 


(132) 
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Die  Tabelle  der  Goefficieiiteii  Usst  aidi  nim  folgendennuBen  scbreiben: 


wo 


,  }  (135) 

EU  setzen  ist.   Führt  man  diese  Coefficientenwerte  in  die  4  Gl.  (132) 
ein,  eliminirt  mittelst  derselben  4  Gleichungen  und  (IBl)  H, 
ffft  ff^  ans  der  ersten.  Urgleichiiiig,  und  erfttUt  diese  nnabhftiigig  Ton 
hy  80  kommt: 

Ai  —  AQ-^-B^fix+^i^ 

^%       — A  +  ^2f* 

Nach  Einiuhrung  dieser  Werte  geben  die  4  enten  GL  (123): 
0  =  0 

ra'+Si3'sina+^+^**+-ßs(l-**i)+äf /5'co8a+gj^+^8»  =  0  (137) 
SiC0BiL+riSini+^8--Bjf4-0  '  (186) 

1^  +  a'  sin      ß'  8in«C08l+ 1^   cos  a +i^3  --^  -  0    ...  (189) 

Diffcrentiirt  man  Gl.  (138)  nach     80  kommt: 


(186) 


iSjSinA+riCOsA+g^^'cosa— =  0 


(140) 


Differentürt  man  nochmals  und  addirt  die  primitive  Gleichung,  so 
findet  man: 

^©+A(|)<r""+*—('+S)-° 

Nehmen  wir  die  zweite  Urgleichung  (121)  hinzo,  80  wird  deren  linke 
Seite  nach  Einführung  des  Wertes  (131)  von  h  eine  ganze  Fooction 
4.  Grades  von  ä,  deren  Coefficienten  einseln  verschwiiiden  mfiBsen. 
Die  4  ersten  tun  dies  von  selbst,  der  Goeffidfint  von  ^  fps^i 
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-^g  =-  0  oder   ^  -»  ^'cosa 
Das  Integral  wollen  wir  schreiben: 

*-t^)+^  (^-/cos«V)  (141) 

Bemgcmäss  lassen  sich  die  Gl. .  (139)  (140)  folgendermaasea  aos- 
drücken: 

(bit)  +       — ^8+ a'8iQ^+  /J'sin«  COii  s=  0  (142) 

(lr:)-*'(''+lrO+^-o  (148) 

WO  bei  Differentiation  nach  w  nicht  1,  sondern  v  tls  constant  in  be- 
trachten ist  Die  Differentiation  nach  X  kann  man  als  Differentiation 
nach  betrachten,  so  dass  sie  sich  nnabhftngig  Ton  w  vollzieht 
Addirt  man  so  die  61.  (142)  zn  ihrer  zweiten  Ableitung,  lo  erbftit 
man^  mit  Beachtung  des  Wertes  (135)  Ton  B^i 

nod  nach  bitogration: 

a+f  ^  =  (144) 
Hienron  bat  das  vollständige  Integral  die  Form: 

Dies  in  (142)  eingeführt  giebt: 

'        Cosa  '  COS« 

Während  willlArlicli  bleibt  Dagegen  verlangt  GL  (144)  die  Re- 
lation: 

Gl  (143)  geht  Jetzt  Aber  In 

oder,  bei  Auweadimg  der  Werte  (135): 
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und  giebt  nacli  Integratai: 


oder  einfiidier: 


Multiplicirt  man 

und  integiirt,  so  kommt: 

Multiplicirt  man  statt  dessen  einzeln  mit  dcosil,  dsinA  und  integrirt, 
so  erhält  man: 

5  — i  ^  -j-  (jr,  —  s  M'g^2j      ^  _|_  (3^,^  y     —  COS  A  —  gj"'* ^ 

+C0B9/t^dc08«^ — Biii(/«^d8iii«o  (147) 

r  =»  2o+ («^1— i«4*)  siiiA+(3w4  y w,— w^)  (finn A + g|^<^OB 
+ sin       d  COS  vo + cos  9Sh  ^ 

Diese  Werte  haben  noch  die  Gl.  (138)  zu  befriedigen,  deren  Ableitung 
nach  V  idcntiscli  erfüllt  ist.  £s  geht  daher  nur  eine  Belation  zwischen 
Functionen  von  w  hervor,  welche  lautet: 

Endlich  bleibt  noch  h  zu  bestimmen.  Zufolge  der  Werte  (184) 
(135)  rednoirt  sich  die  letzte  Gl.  (132)  auf 


öw     ywg  '  2wg 

und  giebt  integrirt: 

-y;iÄ-f^+W4  (148) 

Hiermit  sind  alle  Grössen  bestimmt,  und  man  kann  leicht  daraus  die 
Lösung  zusammensetzen. 
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IL  Fidl,  wo  iNkebie  kvMMhe  Fmeltai      A  tot. 

Wenn  unter  der  Bedingung  von  §  9.     keine  kubische  Function, 
von  h  ist,  so  sind,  wie  sich  zeigte,  die  3  Grössen  (128)  nniLhhj^iig^g 
von  h  null,  daher 

=  0;       Cs  =  Z>, 

OBd  man  hat  nach  (126)  und  (12i): 

H+Bh+C  ^+i»=sO  - 

i^a+D-i>^Ä+X^^  =  0  (149) 


(löO) 


Die  4te  Gleichung  enthält  h  nicht,  die  3  enten  sind  identiseh  und 
lassen  sich  durch  (133)  Tertreteiiy  welche  lautet: 

g;^  +»'  -  B+  C»-<^  -2  +  (A-A*)» 

+  (^-A»+A-^|  (151) 
Sie  hat,  gleichwie  (121),  die  Form: 

also  bleibt  nach  Subtraction  wiederum  die  gleiche  Form: 

Für  einen  Specialwert  von  v  gehe      i2  über  in  dann  wird 

Teil  LVIL  « 
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Dies  eingeführt  in  U62)  giebt: 

Im  aUgemeineii  ist  Xi^  tranflseendent;  dann  veriangl  die  leiste  Glei- 
ehnng: 

E^w^B^i  Q*-t0^Q»  (154) 

folglicU  sind  Q  und  M  unabhängig  von  v.  Ist  Icq  rational,  so  ist  es 
im  allgemeinen  yon  der  Form  ^  und  L  linear,  also  jfe  —  X  gldch- 
falls.  Ausnahmen  sind  folgende: 

.  1)  Ist  Ji^i  SS      inin6«r,  SO  wird 

k «?i  Af+tTg  4-       t^a  nidit  null, 
und  nach  Einführung  in  (169) 

folglich  Jf  Factor  von  iz;  und  wenn    —  PH; 

* 

folglich  M  auch  Factor  von  P,  und  man  hat  wieder  die  Gl.  (154). 

'  2)  Ist  i2  linear,  so  wird  k  Function  2.  Grades. 

3)  ÜBt  Jl  unabhängig  von  A,  so  wird  k  kubische  ganze  Function 
davon. 

Scbliessen  wir  also  die  Fälle  ans,  wo  k  ganze  Function  höchstens. 
3.  Grades  ist,  so  sind  stets  Q  und  It  unabhängig  von  also  auch 
Ol  und      sowie  deren  Je  3  CoeMcienten.  Man  hat  also: 

WO  Q,  /?,  etc.  beliebige  Functionen  von  w  bezeichnen,  und  zwar  gilt 
eutwedor  GL  (153),  oder  es  ist  —  nämlich  wenn  (121)  und  (löl) 
identisch  sind  — 

a-H-«';   Ck^C;    Q.  Q  1 
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Führt  man  die  Werte  (15ü;  und  (155)  m  (123)  ein,  so  kommt: 
0  —  0 

Tte'+^'dn«  1^  +  (/>4l  -/Tcos  a)  Ii + (A+ 

--ß+Q»+Ci(|H-l)  (167) 
fii00BA+risinX=  C+Ciju+Z),»  (15b) 

«'amA+/J'8inoco8A+^+^^/3'cosa=  Z>+Z>,fi+£),;4  (159) 

»  -  M  |[)  +  (C-  Q.)  ^  =  0 
(Jl.+i)b)g  +  (<l,+C,)|^  =  0. 

/z?-Ä-HA-Ä,)^iVfi^),h  I  Ii  =  0  .  (161) 

woraus  nach  EHmination  von 


dn 


(Ä,--A)'^+^-»'-Q+{^+Qi)ih  -  0 

2s ach  Voraussetzung  von  f.  9.  lassen  sieh  diese  beiden  Gleichungen 
nnr  erfüllen  dnrch 

QssB  —  n';   Qt=C;   Q,  — — d 

Dann  aber  bleibt  von  Gl.  (152)  nur  übrig: 

B^D 

Hiemach  gelten  die  Gl.  (15G)  ohne  EinschrUiikung;  dies  hat  zunächst 
die  Folge,  dass  die  2  Bestimmungen  für  k  (121)  und  (151)  unter 
allen  Umständen  identisch  werden;  (151)  bildet  die  einzige  Bestim- 
mung. Ferner  sind  jetzt  von  den  9  aus  (123)  fliessenden  Kelationen 
die  rrste,  5te,  6te,  7te  und  9tc  von  selbst  erfüllt,  so  dass  zur  Be- 
stimmung von  A,  fi,  «  aUein  (1(X))  (159)  (157)  (158)  übrig  bleiben. 

Doch  auch  (157)  (158)  sind«  wenigstens  in  ihren  AUeitongen 
identisdi.  DÜfferentiut  man  nämlich  (158)  zweünal  nach    so  kommt: 
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also  nacli  Addition  der  pzindtireii  Gleidnmg: 

Dasselbe  Resultat  erhält  man,  wenn  man  (157)  und  (159)  einmal 
nach  k  differentiirt  und  die  Grösse  a'cosA — /S'sinasinA  eliminirt 

*  Die  GL  (160)  (159)  (102),  welche  jetzt  X,  f»,  »  bestimmen,  sind 
berats  in  S.  6.  als  GL  (85)  (88)  (90)  TOigekommen,  nur  fehlten  in 
(90)  die  beiden  ersten  Tenne  der  rechten  Seite  von  (16^).  Wir 
haben  sie  daselbst  nnr  fiDr  den  Fall  a  — 13  —  0  integrirt  Ein  anderer 
Fall  der  Integrabilitftt,  den  wir  hier  betrachten  iroHen,  ist  i)«  —  0. 
Die  Gleichungen  werden  * 

1^  =  |3'cos«  .  (163) 

(sw)  ^  •D+i>ifi--«'sinA — jS'sinacosA 

Verbindet  man  die  zweite  mit  ihrer  Abldtung 

{L  Ii)  =  ^ig^-«'cosA+lJ'8in«sinÄ 
so  erhält  man:  ^ 

Hier  gelten  zur  liinken  flberall  die  unabhängigen  yariabeln  was 
die  runden  Klammem  anzeigen  sollen.  Zur  YereiniiEu^ung  sei 


woraus: 


C=  Wg—  IV^W^'  J  =  ~ 


/3'8in«+Mr'  -  am«)' 


t' 
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dann  fi^bt  Gl.  (169)  integtirt: 

X  =  t^+Wo  (166) 
und  die  Gl.  (165)  (164)  gehen  über  in 

(£l?)-"*'-"*''*'+S'(''+gr«) 

Entere  giebt  integrirt: 
woTon  der  reelle  Teil: 

Der  Coef&ä&aX,  von  s  ist  davon  für 


(168) 


nur  die  Ableitung.  Dies  in  (167)  eingeffthrt  ^ebt: 

ud  nach  btegntion  bei  oonBtaatem  •: 

gJ-«i+«!l+»»*(«.+g) 
MoltipliGirt  man  mit 

und  integrirt  bei  coustantem      so  kommt: 

=     |w6+«'»Vi+M(v  +  ^)+/«^a^i  U69) 

—  [w,8in»o+/vfÖ8int;o+w4(»i8inro+^<»sro)jy^ 
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Mnltiplicirt  man  statt  dessen  mit  d608(«^+«^),.  88in(«^+t0^)  und 
mteerirt  ebenso,  so  erhält  man: 


S  =  * + (m^» + »4  »i)  COB  (iv) + K-o) — »4  ^  sin  («^  4-  tf J 

+ cos  wq/v^  d  COS  vq  —  ßin  wq/üj  ö  sinvp 

T=  ro  +  (M?3+«74i;i)8m(Vo+iro)-f  «7^^C08(Vo+Wo) 

+8m  wofv2 B cos  Vq  +  cos  WQ/v^BBiuv^ 


(170) 


(172) 


Die  hier  eingeführten  Functionen  von  ti^,  d.  i.  iS^  imd  haben  Jedoch 
noch  der  Gl.  (157)  zu  genOgen,  welche  nach  Einsetzung  der  .Werte 
von  S  und  T  giebt: 

:^b«  4-'^o<tg«+^+«;i(V+w.tc,0+^i|^^  (171) 

Die  Einsetsnng  derselben  Werte  in  (158)  Uefert  noch  folgende  2  Glei- 
chungen, die  hier  dnrch  Identifidrong  der  Goefficienten  von  cos  , 
nnd  sin«^  erhalten  werden,  Ck^effidenten  die  bd  Deduction  vou  (162) 
ans  (158)  eliminirt  worden  sind: 

S,' -i-iTt-ntg.)y^' +»^'  icos«,  pj^^t^ 

"t/        »iCOS«  J 

IT/     o    /       ^1     /  (  .  /*ß(sin/r/)Sma) 
T,'-S,^'-»^+„,'  ^^^^^ 

'        V       ir^cosa  ) 
Eliminirt  man  Tq,  bo  erhält  man: 

1      B  /it/cos'wqN  /*5(8masinego) 

_    1     3  /tg/sin^M^pX  /*8(sinttcö8tgo) 
sinwodtffoV    i»«'  10^000« 

nnd  nach  Integration: 
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wonwi  nach.ctor  «nten  Ol  (178): 

Mv/   \  Cosa  iTjCOSo  ) 

Dieae  Werte  mttam  wiedemm  der  GL  (171)  genügen,  ^'acll  Ein- 
ftthnnig  «rWt  ninx 

,  ^aiD«co8?ro)^  (  Pf  tpA  8(8iii«co8t^^)  /*8(8inacos «p)  \ 
'        cos«       t^/  V**"  lOj/       Cosa  tr^cosa  ) 

(siuasiuecy)' f  P[        A  3(sina Biniro)         /^^(smasmu'o) ) 

Die  I^mdioiien  h  und  h  tob  (u,  «o)  werden  beetimntt  dnreli  die 
GL  (US)  md  (151),  welche  3  Ihtegntioniwese  darineten,  die  all- 
gemeiD  ram  Qele  iUiren.  Zaofldwt  giebt  Gl.  (149),  d.  L 


Ol  Ii 


da*  Integral 

•         -  '   


wo  a  eine  von  «  nsablübigige  ^dailAsung  bezeichnet,  die  sich  «Is 
wiUkftrliche  Function  Ton  w  betrachten  Itat,  indem  man  die  Gleichung 

e* 

dnrdi  eioen  der  Coefficienten  'erflDJli;  wo  fenner 

V  -  «/(^.-^•<^>ö«'.      p  =s  i/i)bYaio  (174) 

und  %  eine  willkürliclie  Function  von  ^  ist 

Man  kann  uuu  erstlich  Gl.  (151)  nach  gewöhnlichem  Yedahren 
mittelst  der  simuitaueu  Gleichungen 
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» 

integrireiL  Benatzt  man  die  bereüs  Tollxogeoe  InfcQgiitkm  dar 
mid  beachtet,  dass  vermöge  (174) 

./(i>i-i>.»)8»  T 


ist,  wo  %  anfiLnfl^eh  nur  (Tonatante  der  Integralaon,  bei  AMmeaätag 
der  iDtegrale  anf  die  partieUe  Differentialgldcbiuig  in  den  ftr  (173) 
gültigen  Wert  flbergefat,  so  erb&lt  man: 


das  ist  eitwklnlt: 


W  - J^[{jS-»+C<s-C^-^e^+(C-C^a)t%-iC^x>^^ 

und  «4  eine  zweite  willktuüche  Fimction  von  u  ist 

Statt  deaaen  kann  man  auch  gleich  anfangs  anf  die  Unabhftngigeii 
w  übergdien.  Indem  man  GL  (151) 


/dL'\  Jk« 

Um  A  in  eUmlniren,  setze  man  erst: 

nnd  lasse  den  von  ki  imabh&ngigen  sich  ««^Kfcsugig  von  1k  auf 
beiden  Seiten  heben,  so  dass  nur  bleibt: 

Hienn  haben  ^        die  3  linearen  CHeichnngen  an  oftUlen: 

F'-^OD'^BD^^C        I  (176) 
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Ist,  wie  oben, 

A  =  0;  A=7^ 

j 

so  hat  man  nmnitkelbar: 

~  Uj  U?! 

und  die  Coeffidenten  ergeben  saocessiTe  die  Werte: 

Andernfalls  gelangt  man  durch  die  ueue  SabstitOtlon 

(M+Nh+Fj^k^ 

zu  derselben  Gleichungsform,  deren  Auflösung  dann  =  u^f^w)  ist. 
^Uen  w  deshalb  sogleich  A;,  »  u^j  dann  crgiebt  die  Einführung : 

M'^b^M—DN  —Ol 

N'  —  DF+D^M^-O  >  (177) 

woiaas: 

und  nach  Integration: 

.      -=  2MF+C  (178) 

Eüminirt  man  M  und  P  sfwisclien  doi  GL  (177),  80  erhftlt  man  eine 
lineare  Gleichung  3.  Ordnung  für  Ä  Da  08  rieh  hiemach  nnr  am 
Ermittelung  von  Spcciallösungen  handelt,  80  können  wir  e  —  0  setzen, 

und  Gl.  (17Ö)  durch 

jr=s  vw^N\      N  —  2i^P  (179) 


erteilen,  wo,  wie  oben  A     —  gesetzt  ist  Bann  gehen  die  ersten 


bdden  GL  (177)  Uber  in 

D     V*  D 


D^wiif  (180) 


woraus: 

Betrachtet  man  hier  v  als  wiUkttrUche  Fnnction  von  tv,  nnd  erfttUt 
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die  Gleichung  durch  D  oder  D2,  so  crgiebt  sich  N  ans  (180),  und 
3f,  P  aus  (179).  Diese  Specialwerte  lassen  sich  verallgemeinern, 
indem  man  OL  (181)  auf  Cbrond  des  Sj^edalwerts  v  yollständig  inte- 
grirt  Hat  man  dami  3  Lösungen  A^,  so  folgt  nicht  nnr 


•  filr  constante     sondern  aneh 

Mr  Goeffidenten  welche  den  rechten  Seiten  von  (176)  entsprechen, 
da  die  linken  gans  mit  (177)  flberdnatünmen»  und  iamm  E  nnd 
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V. 

Miseellem 


1. 

Beaierinni;  n  icm  BeirciAe  «iaer  MaaBtem  Fcmel  IBr  im  lahal« 
46S  TetTMteB  K.  V.  8«it»  17.  im  Torigm  T«fle. 

Der  citirte  Beweis  gebt  wohl  am  einfachsten  mit  Hilfe  de«  von 
N«^  \U6t6'\m  m  einer  Brocliflre  Ober  das  Prismatoid  gebravchtOB 

yjDer  Inhalt  eines  Tetraeders  ist  gl*  ieh  dtui  doppelten  mittleren 
Querschnitt  D,  multiplicirt  mit  3  des  Abstandcs  h  der  diesem  Quer- 
schnitt paralleleu  Gegenkanton}  also  Q  — >  Ih.D.^''  Nun  ist  V  (als 

Stuttgart  den  9.  M&rz  1874.  Prof.  Oelaohl&ger. 


2. 

Bewei»  4etMll»«ii  Satiei. 

Das  Tetraeder  heisse  A'ABC.  Sein  Inhalt  ist  der  dritte  Teil 
des  Prismas  ABCA'B'C'^  welches  man  erhält,  indem  man  die  zweite 
Grundfläche  durch  A'  parallel  ABC  legt ;  und  dieses  Prismas  ist  wieder 
die  Hälfte  des  Parallelepipeds,  welches  entsteht,  wenn  man  durch  AA' 
und  BB'  die  Ebenen  parallel  zu  BCB'C  und  AA'  CC  construirt. 
Der  Inhalt  dieses  Parallelepipeds  ist  das  Product  aus  der  Fläche 
BCB'C  mit  der  Entfemuog  dieser  Ebene  von  der  Kante  AA!^ 
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Aber  Inhalt  BCß'C  BC.  BB' sin  B' BC,  wo  B'BC  der  Winkel 
der  ursprünglichen  Kanten  AA'  und  BC  (da  BB'  parallel  A£)  und 
BB'  =  iL4';  ebenso  ist  die  Entfernung  der  Kante  AA'  von  BCB'C 
nach  der  bekannten  Construction  nichts  anders  als  die  kürzeste  Ent- 
fernung der  Kanten  AA'  and  BB\  Es  ist  also 

Inh  A'ABC^ \AA'.BC.üii{AA',BC),9  «  ^ofttrsiny. 

Dr.  W.  Stammer,  Oberlehrer  an  der  ^W^s^hnte 

in  Düsseldorf. 


3. 

Bnnfftamy  n  denuwlben  Utema« 

Die  zwei  vorhergehenden  Mitteilungen  sind  augenscheinlich  da- 
durch hervorgerufen,  dass  der  citii-te  Beweis  in  der  Ueberschrift  ein 
einfacher  genannt  worden  ist.  Um  in  dieser  Beziehung  einen  Ver- 
gleich anzustellen,  müchto  i's  wol  am  Orte  sein,  einmal  die  Herlei- 
tungsmethoden durchzugehen,  zu  denen  mau  ohne  besondere  Erfahrung 
geneigt  sein  würde  zu  greifen. 

Es  liegt  nahe  die  Simpson'sche  Bogel 

T=\{A+4M+C) 

anzuwenden,  wo  A,  C  parallele  Endflächen,  B  den  parallelen  Mittel- 
schnitt eines  Körpers  T  bezeichnet.  Legt  man  die  parallelen  End- 
flächen durch  die  Gegenkanten  a,  h  des  Tetraeders  T,  so  ht  A  =  C 
«=  0,  und  der  Mittelschnitt  als  Parallelogramm  aus  den  Seiten  Ja, 
\b  und  den  Winkeln  «,  ar— a 

B  »  ^a&flina 

woraus  sofort: 

Will  man  keine  Inhaltsformel  YoranBsetzen,  so  ist  wol  die  nftchst- 
liegende  Integrationsmethode,  das  gemeinsame  Lot  der  Gegenkaaten 
zur  Aze  der  »  zn  nehmen.  'Die  Querschnitte  sind  dann  Parallelo- 
gramme von  constantem  .Winkel  «,  deren  Seiten  bzhw.  proportional 
und  h-~m  sind,  also  ^ 

h 

T  =a  consty"a;(Ä — x)  ö^sin  a 

Die  Constante  bestimmt  rieh  dnieh  spedelle  TCiwfltTif^tng  »  « das 
übrige  ist  eSne  l^te  Bedmang. 
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MueOem, 

Soll  andi  keine  intogralieeliiiiiqg  Ib  Anwendnig  kimnen,  so 
kann  nuui  flieh  auf  den  ans  der  etementarai  Stereometrie  bekeimlen 
Satz  Btfltzen,  dass  zwei  Körper,  die  von  denselben  panUelen  Ebenen 
in  proportionalen  Figoren  geschnitten  werden,  den  letztem  selbst  pro- 
portional sind.  Man  legt  dann  ein  regelmässiges  Tetraeder  von  glei- 
chem  Abstand  der  Gegenkanten  mit  dem  gegebenen  so,  dass  die  den 
Abstand  messenden  Lote  znfunmen&Uen.  Der  Beweis  der  Propor- 
tionalität der  Schnitte  hat  keine  Schwierigkeit,  ans  dem  bekannten 
Inhalt  des  regelmässigen  Tetraeders  folgt  dann  der  des  gegebenen. 

Um  durch  blosse  Trigonomctrio  zum  Ziele  zu  kommen,  mnss 
man  erst  den  Abstand  der  Gegenkanten  AB  und  CD  in  der  Fignr 
haben.  Zieht  man  zn  diesem  Zweck  AK  parallel  CD  und  fiUlt  anf 
die  Ebene  BÄE  das  Lot  6^*«*  it,  so  ist  zn  beweisen,  dass 

T=  \CF,ÄB.CD.naBÄE 
nnd,  wenn  DQ  das  HöhenlotMes  Tetraeders  bezeichnet,  bekannt,  dass 

T^lDG.AB.ÄCOüBÄC  ' 

SsX.  ^uu  \iat  man: 

CF—  ÄCtibkCAP 

DG=CDamDCG 

ea  bleibt  also  zu  beweisen,  dass 

tmCAF.mjiBÄB  mJWO.tmBÄC 

ISeht  man  AB  parallel  CG^  so  inid  DCO  —  EAH.  Ä  ist  jetzt  ge^ 
meinsamer*  Scheitel,  und  die  Gleichnng  lantet  mit  Weglasröng  des 
SclidtelbndiBtabens : 

sin  CF.  sin  BE  =  sin  EH.  sin  BC 

Betrachten  wir  die  Ecke  BCE  und  bezeichnen  die  Seiteuwinkel  mit 
2,  die  Flachenwinkel  mit  3  Bachstaben,  seist  darin  Höhenwinkel^ 
daher 

^^^^abiBBss  taikBCEüaCE 

sin  BC 

oder,  da  BC  mit  ME  in  einer  Ebene  liegt, 

^mHCEi&skCE 

und  es  bleibt: 

mLHCE,mCE=sBisiEH 

das  ist  erfUlty  wenn  CHE  dn  Bechter  ist,  was  wiederum  aus  der 
senkrechten  I^ge  der  Ebene  CGD  gegen^die  Ebene  ABC  erliellt 

Das  Vorstehende  zeigt  wol  zur  Genüge,  dass  man  den  verlaugten 
Beweis  auf  vi('lerl(!i  Weise  kunstlos  mit  gewöhnlichen  Mitteln  augreifen 
kann  und  immer  ohne  Unistüudlichkeit  das  Resultat  gewinnt.  Der 
Verfasser  von  N.  V.  wird  hiemach  gern  einräumen,  dass  sein  Ver- 
fahren den  Erfolg  der  Einfachheit  nicht  dartat.  Er  gesteht  dieses 
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Muetäen, 


selbst  und  fügt  am  Schlüsse  einen  Beweis  von  Klein  hinzu,  der  an 
Kflrxe  und  Elegans  nichts  m  irflnsehen  flbrig  Iftsst  Doch  jener  £in 
folg  Ist  erkUbrtennMsen  nicht  die  Hanptsacha  Es  bandet  sidi  viei- 
mehr  nm  die  Frage:  Ist  die  Schlnssweise,  welche  an  dem  ToriiegeB- 
den  Beispiel  vorgeflihrt  werden  soll,  richtig?  Was  das  Wesen  der* 
selben  sei,  findet  sich  nicht  anagesprodieB;  dierorkommenden  ScUBase, 
soweit  sie  eigentfimlich  sind,  sind  onrichtig  nnd  haltios.  Der  Ter- 
fiisser  selbst  zweifelt,  wie  er  sagt,  an  ifirer  Bündigkeit,  ohne  sie  doch 
an  TCfwerfen.  Der  ZweiüBl  .aber  allein  ist  hier  schon  entscheidend: 
was  einen  Zweifel  znlasst,  ist  eben  nicht  evident. 

Es  wäre  nun  nicht  zu  verstehen,  was  den  Verfasser  bewogen 
hätte,  im  Besitz  einer  ganz  einfachen  Deduction  diesen  äusserst  com- 
plicirten  Weg  zu  wählen,  wenn  er  nicht  einen  allgemeinem  Gesichts- 
punkt verfolgt  hätte.  Dieser  giebt  sich  schon  wiederholt  in  N.  V. 
dadurch  zu  erkennen,  dass  gewisse  Torgftngige  Limitationen  der  Ge- 
suchten, welche  den  Schlüssen  eine  Basis  gegeben  haben  wür- 
den, darin  beharrlich  verschmäht  werden;  offener  tritt  er  zn  Tage  in 
der  Abhandlung  N.  VI.  tiber  das  Hauber'sche  Princip;  was  aber 
besonders  die  Aufmerksamkeit  darauf  lenkt,  ist  eine  Verwandtschaft 
der  Bichtung  mit  derjenigen,  welcher  überhaupt  in  neuster  Zeit  von 
mehreren  Seiten  zugestrebt  wird,  nnd  die  sich  auch  in  den  Bearbei- 
tungen der  Theorie  eines  Banmes  von  n  Dimensionen,  von  Betti, 
Lie  u.  A.  kund  giebt;  denn  auch  hier  wird  die  allgemeinste  liimi- 
tation,  die  Voraussetzung,  dass  eine  bestimmte  nie  Mannicbfaltigkeit 
eine  lineare  ist,  worauf  doch  alle  Bestimmungen  basiren,  beharrlich 
verschwiegen.  Während  letztere  die  Unabhängigkeit  der  Baumtheorie 
von  den  erfahrungsmäasig  gewonnenen  räumlichen  Anschauungen  dar- 
zustellen suchen»  dabei  aber  noch  stets  innerhalb  des  Gebiets  der 
mathematischen  Begriffe  bleiben,  überschreitet  Günther  diese  Grenze, 

.indem  er  ein  von  den  mathematischen  Objecteu  unabhängiges,  allge- 
meineres und  auf  die  Mathematik  anwendbares  SchlussvermOgen  auf- 
sucht, zu  diesem  Zwecke  jedoch  vorläufig  nur  einige  Beispiele  der 
Existenz  aufweisen  will.  Die  an  eine  solche  Idee  geknttpftQH  Hoff- 
nungen beruhen  auf  dem  aus  dem  Altertum  vererbten,  bis  heute  nicht 
überwundenen  Irrtum,  dass  der  Grund  der  mathematischen  Evidenz 

'  in  der  Form  liege.  Vielleicht  wird  die  neue  Anregung  in  den  vor- 
liegenden Arbeiten  die  Aufidärung  beschleunigen  helfen,  weshalb  ich 
der  Verfolgung  des  aussichtslosen  Zieles  allen  gewünschten  Spielraum 
gewähren  wollte.  Es  hat  bisher  den  herrBchenden  Tendenzen  der 
Philosophie  zu  sehr  widerstrebt,  die  eigentlich  sehr  nahe  liegende 
Quelle  der  mathematischen  Evidenz  näher  anzusehen.  Zu  verfehlen 
ist  sie  nicht,  wenn  man  sieh  entschliesst,  gewisse  Vorurteile  aofni- 
geben.  Unausweichliche  ScUflsse  können  wir  ziehep,  soweit  wir  den 
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gesammteti 'mdgUcheü  anterschiedlicbon  Inhalt  unserer  Begriffe  in 
GedankeB  zu  durchlaufen  vermögen;  denn  allein  dadurch  sind  wir  im 
Stande,  ansschliessendc  Gegensätze  positiven  Inhalts  za  bilden.  Diese 
Bedingung  erfüllen  die  Begriffe  der  GrOsse,  des  Raumes  und  der  . 
Zeit,  aber  nicht  der  Begriff  der  Qualität,  welcher  für  unbegrenzt 
vieles  unbekannte  offen  bleibt  In  den  Objecten  der  Mathematik 
liegt  also  der  Gnind  ihrer  swiDgeoden  Evidenz.  L&sst  man  die  Ob* 
jeete  imbestimmt,  oder  gestattet  man  ihnen  anf  unbekannte  Weise  zn 
Tsriiren,  so  hört  die  Evidenz  auf,  wenn  gleich  die  Znstimmnng  dann, 
eben  w^  die  Möglichkeit  des  Anderssdna  der  Einsicht  entzogen  ist, 
nur  nm  so  bereitwilliger  erteilt  zn  werden  pflegt  Nnr  im  Gebranch 
des  positiv  Gedachten,  nicht  des  dorch  Bedingungen  negativ  Um- 
grenzten giebt  es  ein  exactes  ScMassyermOgen.  Meiner  Behaaptnng 
steht  die  gesammte  pädagogische  Erfahrung  znr  Seite;  denn  kein 
Schaler  lernt  anders  als  an  mathematischen  Objecten  mathematische 
Schlflsse  mit  zwingender  Evidenz  machen.  Die  Entscheidung  ist  Sache 
der  Gegner,  da  sie  bloss  ein  Beispiel  des  Gegenteils  anznfthren  brau- 
cYiesL  Ton  deqjenigen  Beispielen,  welche  Günther  vorlfthrt,  räumt 
er  selbst  ein,  dass  sie  den  Erfolg  nicht  dartnn.  Auch  den  Fehlgriff 
Hanber's,  dass  er  das  mathematische  Urteil  als  Frftdidrung  be- 
trachtet, was  doch  im  wesentlichsten  FaUe,  bei  der  Gr(H»6nrelation, 
offenbar  nicht  zutrifft,  erkennt  er  insofern  an,  als  er  den  Hanb er- 
sehen Satz  für  verbessemngsbedllTffcig  ertdftrt  und  auf  die  Grössen- 
rdaüon  hinflberzuleiten  sucht  IHes  bestätigt  nur,  dass  die  strenge 
Gültigkeit  erst  mit  der  Bezugnahme  anf  mathematische  Objecto  beginnt 
Mag  man  also  die  Chimäre  solange  verfolgen  als  man  will;  nnr  ist 
zu  wOnschen,  dass  man  auch  einen  Blick  frei  behält  fhr  ^ejenigen 
Beobachtungen,  welche  mit  der  lange  gehegten,  und  doch  durch  nichts 
bewährten  Ansicht  von  der  formellen  Natur  der  Beweiskraft  nicht 
stimmen.  B.  Hoppe. 


4. 

Bemerkung  zu  IT.  XXX,  8«  im  vorigen  Teile. 

In  meiner  Bemerkung  zu  Herrn  Ligowski's  Kreisberechnungs- 
formel befindet  sich  ein  kleiner  Fehler.  Auf  das  Resultat  der  Rech- 
nung hat  aber  dieses  Versehen  keinen  Einfluss.  Es  steht  nämlich  dor 

Statt  der  richtigen  Formel 
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WO  die  Grenzen  der  rechten  Seiten  in  beiden  Formeln  (für  m  =  od) 
dieselben  sind.  Ich  bemerke  noch,  dass  die  Formel  * 

einen  besondere;!!  Fall  'der  aUgemeineren  lacht  zo  erhaltenden  Formel 

tt  OB  1 

=  17 


sin«      o  ^ 

darstelity  die  Hm  Ludwig  Seidel  im  75.  Bande  des  GreUe'schea 
Journals  8.  273  gegeben  hat  Nach  dessen  Bemerkong  ist  die  Con- 
yeigenz  dieses  Frodnctes  iDr  s  ohne  Vergleich  rascher  als  die  des 
bekannten  Wallis'schen  Prodnctes. 

Warschau,  den  31.  Juli  1874.  S.  Dickst  ein. 


s., 
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VI. 

Le  triMre  et  le  t^tra^re,  ayee  applkatton  des 

d^temdMiite. 

Pur 

Georges  Dosier^ 
Doctear  ^scieiiccs,  Profeneor  k  Pftrit. 


Premiere  Partie. 
Le  triedre« 

§  1.   ftelaütas  «aire  les  six  ei^ncato  triedre. 

1.  KotatloBB.  Gonsid^rons  le  triidre  8ABC  (Itg.  l)t  qid  est 
compris  entre  les  trois  plana  SBC^  8CA^  SAB  et  qoi,  par  Boite,  est 
termm^  par  les  trois  aretes  SÄ^  SB,  SC,  Noas  repr^senterons  par 

C  les  trde  diMm  de  Paagle  triMre,  qai  sent  respectnemeat 
adjaoents  &  oes  erstes  &A,  SB,  SC,  et  neos  d^signerons  par  a,  6,  e 
les  angles  plan»  ov  les  ftees  BSC,  CSA,  ASB,  qoi  sont  opposös  anx 
diddres  respecti&  A,  B,  C 

Oes  iaces  et  ees  dlMres  forment  les  six  ^l^ments  da  tri^dre.  Or 
on  Salt  qne  le  tri^dre  est  d^termin^  par  trois  de  ces  six  616meiit8 
constitatifs;  par  eeas^aent,  ces  six  616meBt8  sont  H^s  entre  enx 
par  trois  relations  dfstinctes,  qai  permettent  de  calcider  trois  qnel- 
conqnes  d'eatre  eox,  lorsqa'on  ooimait  les  trois  aatres.  Koas  aoas 
proposoas  de  d^temüner  direetemeat  ces  relations. 

2.  Relation  entre  les  trois  faces  et  na  angle  (Uddre  d*un  tri^dre. 
Sur  l'arete  SC  (Fig.  1)  prenons,  ä  partir  da  somaiet  S,  one  longaear 

TeU  LYU.  S 
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ISM  egalc  ä  Tunitö  de  loBgneur;  du  point  M  abaiflsons  Sur  le  plan 
de  la  face  ASB  la  perpendiculaire  MF^  et  de  son  picd  menons  sur 
les  aretcs  SA^  SB  les  perpendicnlaires  et  FM,  Si  nous  tiron» 
les  droitcs  ^fQ  et  MR,  ces  lignes  seront  aussi  perpendiculaires  anz 
aretes  SA  et  SB^  et  leg  anglcs  MQP  et  MRP  seront  les  anglcs 
rectUignes  oa  les  sections  droites  qui  mesnrent  les  diddres  A  et  B, 

Cola  fait,  projetons  sur  l'arete  SB  la  droitc  SR  et  la  ligne  brisee 
SQ-{-QP-\- PR  qui  est  termm^e  aux  memes  extr6rait6s  que  SR]  ces 
deux  projcc-tious  seront  6gales.  Or  la  projectioii  de  la  loiigucur  SR 
Sur  sa  propre  direction  SB  est  6gale  ä  SR]  cclle  de  la  droite  SQ 
Sur  SB  est  SQ.  cos  ASB  =  SQ.  cos  c.  Puisque  la  droite  Ql*  est  per- 
pendiculaire sur  SA,  cette  ligne  fait  avec  SB  un  angle  coiiii>lemen- 
taire  de  l'angle  ASB  «=  par  suite  la  projection  de  QF  sur  SB 
sera  FQ.smc.  D'ailleurs  la  projection  de  PQ  sur  la  droitc  SB,  qui 
lui  est  perpendiculaire,  est  ^videmment  nulle.  Dono  nous  avons 
requation 

(1)  SR  —  SQ.coae+QF.amc 

Mais  Ü  est  &cile  de  voir  que  les  trlaugles  rectangles  SMR,  SMQ 
et  MPQ  donnent 

SR  »  SM,  CQ%MSR  »  COB BSC  —  Cosa, 
SQ  —  SM,  eosMSQ  *-  cos  CSA  »  eonb, 
MQmm  SM.  sinJMSQ «—  sinCSii  =  sin  6, 

et 

QF  =  3fQ .  cosifQiP  =  MQ .  008^  =  BUib  coaA. 

I  * 

Sobstltiiaiit  oes  Taleors  dans  r6galit6  (1),  on  troave  la  relation 
demand^e 

Cosa  =  cos  6  cos     sin  5  sine  cos  ^. 

Nons  arons  ainsi  les  trois  ^qnations  fondamentales 

t  Cosa  <—  cos6cosc-|-8in6sinccos^ 
(I)  <  COS&  ^  C0S6C08a-|-8ia6Sinac08J9, 

'  COS0s=  C08aC0Si-|-8inasin2>c08C  , 

Elles  ezpriment  que:  Dans  tont  triddre,  le  cosinns  d*ane 
face  6gale  le  prodnit  des  cosinns  des  denx  aatres  faces, 
plus  le  prodnit  des  sinns  des  denx  mdmes  faces  mnlti- 
plii  par  le  cosinns  dn  diddre  compris. 

3.  Expression  des  dunl-dlidres  4*«a  triMre  en  ¥alenr  des  trols 
ilMes.  La  inremitoe  des  ^qnations  (J)  donne 
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.      C08a  — cos&cose 

sm&sm«;  • 

d  Ton  rabBtitiie  cette  valenr  dans  la  formnle 
ou  trouve  snccesflivement  que 


.  ^  l/sinftaing  —  cosq  -[-cofl^cogg 

siBg  —  y  28iiiÄ8mc 

|/C08(&-~c)^C08a  ^  l/äiü  ^(c+g  -^)  sill  ^  (a-f  Z>  — c) 

r      28m Ä sine  r  siu&siuc 

posant  a+b+e  =  2|i,  OD  eu  d^nit 

^2  *r  siÄÄT — • 


Od  obtiendrait  d'ane  mtaaAre  analogne  la  valenr  de  cos  ^ .  On  a 
ainsi  ies  trois  fonnnles 


Bin  II  _  ,/8in(y— Z>)8iD(p— g) 


I         2      r  8m5smc 

^     l/sinC/)— Ä)8m(j)— <r). 

^«2  =l^nSn^Sii(ir::.a)"-' 

dont  les  deux  premieres  donnent 

/TiT\         -.8«  ^     2y8üii)sm(^— o)8iii(j>— 5)8m(p  — c) 
(III)  8111^=  gjj^gj;  , 

4.  ftelatton  eatie  deax  Iteces  et  les  dlMiea  opfeate  d*iu  tilMre. 
Par  les  denz  triangles  rectangles  JfiRR»  ÜIPQ  (Fig.  1)  on  a 

il£P  »  ikC« .  am  wICSi' ==      .  sin  ^, 

mais  les  deux  triangies  rectangles  SMR^  SMQ  uons  donnent 

I  MB  «  Alf.  sin  2i8R  »  aino, 

MP^BM.  Bin       »  sind; 

par  suite  ü  vient 

8» 
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d'oli  nonB  tiroas  en  dhisanl  par  le  prodmt  tSu^AtSa^B^ 

Bin  o      ein  ^> 

Kons  avoDB  donc  lee  tiols  rapports  eganz 

Bing      Binft  sine 

^^^^  SM^TO^P^wncr 

Ainsi,  daus  un  tri^dre,  lossinusdes  face 8  soutcutre  eux 
comme  lea  ßinna  des  di^drea  oppos^s. 

5.    Relation  entre  deux  faces  d'un  tri^dre,  le  dWdre  comprls 
et  le  dlÄdre  oppos6  ä  Tun  d'eux.    Prolongeons  or  jusqu'ä  la  ren- 
contre  de  SB  en  D  (Fig.  1).   Dans  la  quadrilat^re  PQSJt  projetons 
Ic  contour  QS-{-^JZ-f--Ri'm  1^  «Mi^ectiou  da  cdt^  FQ\  nous  obtonofls 
regaUt6 


et,  comme 


U  vient 


coaiiPQi  ^  ^  poaiiP.P    —  cpsc. 


d'oü  DOOS  tirons 

(Si)  SBt^Q  —  ÄP,wai?4-^- 

Mais  il  est  ais6  de  Toir  qae 

« 

SB  ^  W^QQ^BBl^ss  coaa, 

BF ^  EM.^URf*  =  SM.m^SM.QosB  =  ainacosB» 

=  8inasiu2^cot4. 
Nona  trouYoiiB  donc,  en  «ubB.titoant  dans  (9), 

OOBasinc  VW  BiaaQoa^CPQ^^rt-^iftaaio^cot^, 

M,  ea  dlviiant  par  aina, 
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DivisoiiB  Im  deuz  meiBiMs  de  cette  ^galit^  par  coi ccosü;  not» 
olileMis  la  rdatloii  ndTintes 

^^^^  coU*eoBB    eolB  *  0010 ^> 

qui  peut  aß  tradaire  en  langage  ordinaire* 

BeouffqaonB,  ponr  oeU,  qne  la  nlatioii  prMdente  eziste  entre 
Je»  qnatre  (Ulknuiata  coostentift  o,  du  triMre;  par  oona^veiit 

Bans  pouTons  dire  qae: 

Dans  tont  tri^dre,  lerapport  des  cotangentes  de  deux 
faces,  divis6  par  le  cosinus  da  di^dre  compris,  moius  le 
rapport  des  cotangentes  des  denx  diedres  pris  en  ordre 
inverse,  divis^  par  le  coeinas  de  la  face  interm^diaire, 
est  6gal  k  ranit6. 

T!l«\fttioii  entre  une  face  d*aii  trlMre  et  les  trois  diedres. 
Considäron»  le  tri^dre  8' A' B' C'  snppl^mentaire  du  tri^dre  donne 
SABC,  ei  d^aignoM  par      b\  c'  les  troi«  fiMM  B'S'0\  C'ß'A', 
A'S'B'  et  par      B\  C  lee  trois  di^dree  opposia. 

Si  noüs  appliquous  u.  co  triödre  Sapplementaire  la  premiere  des 
formales  (I),  nous  avons  T^quation 

(8)  eoBo'  ^  €O86'oo8o'+flin&'<iBe'oo0^'. 

Mais  notts  savous  qae 

d'oü  U  vient 

Cosa'  ==  —  cos^,  cosi'  ^  —  008  J^,  cos«'  «*  —  cosC, 
co&ä'  =  —  Cosa,    siii6' ^     siuif,    sine' sinC. 

BaMtaoiiB  ces  valeus  dans  ITigaUti  (3),  now  obtenont  la  non- 
velle  rdation 

— cos^  =  coai^cosC — siai/sinCcosa, 
00,  en  chapgeant  les  signes, 

(YII)  GQ^A^  —  cosjBcos  C-|-sin^8m  Ccosa. 

7.   Expressions  des  deml-faees  d'm  triMre  en  yaleur  des  trols 

dlMres.  La  premiöre  des  formtdes  (II),  etani  appliquee  au  tri^e 
sapplementaire,  douue 
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Or,  si  nous  posons  2S=z  A+B-^-C-^n^  nous  avous 

8m(ii'  —^0  =  sin  —  =  sm  =  am(Ä— Ä), 

m(p*  — c')  =  nn  —  —  sin  ^ — -«^  =  siii(C— 5) ; 

et,  comme  d'aiUeim 

A'       .   (n      a\  a      ,  , 


sm 
il  vient 


BlB^SlIlC 

Ou  obüendiait  d'ane  madhre  analogue  la  valenr  de  nn  ^  an 

moyen  de  la  deiudöme  des  relations  (II),  üu  troaye  ainsi  les  trois 
formules 

2  -  F  iS:öEc — * 

(VIII)  J  l/sin5flfa(^ 

g  _  1  /  sin     -   )  sin     -  ^) . 

dont  les  deux  premitos  donnent 

„z„,  »ygiiiiS8iii(J^-g)gin(B^a)8m(C-5) 

(IX)  sma  =  J  sinBsmC  

a 

a  Fernules  de  J^elambre.  Dans  Tidentit^ 

Bin— ^ — s=  Bin cos  2  4*^111 cos -g 

substttnons  les  valenrs  fonniies  par  les  fomnles  (II);  eile  devient 

l+g  _  8in(i?— 6)  I  / 8inj>sin(  j3 — c)  .  sm(p--o)  i /sinpsinCp— c) 
2     "°     sine    r     smasrnd   ~^    sine    r  sinaBinö 


81il(p  — o)+8in(i)  — i)  C 

 r  ^        cos  -5. 

sine  2 
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Or  il  est  9M  de  yoir  qne 


tm{p — o)    sin    —  b) 
sine 


par  suite  il  vieut 


2aiii  TL  COB  ^ 

COB — 

28mgco8  2 

cos| 

COB-jpCOSg 

cos  5 

On  obtiendrait  d'one  mani^re  analogue  les  valeurs  de  sin— 2--» 

B 

— •   On  tronve  aiusi  les  qiiatrc  formulos 


A+B  A 
cos — k — »  cos 


2 


2 


(X) 


sin  ^ 

a  —  b 
COB  2 

C 
cosg- 

COS^ 

sin  2 

sin  2 

C 
CO82 

smj 

A^B 
COS — 2 — 

a+b 
«OB  2 

.  C 

c 

COS  2 

A—B 
COS  2 

.  a+b 
Sin  2 

sinj 

.  c 

mg 

Oes  fornales  ont  M  donnöes  pour  la  premito  foiB  par  De- 
1  ambro  dans  son  grand  Traitö  d^Astronomie.  En  AUemagne  eUes 
portent  le  nom  du  c61öbre  Ganss  qid  en  a  fiut  osage  dans  sa 
Theoria  motns  corporum  coelestinm  etc. 

9.  Bdgle  mn^monique  ponr  ^crirc  les  formales  de  Delambre. 
Oes  üormnles  peuTent  s'^crire  facilement  au  moyen  d'un  proced^ 
grapMqne  analogne  k  celui  da  pentagone  de  Neper.  n  repose  sur 
la  constmction  d'on  hexagone  drconscrit  ä  un  t^iangle  isoc^le 
{O,  Dostor ^  NonveUes  Annales  de  Mathömatiqaes,  2^  serio 
tome  y,  1866). 
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Ori  conslniit  on  triangle  isoc^le  DEF  (Fig.  2),  aaqnel  on  cir* 
cODferit  llMngone  DQMHFJL  Sur  les  c6tes  ial6niix  />^dii 

triaugle  isoc^  ou  4crit  ia  demi-somioe  — ^ —  ^  demi-diffcrence 
— 2 —  ^         diödres  ^  ^  de  Tangle  tri^re;  sor  la  base  i;/^  du 

trdttöme  di^dre  (7. 

Enfin,  sur  la  suite  des  cötes  de  l'hexagone  DGEHFI^  ä  partir 
du  Hommet  dans  les  deox  sens  EGDIF  et  EHF^  on  ecrit  les 
ftrcs 

et 

2*     2  —  2' 

Ccla  fait,  voici  Ia  r^gle  mn^mouiqae  que  nous  avous  imaginee 
pour  ^crire  les  formales  de  Delambre. 

Elle  se  compoie  des  deiix  prindpes  snivantB: 

1'^  Le  sinus  d'un  c6t6  du  triangle  isocele  est  k  celui 
de  Ia  base  daus  Ic  rapport  des  siuus  des  cöt^s  sous-ten- 
dus  dans  Thoxagoue  qui  ne  $ont  adjaeents  an  sommet 
comman  du  triangle. 

2^  Le  cosinns  d'nn  cdt6  du  triangle  isocele  est  ä  celui 
de  la  base  dans  le  rapport  des  cosiuus  des  cötes  sous- 
tendus  dans  rhexagone,  qui  eont  adjacents  au  sanimet 
commun  du  triangle. 

£n  effot,   considdrons  le  cöt6  jDjB— i— g —    et   la  base 
n  C 

- ^  du  triangle  isocele,  qui  ont  le  sommet  common  E\  le 
rapport  des  fliiiii&  de  ce  c6t6  et  de  la  base  est 

sm^  sin-g- 


■^ß-f)  ^2 

les  cAUb  de  rbexa^one,  soiis*te&diia  par  les  cdtds  DB^  EF  qui  ne 
Bont  pas  adjacents  aa  sommet  eommiin  sont 
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dont  tos  flimis  ont  pour  rapport 

a  —  h 

sm  i   1     cos  — 


1) 


En  egalaut  ces  deux  rapports,  ob  a  la  preini^re  furmule  do  De- 
lambre. 

A  —  B 

Si  Toa  compare,  d'aprös  1«  mtoie  r^gle,  le  cMe  DF—  — ^  — 

du  triangle  imdle  ä  la  base  £F«»  2"  2'  obtieat  k  deuitaie 
foniiiile  (X). 

La  deaxi^me  r6gle  fonrnÜ  les  dcux  aotrcs  formules.    Car,  si 

A.  -4- JET  91  C 

Ton  ooofiid^  le  cöt6  DK  —  ■  ^     et  la  base  BF^  dn  tri- 

aqg/e  isocöle  qni  ont  le  sommet  cornmuu  Ic  rapport  des  cosüius 
de  ce  cdt6  et  de  la  baso  est 

coi— ^      cos  ^ 


f 


COS  i  Ti.—  «  I  srn-g^ 

les  cötes  do  Thexagone,  sons-tendus  par  les  cötes  DE^  EF  qoi  sout 
adjacents  au  sommet  common  E 

GE       2  «  2* 

dont  les  cosinus  ont  pour  rapport  ' 

cos  ^  * 


3 

L*^galite  de  ces  deux  rapports  donne  la  troisi^me  formule  de  De- 
lambre. 

§  n.   Le  SiBNs  d'an  trledre. 

10.  BipnMtoB  ia  dnw  4*1»  MMve*  FmpoiOiiB-Mi  de 
d^feerminfir  la  valear  e<Eacta6»  da  dkenafaiaal 
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de»  deurmiitant». 


(1) 


1        C08C  COBb 

COS  c  1  COS  a 
CMb    Cosa     1  • 


que,  pour  abreger,  nous  repr^senterons  par 

DMmoB  la  fleconde  ligne  par  cose  et  Ie  tn^dme  pur  oosd;  le 
d^temünaiit  ae  tromrera  divise  par  le  prodnit  cosftcosc,  de  sorCe 
qne  mm  aaroBs 


cos  6  C08C 


1   cosc  cos  5 

^      1  Cosa 

costf  cos  6 

GOBb  COBb 


Si  uous  retranchons  ja  premiöre  ligne  de  chacune  des  deuz  snivantes, 
le  d^termmaiit  conaervera  sa  ?alear,  et  11  viendra 


cos&cosc 


1 
0 

0 


COSü 

cosc 

cosa — cos^cosc 
cosd 


cosZ» 

Cosa — C086C08C 
COfltf 

cos  5 
cos« 

cosa — COS^COSC 

cosd 


cosa  -  COSZ>COSC 
cose 

siii'Ä 
cos  6 


Multiplioiis  actaellement  la  premiöie  ligne  par  cose,  le  demdöme  par 
cos/^;  le  d6termioant  sera  multipli^  parle  prodnit  cosdoose^  et  nous  * 
obtiendrons 

sin^  • 


coa«-- cos  &  cose 


cosa — cos&cose  sin^ö 
ou,  en  d^veloppant, 

(I)  J*  —  sin%  sin^ — (cos  a — cos  &  cos  c)K 

On  tronverait  de  mdme  qne 

^/^  ==»  siu^csin^a — (cosi  —  cosc  cos a)^, 
—  sin^asin^d  — (cosc — cosacosd)*. 

Oes  differ^ces  de  cante  penvent  se  transfonner  en  prodnits. 
En  cffet,  dteomposons  la  dÜSfireoce  des  carr^  (L)  dana  le  prodnit  de 
la  aomme  des  radnea  par  lenr  difl^nce;  11  nona  vient 
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^  ^  (8in68inc-|-C08a— -oo8&coso)(8i]i&8m0 — co8a-f-cos&co8c) 
»  (cos  a — C08&  008 e-f-sinft 8m  e)  (oos a  oo8 b-^-tsixkh  sm  e — C08  a) 
—  [cosa— cos  (Ä+ c)]  [cos  {b  — c)  —  Cosa], 

et,  poisque 

Cosa  -cos(i+,..j  =  2siu^±|±f  siu^±l=f , 

COg(i-e)-«o.a  -  2»ia''+*~'dii-^+-. 
nODS  trooTons  ponr     ]a  forme  remarqnable 

(H)         ^»48in      g   —  ^^^^2  

=  48iii|»sm(p— a)8i]i(|»— &)8i]i(|i— e), 

en  posant  a+^+c  =  2p. 

^  ^  trois  angles  5,  «  80iit  le8  troi8  fieu»8  d'im  triMre,  chacun 
d'eiix  sem  moindre  qae  la  aomme  des  denx  antres«  et  leor  sommo 
am  ]iif(6tUmie  h  quatre  angles  droits:  par  suite,  les  trois  demi* 

ditferences  — ^  ,   ,  — i-^  geront  poBitiTes  et  moin- 

drea  chacune  qae  deux  droits,  pendaat  qae  la  demi-somme  Slt|lil^ 

sera  anssi  inf^rienre  A  deox  droits,  doBC  les  qoatre  sinos  da  prodnit 
pr^c^dent  seront  sap^rieors  k  z^o.  H  s'ensnit  alors,  d'apr^s  la  for- 
male (I),  que  le  carrä  (cpsa— cosdcosc)*  est  toigoars  moindre  que 
flin^sin'c;  et,  comme  oe  dender  carr^  n'est  jamais  sap^rieur  k  1, 
la  qnantitö  sera  elle-mdme  toujours  comprise  entre  3  et  1;  eile 
ne  sera  ^e  k  l'anitö,  d'aprds  (I),  que  si  le  tri^dre  et  trirectangle. 

Dono  la  racine  carree  de  Ott  J  ne  pent  Tarier  qu'entre  —  1 
et  4-1»     passant  par  z&ro, 

Pour  cette  raison  von  Staudt  (Journal  de  Grolle,  Tome  XXIV, 
page  252)  a  donne  ä  la  quautite  J  le  nom  de  sinus  du  triedre  dont 
les  trois  faces  sont  o,  b,  c. 

11.  Antre  forme  de  Pexpresslon  du  slnuB  d'un  tiiddre«  Dans 
Tespression  (I)  remplagons  les  sinos  par  leors  Taleors  en  fonction 
des  cosinos,  et  döveloppons  le  produit  r^ultant  aind  qne  le  carr6; 
notts  obtenons 

(HI)  =  1 — coa^a — cos^Ä — cos^c + 2  cos  a  cosä  cos  c. 

Cette  forme  B'obtient  immediatement  en  ddreloppant  le  d^termi- 
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uant  (1)  par  la  r^gle  de  Sarrus  (Finek^  Elements  d'Algdbre, 
2«  edition,  1846.  Strasbourg  chez  D^vanx.      52,  page  95). 

n  est  fiacile  de  voir  qu'on  a  eucore 

(IV) 

^oosa— 8in^(oo8a— 6oa5eo80)-|-  (cosd — costfCOsaXeoa«—  coaacos^), 
jfictnh^  8iii'&(c08&— cosccosa) -f~(cos<;  —  Cosa cosi)(cosa  —  cosZ/  cosc), 
cos  c  —  siu^c  (co8<? — Cosa  cos6) + (coso — cos6  cosc)(co8Ä  —  cosc  Cosa). 

12.  Expression  du  sinus  d'un  triddre  en  raleur  de  deux  face» 
•t  4m  diddre  eompris.  La  premi^re  des  ^quatious  (I)  da     2  donne 

00^  a — cos Z»  COS ö 

de  Sorte  ^qiie 

8m%8m^ 

le  numeratear  de  cette  fraction  est  egal  ä  (formale  I) ;  noas 
avons,  par  saite, 

00  *  ^ sind  sine sin^. 

Ainsi  lo  sinus  d'un  tri^^dre  est  egal  au  produit  des 
sinus  de  deax  faces  maltipli6  par  le  sinas  du  diddre 
eompris. 

1&  BzpTCMton  in  ifaiu  IriMie  välewr  det  tüte 
itNiee.  Par  permatation  drcolaire  on  tire  de  la  foimiile  (IX)  da  7 

_2yainggin(^~^Bin(B— i8f)Mn(C-^ 
_  2yam^8m(^  —  S)  sin  (Z? —SjünjC^). 

ai  aooa  nibBtitaoiui  oes  valeors  dans  rezpression  (Y),  neos  obteiioiw 
anasl 

_    '       ^  ^  4 sin^sm  jS—A)  sin  (S—  B)mniS—  C) 

8in^sin^sin(7 

14  E^xfarfta  dfl  alnaa  d^m  trlMie  es  valear  d*uw  faae  cd 
de  l^faieUaateoB  de  Partie  eppea^e  aar  le  plaa  de  teee.  AppelooB 
09  f  lesaiif^B  qae  f<nineiit  loa  arttea  SA^  ßB^  80  avec  lea  plana 
dea  üguiea  teqiediTttiifliit  oppofltea  BSC^  CBA^  ä8B,  Tiroiid  la  droite 
SP  (Pig.  1).  Lea  den  trianglea  xectaagleB  fiJCP,  MPQ  aona  donnent 
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J^ostor:  he  triedre  et  le  (Araidre,  avec  appUcatioii  des  dittriHttuinls.  |25 

JfP  —  SJ»f .  sin  AfSP  —  sin  y , 

de  Sorte  que 

siny  =  AfQ.sin^i 
mais  par  le  triaim^  reetang^e  8MQ  boob  avoDs 

^  «die  fl  vjent 

et)  en  nmltipliant  par  smc, 

sincsiny     sind  sine  sin  ^ ; 

4qiic  en  trewe  que  ^  swcsiny. 

Ainsi  on  a  encore 

Cni^  J  —  ainasiiia  «  nn&siii/l »  stnesfaiy, 

c*est-ä-dire  que:  Le  siuus  d*iin  triödre  est  egal  au  produit 
da  sinas  de  chaqiie  face  par  Ic  sinus  de  rincHnaison  du 
pJaA  de  cette  face  sar  Tarete  oppos^e 

On  en  condnt  anssi  qne 

Lea  ainita  des  faces  sont  InTersement  proportionnels 
anx  sinus  des  inelinaisons  des  arßtes  oppos^es  sor  les 
plans  de  ces  faces. 

S  ilL  Le  Slaas  im  TrIMre  sq^pleneatalre. 

15.   Expression  diverses  du  sinus  du  triödre  suppl^mentaire. 
Le  tiiädre  snppl^mentaire  du  tri^<jke  SA^C  est  termin^  par  les  trois 

qtd  comprennent  entre  eUes  les  trois  di^dres 

PosoM  a'+i'+c'  —  V>  A'+^'+C'  =  «  =^  as';  ü  nous  vieadia 

p'  =  »— S,  p'-^a'^A^S,  p'^hf'mB'^S,  c'-C— iS; 
Ä'  =  »-p,    A'-S'^p-a,    B'—S'^p-b,  C'-S'^p-c. 

81  nous  snbstitiioiis  ees  valears  dans  les  formnles  du  paragraphe 
pi^c^dent,  et  qne  nens  dd^psions  par  ^  le  sfan»  de  notre  Bewrean 
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tri^dre,  nons  obtiendrons  ponr  d'  les  valears  snivantes  en  fonction 
des  el^meiits  du  triödre  donne: 


(I)  -  - 


I  — 1     cos  6'  cosU 

COSC  — 1  C08-4 
G08^   C08^  ^1 


(II)  1  —  cos'A — cos^jö  —  C08*C  —  2  cos  -4  cos   cos  C, 

(m)         J'*  »  ^m8mik(A^8)9Sak(B—8)üa(C^8), 
(IV)  =  smi^smCsiuay 

,     48inf>8iii(j> — a)8in(f>— 5)  sm{p—c) 

16.  R;ii)i>ort  des  sinus  d*ui6  tM»  et  du  diMre  op|NM^  Ufaas 
avons  troQTe  (n«*  12  et  15)  qoe 


(1) 

d'oü  BOUS  tiroDs 


j  =  siu^  siuc  sin^l , 
\  j'  ^  smi^sinC'sina, 

sini    sine   sin^l  ^ 
 • 

sin^  'flin  C' sina 


e  a  Ä^  ^,        j  _^    8in6  sine 

or  uous  avons  vu  (a"  4)  que  chacun  des  rapports  8S~C 


sinn 


est  4gal  &         ;  par  cons^nent  il  vient,  en  sabsütoant, 


(VI)  =  -,7' 


sino   ^ 


Dono,  dans  tout  triedre  le  sinus  d'nuc  face  est  au  si- 
iius  du  diedre  oppos6  commo  lo  sinus  du  triedre  et  au 
sinus  du  triedre  supplementaire. 

Bhifloiia  membre  ä  membre  les  dgaHtöa  (D)  du  10  et  (Dl) 
du     15;  nona  obtenons 

siu])  sin  (p  —  a)  sin  (p  —  b)  sin  (;)  —  c)  ^ 
^  Biii/SsmC^— iS)8in(-ß— iS7siu(C^5)  * 

uous  avons  donc  anssi 

sin^q  _  sinysind? —  o)  8m(j> — b)  sin'(p  —  c) 
VVll)        gjj^a^  -  8mi8sin(A— S)8ui(Ä— 5)8m(<7— 5)' 

t7.  Relations  entre  le  sinus  d'un  triddre  et  le  sinus  du  triddre 
?aAI#4^«iitaire.  Les  egalit^s  (1)  donnent  encore 
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^     sinJS  sinCsina  * 

mais,  en  vertu  des  fürmulcs  (IVJ  du     4,  ou  a 

sin  B  sin  C     sin  6  sin  e  * 

sttbstitaftat  dans  les 

(vm) 

(IX) 

Ainsi  1^  le  produit  des  sinus  des  trois  fftces  d'un 
tri^dre  est  ^gal  au  carr6  du  sinns  de  ce  trUdro  divis4 
par  l©  Binus  du  triedre  snppl6mentaire;  2*  le  prodnit  des 
Sinns  des  trois  diddres  d'nn  triftdre  est  ^gal  an  carr^  dn 
Sinns  du  triedre  snppUmentaire  divis^  par  le  sinns  dn  - 
triödre  donn^. 

§  IV.   Preprletes  nenreUcs  des  siniis  des  triedres. 

Ib.  Considerons  le  triedre  OXYZ  (Fig.  3),  forme  jiar  les  plans 
de  coordonnees.  Par  lo  sommet  O  menons  une  droite  quelcouque 
OD;  designons  par  a,  /J^,  y  les  anglcs  que  fait  cette  droite  avec  les 
trois  aretes  OX,  0\\  OZ-,  et  par  ß\  y'  les  incliuaisons  de  la 
meme  droite  sur  les  plaus  des  faces  YOZ,  ZOK,  XO  Y.  Repr^sentons 
d'uilleurs  par  A,  ^t,  v  les  faces  YOZ,  ZOX,  XOY  du  triedre  O  et 
par  k\  v'  les  inclinaisons  respectiTes  des  aretes  OX^  OY^  OZ 
sur  les  plans  de  ces  faces. 

Snr  OD  prenons  Olf  —  l,  et  soient  a?,  y,  z  les  coordonn6es  OQ, 
QP,  Pif  dn  point  M, 

Projetons  la  droite  OM  et  la  ligne  briste  OQPM^  termin^e  ans 
memes  extr^nsit^s,  sncGCSsiyement  sur  les  qnatre  droites  OD,  OX, 
0¥^  OZ\  nons  fonnons  les  qnatre  ^nations 

/  l=a-co8a-}-2/cos/S -|- scosy 
j  C08«=ar+ycosv4-«cos/t 

'  cosy»jecesf»-|-9(^A+« 


i-apports  pr^cMents,  il  vient  encore 
2p"     sina  sind  sine, 

—j-     sin  ^  sin  B  sin  C. 
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w 

Cela  fidt,  da  point  Jf  abftüBwms  snr  le  plan  XOT  la  perpen- 
dicnlaire  MB  et  tiroos  lea  droites  OB^  PB.  Nom  avons,  daii9  les 
den  triangles  JfPJZ,  OJl/iK, 

d'oü  nouB  tiroiis,  en  observant  qae  Bin J£Pi{=riny',  tinMOB—^fy 

»sinv'  s  sin/» 
pub,  en  moltipllant  les  dianz  memibres  par  sinv, 

mais  (n^  14)  lo  produit  sinvsiuv'  est  le  sinus  du  tri^dre  OXYZ  et 
sin V sin  y'  est  le  siuus  du  triedre  ODXY^  sinus  que  nous  designerous 
par  z/jcyj  donc  nous  avous 

/o\ 

(2)  =  y=-Z' 

Snbstitaons  ces  valeors  (2)  dana  les  ^qoalioas  (1)»  nous  obtenona 
les  rolations  fondamentalea 

=  cosa/^^Ä+cos^^^irx+ cosy^jty, 
.  ^:/cosa  =  ^y,-(-C08V^/*x+C0S,a//ay, 

qui  eistest  eutre  le  sinus  d'un  triedre  et  les  sinns  des 
trois  di^dres  qu'on  obtieut  on  menant  une  droite  quel- 
couque  par  le  sommet  du  triedre  donue  et  en  consi- 
derant  cette  droite  avec  les  arStes  da  triedre  donn^e 
prisea  deaz  &  deaz. 

19.  Multiplions  les  quatro  ^quations  (I)  respectivement  d'abord 
par  zf,  ^yt^  ^sz> 

puis  par  —  ^,  —^yt^  +^«*»  -\-^^\  ensuite 
par  — +^yf,  — ^^#x,  enfin  par  — -\-^yt^  +^zx,  —^xy\ 

et  ajoutons  chaque  fois  les  ^galit^e  r^soltantes,  nous  obtenons  les 
qoatre  noaveUea  6qaatioas 

m 

(m) 
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§  Y.  Angles  qne  fönt,  mtt  les  «retes  d'un  friedrt  et  atec  les  plaii^ 
de»  facesy  les  dem  droites  ('galmient  Iiellnees  sir  ccs  tritcs  et 

les  plais  de  ccs  faces. 

20.    Tangente  de  ]*angle,  qne  fait  aree  le«  trois  Ar#tee  d*ra 
triedre,  la  droite  dgalement  iueliiK^  snr  ce«  aretes.   Soit  SO  (Fig.  4) 
la  droite  egalemcnt  inclinee  sur  les  trois  aretes  SA^  SB,  SC  du 
Iriedre  SABC.    Prenons  sur  cette  droite,  i  partir  dn  sommet  S, 
une  loDgueur  50  6gale  ä  Tanit^  et,  par  le  poiat  o,  nienons  k  la 
meme  droite  le  plan  pcrpendiculaire  ABC,  qui  coupe  en  A,  B,  C 
les  trois  aretes  du  triMre.    Les  trois  triangles  rectaiigles  SAG, 
ÄÖO,  SCO,  ayant  le  cöte  SO  commun  et  les  angies  aigus  en  S  6gaux 
par  hjpothdse,  sont  egaux  entre  enx  et  donnent      —  &S  *  SC^ 
de  Sorte  qae  AO  =  JiO=  CO, 

Cela  pos6,  represeutons  par  <p  Tangle  BSO.   Le  triaugle  rec- 
tangle  SBO  uous  dounc 

BO  «=-  SOtaagBSO  —  tang^; 

mais  la  drohe  BO  ttant  le  rayon  du  cerolo  circoiiscrit  au  triangle 
ABCy  si  i'ou  meue  CD  perpeudiculaire  au  cute  AB^  ou  a  aassi 

d'oü  i'ou  tire 


ü  vient,  par  satte, 
(1) 

Menons  la  droite  CH  pcrpendiculaire  sur  le  plau  SAB  et  Ol 
pcrpendiculaire  sur  AB\  puis  tirous  les  droites  HD  et  SI.  Les 
deux  angies  CDU,  OIS,  etant  compris  entre  cötes  paralleles,  sont 
eganx;  par  consequcnt  les  deux  tziangles  rectangles  CDH,  SIO  sont 
semblables  et  donnent 

CD  _  CH 

d'oü,  puisque  50  —  1, 

CD  =  SIX  CH. 
Koos  trouvons  ainsi,  en  substitnant  dans  T^quation  (1) 

BCX  CA  ' 

T«u  Lvn.  9 


^BOXCD^BOXCA 

BCX  CA, 
^^'^     2CD  • 

BCX  CA 
^'P=^    9CD  ' 
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Or  il  est  Evident  que 

o  ^ 
—  2iSC. Bin  CA  =-280 .  sin  ^ 

ü  vieut  done 


2sm2kSinÄ     4BiiiÄ8möSUiö     48m»  suis  suis 
taug  9  =  - 


C0B28iny     2  sin  2  cos  2  smy  ' 

Le  d^nominateiir  sinesin/  ötant  6gal  aa  siiuis  /I  dn  triödre,  on 
peat  6crire 

(I)  tangg»  —  ^  

Celle  est  la  valeur  demaud^e. 


21.  Deazttne  Methode  poir  Mlonler  oette  tangente.  D^flignoiiB 
par  y,  «  les  coordonndes  da  point  O.  PiroJetoiiB  la  droite  iSfO  et 
la  ligne  bristo  saccessiTement  snr  les  qoatre  dioites  80^ 

8Ay  8B^  8C\  noiu  obtenons  les  qnatre  dqnations 

—  l+»C0S9+yC08y+«COS9  -=  0, 

—  00894*^  +yC08V+«C08(*  «  0, 

— C0B^R+»c0Bv+y  +»cobA  — 0, 

— COB9)-(-aJC08fi+yco8X  +  »  — •  0 

entre  les  trois  inconnues  a;,  y,  z,  Ces  ^qaations  ^tant  compaübles, 
lenr  d^termniaiit  est  luil,  ce  qiü  fanniit  r^uation 


1  cos9>  cos  9  cosgp 

C089  1  C08V  COS^ 

COB^  COBV  1  COBit 

eoB9  cosfi  cosA  1 


=  0. 


Ponr  r^Bondre  cette  Ovation  par  rapport  &  Tangle  9,  diviBons  la 
preini^  ligne  et  la  premito  colonne  du  diterminant  par  eosq?,  pnis 

rempla^ns  le  premier  el^meut  resultaut  equivaleut 

taug*9+l;  r^nation  defient 
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taog*9+l  III 

0+1        1      eOSe  G08& 

0+1  C08C     1  Cosa 

0+1  C086  eo6a  1 


—  0 


Lc  prernier  mcmbro  6tant  ia  somme  de  denx  döterminaiits, 
r^quation  poorra  s'^crire 


tang*9  III 
0        1     CO80  eosb 

0  CO80      1  COBa 

0  co8b   Cosa  1 


1 
1 
1 

1 


III 

1       COBC  GOBd 

eo8e     1  eoBA 

cos  6   Cosa  1 


Bans  oeUe-d  le  prernier  membre  rerient  ä 


tang'g) 


1  GOSe  coBb 
0080      1  COBa 

cos^   Cosa  1 


le  fleoond  membre  eet  6gal  ä 

2(1— Cosa)  (1  — cos      — COS  c)  =  IGsin^^sm^gSm*^; 
par  eoDsöqiient  on  tronve  encore 


S/n  — 


16ßin*|8in*|sin*^ 


22.  Expressioii  de  eetang  <p.  Dans  la  fonnnle  (I)  rempla^ons 
^  par  sa  valenr  (Y)  du     12;  nons  obtenoi» 


h  r 

«5«  1  -i«  A  cos  ü  COS  ö  sin  A 
BUkbsmesukA  2  2 


4Bm28m2Sin2 


.  a 
sm^ 


Si,  dans  le  second  membre,  nons  mettons,  k  la  place  de  sin^  . 

cos  2 »  cos  2  leurs  valeurs  Ür^eB  des  formides  (Vm)  dv     7,  noaB 

troayeroQS  que 

(H)      cot9  =  j/ 


sinU  — ,Sjsin(^  — g)sin(e— iS)  _ 


9» 
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23.  Cotaagmite  4e  rangle  tue  fidt  »ym  let  plus  des  trole 
flMes  d*«]!  trl^die  Is  «Mte  ^fulement  üieliii^  enr  eee  plaiiB.  Soit 
SS'  la  droite  ögalement  Indinte  Bnr  les  troie  plane  SBC^  SCA^  SAB 
qni  temünent  le  tri^dre  SABC  et  döaignons  par  ^  raac^e  commnn 
qn'elle  fait  avec  ces  trois  plaos. 

D'uu  poiut  quelconque  de  cctte  droite  abaissons  sur  les  plans 
SßC,  SCA,  SAB  les  perpendiculaircs  respectives  S' A\  S'B\  S' C\ 
Ces  perpeudiculaires  formeront  le  tri^dre  S'A'B'C'  supplementaire 
du  triedre  donne  SABC^  et  la  droite  SSI  sera  ^alement  inclinte  bot 
les  trois  aretes  de  ce  triedre.  * 


Si  doBc,  dans  la  formnle  (I)  nous  rempla^ons  q>,  a,  b,  c  et  A  par 

2"" 


9$ 

5—^,  w— -4,  »— J?,  « — C  et  A\  mm  aurona  Tei^reaaion 


(7t     A\      /n     JB\  ,  (n  C\ 
tang^^— V'j  =  ^  ^  ^  -* 

ou 

ABC 

QU)  cotang^—  -j,  , 

24.  Expression  de  tang  Dans  le  second  membre,  mettons 
&  la  place  de  A'  sa  valenr  (lY)  du     15;  U  nona  vient 

,     ^       ,to^.8incyaina  Biii|dn|rina 
^g^"/   A     B  C  A  • 

4g08  2  OOS-g  COB-g  008-2 

A        B  C 

Si,  daus  ce  r^sultat,  nous  rempla^^ons  cos  sin sin-^  par  leurs 
valenrs  tir^es  des^  foi:mule9»  (II)  da     3,  nous  troiiTOiiB  que 

.    .  1  /sind»— a) »n<»-"ft)  sin  (p— c)  A 

taugt/;  =  y  ^■'"'^ 


§  VI*  Le  triMre  deat  leg  Irels  faeea  valcat  CMcnUe  den 

an&les  droits. 


25.  Valeur  des  angles  diödres  de  ce  triddre.  Supposons  que 
la  süiiime  des  trois  faces  des  triedre  SABC  soit  coustante  et  6gale 
ä  deux  augles  droits,  c'est-ä-dire  que 
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* 

IntroduisoQS  oette  hypothöso  dans  les  formules  (II)  du  u"  3; 
ellcs  donnent 


(I)  <  «*2-Ki 


sin^sin«  * 


A  |/G086coec 

Nous  eu  tirous  les  6galit^s 

A  B  C 

(II)        cosatang    =:  cosö tang    =  cosc taug  ^ 

  ^      £  C 


et  de  oeUes^ 


B  C 
Cosa  — tang  2^  2' 


C  A 

(HI)  i    cos  Ä  —  tang  -g  tang  ^ » 

cosc  »  taug  2  tang  -^^ 
26.  B«lalitoii  entre  les  dlMres  üe  ee  triMre.  Dam  la  fonimle 


tang  a+ tang  i  + tang«  —  tang  a  tang  6  tang  c, 
qni  mient  & 

cotftoote+ootccoto-l^cotacotft  ^  1, 

mettooB  ä  la  place  des  trois  premiers  termes  l<Mirs  valenrs  tir^es  de 
la  prenddre  des  fomudes  (Q;  nous  obtenons  l*£ga]it6 

(IV)  8m*^  +  8iii«|+8in^5  =  l. 

Sl  nous  mnltiplions  par  2  les  denx  membres  de  ccttc  equation 
et  que  nous  rctranchions  de  3  les  prodoits  restdtauts,  nous  troavons 
la  relatiou  remarqoable 

(V)  cosil+eofii'4-cosO  ^  1. 
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AiBsi,  dans  notre  triödre,  la  somme  des  coBinuB  des 
trois  di^dres  est'constante  et  6gale  ä  1. 

Les  trois  augles  a,  b,  c  valaut  ensemble  deux  augles  droits,  ou 
a  la  relatiou 

(1)  tang^taiig|+taiig^taag^+taDg^tang|  =  1; 

or  la  troisidme  des  formales  (YUI)  da     7  aoos  domie 

t     }/  siD)SsiD(2?  — ^)       l/  sin/SsmCC— ^ 

(2)  tang  gtangg  —  |/  ^(^c-s)^ij^^A-S)      V  8m(A—S)smiB—S) 

sin  (-4— 5)* 

OB  verrait  de  mime  qae 

,  a         siii/S  b  sinS 

(3)  taog5toiig2  =  3i^(^_^).  ^2^«2-iI^(C^Ä)- 

Sobstitaaiit  oes  valeurs  (2)  et  (8)  dans  r^galit6  prMdmte  (1), 
on  oUient  encore  entre  les  trois  di^^^  Ay  B,  C]a  relatiou 

^  ^  sin  iA—S)  ^  sin  {Ji—ä)  ^  sin  (C— iS)  sin/S 

Si  noos  moltiidions  entre  elles  les  ögalitös  (2)  et  (3)  et  qae  noos 
extrayions  la  racine  carr^e  da  prodnit,  noos  troavons  aussi  quc 

a       b       c  28in^iS 
(VII)  tang  2  tang  ^  tang  g  - 

27.  Sinub  du  tri^dre  et  de  sou  suppl^mentaire.  Daus  la  formale 
(O)  da     13  posoos  p  =  -g»  eile  donne,  en  6gard  k  (U). 


(Vüi)         =  2  Vcosacos  ^cosc  =  taug  ^  taug  ^  tang  -g« 
Par  la  formale  (YU)  on  a  d'aillears 

(IX)  ^  «  2sin2iScot|  cot  ^  cot  |. 

28.  Directiou  des  deux  droites  6galemeiit  iiicliii^es  sur  les  trois 
ardtes  et  sur  les  plans  des  trois  fSsees  du  tri^dre.  La  formale  (II) 
da  n^  22  noas  donne  d'abord 

(X)  ^*9*  =  2^°"  8in5cot|cot|cot|; 
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puis  nouB  obtenons  par  la  fomalo  (XV)  du  24 

j        j       ,   ABC 

(XI)  t^^^^^^^-^'^yconacoabcoBe  ^iBag-^t»^ 

§  YIL   Le  MMre  r^gdler. 

29.  Snpposons  qne  les  trois  &ce8  dn  triödre  SABC  soient  ^galoB 
entre  eUes;  fl  en  sera  de  m^me  des  trois  di^dres.  II  noas  safiTira 
donc  de  &iie  a  —  &  =  6etui=sjB  —  C  daas  les  fornmles  gön^es, 
ponr  obtenir  oelles  qai  con^ennent  an  tri^dre  regulier. 

Dans  la  premicre  des  rclations  fondamcntalcs  (I)  du  u^  2  posous 
b=^c,  eile  devieudra 


ou 


C0Ba(l  —  coso)  =  (1 — cos-a)cos-4j 


on  en  tire 

(l)  Cosa  =  C0SaC08-A-|-C08il 

c'est-ä-dire 

(I)  söcil «  1+b6c<l 

Ainsi,  dans  tout  triedrc  regulier,  la  secaute  d'uu  dicdre 
est  6gale  ä  Tnnit^  augmeutee  do  la  B6cante  d'uue  face. 

30.  L'^galite  pr6c6dente  (1)  revenant  ä 

Cosa — COS^ — COSaCOSil  =  0, 

peut  8*6crire 

(1+C08a)(l  — COSil)  =  1; 

les  denx  fiicteurs  dn  prender  membre  sont  respecüvemcut  e^aux  ä 
*  A 

2coB*^  asin^gi        s^it^  ^  ^^^^ 

a  .  A  1 

aO  C08§Bm2«=2' 

c'eslräpdire  qne:  Dans  tont  trUdre  regulier,  le  cosinus  de 
la  demi-face  innltipli6  par  le  sinns  du  demi-dUdre  6gale 
nne  demie. 

31.  Mnltiplious  les  deux  membres  de  cctto  relaüou  par  ^ism^ » 
eUe  derient 
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a  a  A.  ,a 
2sin^c  OgSiu  2  =  sin2* 


et  doofle  (ndte 


.  a 
Sin  5 

(in)  löaa-«— 

8ill  2 

Donc,  dikns  tput  triödre  regulier  le  sinoB  d'ane  faeo 
^g»le  le  rapport  da  einns  de  1»  demi-face  aa  sinns  da 
demi-diödre. 

Moltiplions  par  2  cos  ^  las  deax  m/embrea  de  la  lo^iiiß  re- 
lation  (II),  noQB  obtenons  encore 


JL      A       a  A 

Ssin  "2<soB    •  cosg  =  cos  . 


on  biem 

(IV)  sin  4 


C08J 
a 


Ainsi,  dans  tout  tri6dre  r6gulicr,  le  sinus  d'un  di^dre 
^galo  lo  rapport  da  cosiiias  du  demi-diedre  au  cosiuus 
de  la  demi-face. 


\.  La  Tsleor  da  sinas  da  triddre  r^galier  peat  ae  d6- 
dolre  de  la  fonnale  (V)  dn     12,  qoi  donne 

(V)  4^  =  sin'asmA 

Gettö  expression,  en  vertu  dei  valear$  (H),  (III)  et  (IV)  peut 
aussi  s'^crire 


(VI)    ^-2riii«gCOt4-aain*^|/(2co8^  +  l)  (20)85^ 
oa  enoore 

sms  tangs 
sm-gtaog  2 

34.  Le  sinas  du  triödre  sapplementaire  6tant  (u^  16) 

^      ^ .  .  9 
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oa  trouvc  succcssivemont  pour  ^'  les  valeurs  saivaiites: 


(vni) 


I 


cos  A  cot  -ö 

 ^ — 

a      a  ' 
^^2  2 


de  Sorte  qne 


(IX)      ^f-i'  =  taüg3  ^cot»  ^  =  8 sin 8 1  coßS  ^. 

35.  L'incliiiaison  o  dos  aretcs  sur  lesplans  des  lacos 
oppoaoes  8*obtieut  au  moyen  de  la  relatiou  (VII)  du  14,  qui 
donne 

•In« -»       — ■inoöin-A  —  Siln  I  coB  ^ » 

01^  en  6gard  aoz  valfliin  (III)  et  (lY), 


(X)      ^        Bino -=  tanggcot^  —  y^^. 

86.  La  droitc  c'galenient  incliu6c  sur  Ics  trois  aretcs 
triödre  regulier  fait  aussi  des  angles  ^gaux  avec  les  plans 

des  trois  facos.   L'inclinaisou      de  cette  droite  sur  los  arotes  est 

donuee  par  la  formule  (I)  du  n*^  20,  qui  devient 


tauggp 


4  sin»  ^       4  sm-*  -y 


011 

a  A 

(XI).        tMig?>  —  — ^-»Binjtang  2« 

CO»  Q 

Qnant  ä  l'angle  qu'cUc  fait  avec  les  plans  des  trois  fswies,  od 
le  trouve  par  la  formule  (III)  du  ii^  23,  qui  sc  reduit  a 

4  008^^  4C08'^ 

cot*  =      -  isiass'  ■ 

oa  & 
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cot  -g  A  a 

(XII)  COt^  =   =  2C0B  2  cot  2» 

On  em  d^oit 

(XIII)  tangytaug^'  =  4cüs  s8iü4  =  2. 


Deuxi^me  Partie. 

Le  t«traedre. 

§  1.    Propri^tcs  du  letraedre. 

37.  Notattoim.  Gonsid^rons  le  tötra^dre  ßABC,  Nous  repr^- 
aenteroiiB  par  o,  5,  e  les  trois  ardtes  SA,  SB,  SC  issaes  da  sommet 

par  X,  V  les  mcüBaisoiu  mutaelles  BSC,  CSA^,  ASB  de  ces 
arStes.  En  oatre,  nous  d^signerons  par  iL',  f»',  les  indinaisoiis  des 
mdmes  ardtes  a,b,  e  %vx  les  faces  opposöes  da  f^tra^e,  et  par  a', 
h'^  €?  les  trois  antres  arStes  da  solide,  respeetiTement  oppos^es  aox 
premi&res.  Koos  indiqaerons  d'aülears  par  a,  y  les  angles  qae 
forment  entre  elles  les  ar§tes  oppas^es  a  et  a\  h  et  ft',  e  et  par 
S,  A,  B,  C  hß&A  triangolaires  da  t^traddre  qni-  sont  respective- 
ment  opposöes  aoz  sommets  portant  les  mdmes  lettres. 

l'arete  SA  =  o,  SB  ^  b,  SC  =  C, 

raröte  BC^a\  CA^  h\  AB = C, 

rangle  plans  BSC»^  A,     CSA  =  fi,  ASB  r, 

ranglo  (SA,  SBC)  =  V,  (SB,  SCA)  =  ^\  (SC,  SAB)  =  v\ 
rangle  (SA,  BC)  «,  (Äi^,  CA)  =  ^,  (SC,  ^li?)  =  y, 
la&ce^C=iS,   SBC=Ai   SCA^B^   SAB  =  C, 

Nous  aurous  toujours  soiii  de  dusiguer  cliaque  angle  di^dre  du 
t^tra^drc  par  la  lettre  qui  represente  Tarete  d'intersection  des  deux 
faces  du  diedre. 

38.  ^to^e  I*  Dans  tont  t^tra^dre,  le  double  pro- 
dait  de  deax  ardtes  opposöes  par  le  cosinas  de  lear  in- 
clinaison  matiielle  est  6gal  k  la  somme  des  carr^s  de 
denx  antres  aretes  oppos^es,  dimina^e  de  la  somme  des 
carröB  des  ardtes  opposles  restantes. 
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Projetous  la  ligne  briBöe  (Fig.  5)  bot  l'ardte  C0,  nons 

obtenons  T^galite 

CScQ^SCIS-^-üA  cos  a  +  ^lücos  ABC  =  -ÖC, 

QU 

nOQB  en  tirons 

o  cos  «  «  a'  --  c  cosÄOÖ  —  c'  cos  ABC^ 
et,  en  mnltiidiaiit  pur  %a\ 

(I)  2aa'co8a     2a'»— 2co'  cosÄClß-  2ü'a'c08  AöC. 

Or  les  denx  trianglos  &BC^  ABC  donnent 

jt «  ü«+a'»-2ca'co8SCÄ, 
i'Ä  c'«-|.a'«-2eVcoBiiBC, 

et,  par  snite, 

o'^  -  2ca  cos ÄCi/  =  —  c«, 
a'»— 2c'a'co8^LöC'=  6'»  -c'». 

Snbstitaant  ces  valeura  dans  Tegalitc  (1)  et  concloant  par  analogio, 
on  obtient  les  trois  relations 

2cc'  cosy  «  a2+a'2— 

39.  CoroUaire.  Ajoutoas  cos  trois  egalites  membrcs  a  membres, 
uous  eu  d^duisous  la  relatiou 

(II)  aa'c08a-|-&i'c08j9-|-A^C08y  =  0, 

qui  prouvc  que  des  trois  angles  ß,  ^,  y  Tun  au  moins  est 
aigu  et  l'uu  au  moins  est  obtus,  et  que,  si  deux  de  ces 
angles  sont  droits,  le  troisi^me  Test  aassL 

40.  Th^r^me  II.  Dans  tönt  tdtra^dre,  la  protection 
d'nne  areto  sur  Tarete  opposöe  est^gale  t  la  difförencc 

des  projections  de  deux  ardtes,  ad  jacontcs  d*un  meme 
cöt6  h,  la  premi^rc  aretc,  snr  la  meme  arete  opposee. 

Dans  la  relatioiii 

2aa' Cosa  =  ^^-f-i'«— c«— c'* 

rempla^^ns  6"  et  c'^  par  les  valeors 
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que  fournisseut  les  deux  tiiaugles  SCA  et  SAB-,  eile  devient 

Soa'cOBtt  =  2abG08V — 2<XtC0Sfi. 
Ou  eu  tire,  en  divisant  par  2a,  pois  par  analoge, 

ia'cosa  s  heo&v — coosfi, 

41.  Corollalre»  Multiplions  ccs  trois  6galit6s  respectivement 
par  cosA,  cosjti,  cosv  et  ajoutons  les  equations  r^sultantes ;  noas 
übteuons  la  relatiou  remarquable 


(IV) 


48.  Tk^ortaM  in«  Dans  tont  tötraödre,  chaqae  face 
est  6gale  k  la  somme  des  prodnits  qn'on  obtient,  enmul- 
tipliant  chacnne  des  trois  antres  faces  par  le  cosinns 
de  son  inclinaisoii  snr  la  premi^re  face. 

En  eflfet  chaque  face  est  egale  ä  la  sommc  des  projections  sur 
ellc  des  trois  autres  faces;  or  les  projections  des  trois  facoa  A^B^C 
sur  la  face  8  sont  respectlTeuieiit 


ou  a  douc 
(V) 


^coso',  BwiSh\  OcOS«'; 
8  —  A(ma' + Boo&b'  +  (7C08</. 


43.  Relation  entre  les  slx  anales  diedres  d^m  ttitraMre. 
B'aprös  le  th^r^me  pr6c6dent,  nous  avons 

S+Afma^+Bw^V-^-Ceiw^  «  Q, 

Äcosa'  —  ^+-8  cosc +Ccos5  =0, 

8CM^  +-4 0085+  B Cosa  —  0. 


£liminaiit  les  trois  faces  A,  C  eutre  ces  qoatre  ^quations,  nous 
obtenons  la  relation  cherch^e 


(VI) 


—  1  COBo'  C085'  CO8  0^ 

Cosa'  — 1  cosc  cos  6 

C08&'  cosc  — X  COSA 

cos^  cosi  coso  — *1 


0, 
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(YII)  8m*a  cos  V  +  2  (cos  a + cos  6  cosc)  cos  //  cos  c' 

'\-m?b  C08'6'  -|-  2(C086-|-  CO8e008a)cO8c'  006a' 
-(.8i]|*6e08V+  2(C0BC+C0S<IC0Bft)C08a'C0By 
=  1— 008^ — OOS^^OOB^— 2c08aC08£C08e. 

44.  IMortaM  IT.  Dant  tont  t^tra^dre,  le  carr6  de 
cbaqve  face  est^gal  &  la  8omme  de8  carr48  des  trois 
atttres  face8,  dimian^e  de  la  somme  des  donbles  pro- 
daits  qa'on  obtient  en  mnltipliaiit  deax  qnelconques  de 
ces  faces  par  le  cosinus  du  di^dro  compris. 

Lea  fMtre  ^qaaUons  (2)  peaTent  so  mettre  soas  la  fonne 

S  — ^cosa'  —  Bcosb'  —  C'cüsc' =  0, 

B^Qtma^AeOBe'^4,e(na''^8€Mb''-^a.QOt€^  Oy 
-d«o»*— J^eoB«— <>.eo8o' — o.co8&' — 8,eo9e^  -»0; 

si  noas  ^Iiminons  las  trois  quantit^s  — cosa',  — cos^',  — cosö'  entre 
ces  qaatz»  ^aattons,  aoas  obteuons  la  lelation 

8  ABC 
^  j?— Croo8a— ^CO80  0    5   0  ' 

qoi,  etaut  d^velopp^  revient  ä 

(IX)   52  =  -42 + ^  +  C'«— 2Beco8  a — 2  CA  coaö—2AJJ  cob  c. 

45w  GeW0r^n0-V»  Dans  toat  t^traddro,  les  faccs  sont 
eatre  eilen  comme  les  sinus  des  sappUments  des  tri^dres 
oppoa^s. 

Dans  les  equations  fondameiitales  (2)  uous  pouvous  cuusiderer 
comme  inconnus  lo  diedre  a'  et  les  dcux  faccs  non  adjaccutes  B  et 
C.  Pour  ^limincr  ccs  quantit^s  entro  les  qoatre  tiquations  (2),  noas 
iBQtticgjiB  celias^ci  sous  la  forme 

8     +0  OOBaO+C08J'(— B)+COBü'(— C)  —  0, 

0    -f  ^  Cosa')  +  cosc  (— i?)+cos6  (—C)  0, 

— 5cosZ»'—-/lcoBc4-0  (—cos«')—  (— i?)+C08a  (—6')  =  0, 
— iScos«'— ilcosÄ+0(— cosa')-|-co8a  (— Ä)—       (— C)  «  0. 
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Comme  elles  sont  compatibles ,  le  determinant  par  rapport  aux  trois 
inconnues  —  cosa',  — By       est  nul.  Noos  obtenous  amsi  le  relaüon 

Ä+0  A  COBh'  COSC' 

S  cosc  C08& 

— ScoBb^^AcoBc    0  — 1  Cosa 

—ScoBe^—AcoBh   0  Cosa  —1 


=  0, 


qui,  par  la  dccompositiou  du  premier  membro  ea  deox  determinaats, 
peat  s'^crire 


8  A  COB^  COS0^ 

0-  S  C08C  C08Ä 

— Scosb'  0  — 1  Cosa 

— jScoflo'  0  eosa  ,—1 


+ 


0 
A 

—-4.  cosc  0  —  1 
— A  eoBb  0  coBa 


A  eoBb'  0080^ 

S    cosc  COSÄ 
cosa 

—  1 


0. 


Dans  ces  deux  detenninaiits  nous  pouvons  intervertir  les  deux 
premiöres  colonnes,  aprtis  avoir  divis6  les  premiörcs  colonncs  respecti- 
vement  par  S  et  -4;  il  nous  vient,  eu  intervertissant  aossi  les  deux 
premi^res  lignes  dans  le  premier  determinant  r6sultant, 


8  0 

coBe 

eoBft 

A  0 

WBh'  COB«/ 

A  —1 

cos  5' 

cosc' 

8  —1 

cosc  cosft 

0   cos  6' 

—  1 

cosa 

+  A 

0  cosc 

—  1  cosa 

=  0. 

0  OOB^ 

Cosa 

—1 

0  cob5 

GOBa  —1 

D6veloppons  snivant  les  elements  de  la  prämiere  colonne  chacun 

de  ces  deux  d^terminants  qae  nous  repr^sonterons  par  Js,  nous 

aurons 

—  1 

cosc' 

0       cosc  C086 

cos  6' 

— 1 

€08  a 

+  8.A 

0086'    — 1  COBa 

9 

cos<^ 

coBa 

— 1 

co8</  cota  • 

-1 

— 1 

COBG 

COBb 

0      C086'  coBe' 

A.Ja=  A* 

ooBe 

—1 

coBa 

—  8.A 

cosc    —1  cosa 

• 

cob6 

COSA 

— 1 

cosft    cosa  • 

-1 

Or  le  ÜBCteur  de  — 8,A  ne  diff^re  de  celoi  de  -^S^A  qne  parle 
changement  des  lignes  en  colonnes  et  des  colonneB  en  lignes;  par 
soite  IIb  sont  ^ganx.  On  a  donc  i*6galit^ 


—  1  cos  6'  cosc' 
cos  6'  —1  cosa 
C08o'     COBa  1 


+A^ 


0  cosc  cos/> 
cos6'    — 1  cosa 

coBi/  eosa  — 1 


=  0. 
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Mais  le  coefficicnt  de  — est  le  carr6  da  sinos  du  tri^e  suppl^- 
mentaire  da  triödre  en  siniis  que  nons  ponvons  repr^senter  par 
sin (-4');  do  movno  lo  cocfficient  de  est  le  carrd  du  Sinns  da 
triödre  sappl^mentaire  da  triddre  en  S\  par  soito  U  vient 

donc  on  a 

S         ^A  B  C 

8in(S'j  "  sinU')  ^  sin       ^  8in(C')' 

46.  Somuie  des  carrcs  des  qualrc  faces  en  yaleur  dos  produits 
des  aretes  oppos^s  et  des  sinns  des  angrles  ex>inpris  entre  ces  aretes. 
Par  le  sommet  C  (Fig.  6)  menons  le  plan  CCA'  perpendicnlairo  ü- 
l'aretc  SA-^  par  le  sommet  B  tirons  les  droites  BA\  Uli'  l'uno  pa 
rallölo  et  Tautre  perpendit  ulairc  ii  la  memo  arcte  SA\  puis  menous 
la  droito  CA'  qui  sera  perpcudiculaire  ^  BA'. 

'  Bans  le  triangle  A'CCf  neos  avons 

A'C^=:CC'^+A'C"^  —  2CC'.A'C".Q0SCC'A'i 

or 

A'C  =  BCsinCBA'  =  a'aina, 
ca  ^  CSbiüCSC  —  osinfi, 
^'C—  BS*  *-  iTiSsin  BSB'  —  ^sin v 
couCCfA*  ^  Cosa; 

par  suito,  uous  obteuous 

et,  en  moltipliaiit  par  a\ 

«fia'^woL*«  =s  c^a^sin^fi-l-a^&^Bin'v — 2ca8inf*.a6sin  v.coso. 


casinf*  —  2i^,      abanv  =  2Ci 

donc  ü  vient 

(XI)  a>a'*S]n>a  =  4Ä»+4C«— 85Ccos«. 

Nons  aarions  de  meme 
(Xn)  a>a'>sin^  —  4il>+4SI*— 8iiSC08a'. 

NooB  trouYons  ainsi  les  vaicurs  des  diedres  a  et  u'. 


am 


Cosa  «  ^  i 

482  +  4^2_aV^8in^« 

coaa  =  ^  
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Ajontoot  les  trds  ^gditöt 

membres  ä  membres  et  avec  T^galit^ 

48*  —  4ii*-|-4B*+4C*— e^Cooia— 8Cleo««— 8iiSco8ft; 
nons  obtenons  la  relation  assez  remarqnable 

§  II.  Kiyrcnim  ürenei  dhi  ?«lnn  Ai  MraM«. 

# 

47.  Tolame  di  MtraMre  oi  Talenr  de  trais  arMw  «ontipnCiy  de 
Paople  de  deox  de  ees  ar^tes  et  de  FineltaialMin  de  la  ttokXbm»  artto 
aar  le  ^laa  den  denx  premltares.  Dn  sonünet  C  abaiäsons  enr  le  plan 
de  la  &ce  opporte  ABB  la  perpendieidaire  CD,  Le  volnme  du 
t^traddre  sera 

Or  la  surface  dir  triangle  ABC  est  6gale  u 

et  par  le  triaugic  rcctangle  SCD  ou  a  la  hauteuc  * 

il  vieut  douc,  en  sabstitnant, 

(I)  F=  ^o^esmvsinv'. 

Dono  le  volnme  du  t^traödre  est  4gal  an  sixiöme  du 
prodait  de  trois  ar^tes  issnes  du  meme  sommety  mnlti- 
pU6  par  le  prodait  dn  sinus  de  Tangle  compris  entxe 
deux  de  ces  ardtes,  et  du  sinus  de  rinclinaison  de  la 
troiBiöme  ar^te  aar  le  plan  des  deaz  premi^e«. 

48.  Yolnnie  dn  tetra^dre  cn  Talenr  <Ie  trois  arctes  contl^^fl  et 
des  angles  qn'elles  comprennout.  D^siguous  par  /I  le  sinus  du  triedre 
8,  D'aprds  les  formales  (YII)  du  u°  14  et  (U)  du     10,  uous  avons 

•  • 

et 

J^2y  gm  -  '  2  — «n'--T2 — 8in — »-g — ^sm—^ —  ; 
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donc  fl  Tient  anflsi 

(II)  V'^iabc.J. 

Ainsi  le  volume  d'uii  tetraedre  est  6gal  au  sixieme  du 
produit  de  trois  aretes  contigues,  multipli^  par  le  Biuus 
du  tri^dre  forme  par  ces  aretes. 

Kons  avoBB  ansai  troiiT^  an     11  (formide  JUS)  qoe 

=  1  —  COS^i  —  C08^/i  —  C08^V+  2  COS  i  COS    COS  V  , 

de  Sorte  qne  Ton  pent  anssi  toire 

(IH)  =  a*4*0>(l — COSU  — COßV — C08*V+2C08ilC08^*C0BV). 

49.  IMterminatioii  directe  de  cette  expression.   Sur  I'arete  «SC 
(Fig.  7)  prenons  SAf    1,  et  du  point  M  abaisflons  sor  le  plan  SAB 
la  perpendicolaire  MH\  par  le  pied  H  menons  PQ  peipendicalaire 
«II  SB  jusqu'ä  la  rencontre  de  iSul  en     tirons  HB  perpendicolaire 
BOT  SA  eil  jQ&gjnonB  SB. 

}ioüs  avoxis  evideinment 

PQ  » iSQain V,      SH^  SMco» ^  ^  cosv', 

PQ.SH 


sinvcoBv'  sss 


SQ 


Or  le  qnadrilatto  SPHB  6tant  iiiBcripttble,  leB  deuz  aagleB 
BPBy  HSR  Bont  ^ox;  par  Bnite  les  denx  trlaag^es  PQR^  8QH 
äont  semUableB  et  donnent 

PQ     FB     „  .    FQ.SH     „„      .     *  , 
8Q^m'  -  PÄ -  amvcoBi^'. 

Cela  pos6,  SP  et  SB  6tant  les  projecüonB  de  iSJf » 1  bot  les 
droites  SB  et  SA,  ou  a 

d'aiUenrs  Taagle  PSA  est  6gal  ä  v;  ü  vient  donc  par  le  triaagle  SPJi, 

PS*  —  COBU-f-COBV — 2  COBX  COB  f»  COB  V. 

Kous  avons  ainsi 
BUiVsiiiV«       — Bin^Hsos V»  Bin'v — cobU — cos  V+^ooBAcoBiicosy. 

Sobstituaut  cette  valeur  danB  oelle  (I)  de  V  et  ^evant  aa  canr^, 
on  teonve  la  formide  (III). 
T«a  Lm  10 
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50.  Ezprcssloii  «n  Mermbumt  dn  Tolnne  do  tMnMre  eiiTalenr 
ilo  troto  «r#tes  eontignSs  6,  e  et  ta  faiHMiiwis  ■ntadln  1,  /»•  v 
de  068  arltei»  Dans  r6galit6  d6F>  «  t^l^^J*^  rempla^ns  par 
flon  expresnon  en  d^temünaat  (1)  da  n*^  10;  nons  wom 


36  r»  —  a«^c« 


1       C08V  COSfl 

COBV  1  cosil 
eOBfl   008  i  1 


HnltiplioiiB  reepectivement  par  a,  h,  e  d'abord  loa  trois  lignes, 
puis  loa  troia  ooloimea;  le  d^temiiiuuit  aera  mnltilpli^  par  le  produü 
a,b,e'X,a,b,essa^i^^\  par  aidte,  ai  noiia  diviaona  hon  Imutob 
par  a*^c*,  la  valenr  da  aecond  membre  de  r6galit6  prMdente  ne 
8era  paa  idt^r^e,  et  ü  viondra  encore 


(IV) 


ab  cos  V  cacosfi 
abC0A¥  beco&X 


61.  EzproBiloii  OB  dMonaliiaiit  du  Tolnie  d«  tdtraMroi  od  Talenr 
doa  8tx  «rttoa  a  et  o',  6  et  6',  e  et  e«,  eppoadea  deix  k  deoz»  Molti- 
pliona  par  ^2  108  troia  lignes  du  d^mdnaiit  pr^c^dent;  oe  dtor- 
minaiit  aora  nuiltipli^  par  (—2)*  s  ^8,  et  U  vient 


288  F«  —  — 


— 2a^  •*2a&C08v  —  2coco8|ii 
-2a&C08v       —26'     —  250cosil 

-2<Ml008f»    — 2^008 1       — 20* 


Nons  pouYons  remplacer  lo  sccond  membre  par  an  d^terminant 
äquivalent  da  dnqoiöme  ordre  et  ^crire 


288F« 


1  0       0  0  0 

0  1  fl« 
0    -—2a'  — 2a&C08y  — 20aeo8fi 

6»  0  — 2oJco8v     — 2J«  —2bcco8X 
0  — 2caC0BjiA  — 2^C08A  — 

0  10  0 

1  0 

0  a*  — •2a>  — 2ä6ooay 
0  6«  — 2aftC08v  —2»« 

0     — 2cacoSfi  — 2i<?C08A 


0 


— 2^cosl 
— 2cs« 


Cela  faxt,  les  troi8  triaugles  SBC,  SCA,  SAß  uoas  donnont 
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sabstitaoDs  ces  valeiin  dana  notre  dender  d6teniiiiiaiit  et  now  ob- 
tenons 


288  F*. 


0  1 

1  0 

0  a* 

0  6« 

0  c« 


0 

.  -2a» 


0  0 


.AjoatODB  la  seconde  ligne  &  cliacuue  des  troia  suiyaates,  il  uoas 


288 F>- 


0 

1 

0 

0 

0 

l 

0 

1 



1 

^ 

1 

Sl  actaettement  nons  ijontons  la  seoonde  coloniie  k  chacime  des 
troiB  flairantee,  «ons  trooTona  reKiHres8lo&  demand^e 


(V) 


2887<=r 


0  1 

1  0 


1 


1   a»  0     c'«  i'« 

1    c2   6'«   a'2  0 


52.  Expression  d^yelopp^e  du  Tolime  du  l^traMre  en  laleur  des 
alx  arStei  a  et  <  6  et  h\  c  et  c',  oppos^es  denx  k  denx.  Aprds  avoir 
mnltipli^  par  2  les  trois  lignes  du  determinant  (FV),  s'il  Ton  y  rem- 
place  les  tennes  angulaircs  par  Icurs  valeur  que  fournissent  les  tri- 
angles  SBC,  SCA^  SAB,  on  obtient 

D^reloppant  par  la  r^i^  de  Sarrns»  on  tronTo 
et,  e&  eiBEDCtoaiit, 

10* 
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(VI)  144F>     a^a'«(i»+ J'«+«»+</»-a«— a'«) 

OQ 

(VII)  1447«  =  — ft'8)(c't— a'2)  +  a2o'«(Ä2+c8  — a'«) 

53.  Antre  forme  du  d^terminant  (T).  Multiplions  les  cinq  co- 
lonnes  de  ce  d^termiiiaiit  par  les  prodnits  respectifs 

dk^.o'ftV,  dW,  ftea',  Od»',  abe^-, 

nonfl  aoroiis  multipliö  le  d^tenninant  par  le  prodnit 

abc,  a'b'c',a'b'c',bca'  ,cab'.abi^  —  ifilfi<fi  ,a'H'^e'\  . 

de  eorte  qall  vient 

0         a'b'e'      bca'       eab'  abe' 
abM%*if     0       «Aejaa*   abeJbb'  abeMl 
ab'tfjMia'  üb'dMol      0     a»W  a&V.W 
U*a\eaV  he'a'Jbh*  he't^jec'      0  Ufi^jo/Bl 

ca'b\M  ca'b\cc'  ca'b'Jbb' ca'b' ,aa'  0 

diiriKnis  maintenaat  les  qnatre  dernüra  lignea  mpecthremeat  par 
l68  piodnits 

ahe^  ah'if^  he*a\  ca'b'\ 
le  d^termmaat  se  tronrera  divisö  par  le  produit 

abc .  ah'c'.  b  c'a'.  ca'b'  =  a^iV .  a'H'^c'^. 

Nona  obtenonB  ainal  Pexpreesion 


0 

a'b'c' 

bca' 

cab' 

abc' 

a'b'c' 

0 

bb' 

ee' 

hea' 

0 

ee' 

bb' 

hb* 

ee' 

0 

aa' 

abc' 

bb' 

aa' 

0 

Dans  06  d^termlnant  on  peut  enoore  diviser  la  premi^re  ligne 
et  la  prämiere  coloime  chacane  par  a'b'c',  ce  qui  revient  ä  le  diviaer 
par  le  prodnit  a'&V.  a^ftV     a^H'^e'*.  D  en  r^solte  la  formale 
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(X)  2S8F«-?^ 


4 

hc 

ca 

ab 

1 

a'b* 

0 

ee 

aa' 

0 

W 

0 

0 

1 

he 

ab 
a'b' 


54.  Tolnme  da  t^traedre  eu  yalonr  de  deux  aretes  oppos^  et 
de  lenr  plus  conrte  distance.  Par  les  extremites  B  et  C  de  Tareto 
BC  menons  les  droites  BB',  CC  paralleles  et  egales  ä  Tarete  opposee 
SA\  tirons  les  droites  SB\  SC  et  B'C\  Nous  formons  aiasi  le 
prisme  triangulaire  SABCCB*. 

La  diBtanoe  de  Tarnte  8A  an  plan  BCC'ß'  sera  igale  k  la  plm 
coutB  ffislance  et  des  denx  arMes  oppoato  iS^  et  BC. 

Noas  avons  le  tetraMre  SABC     iSABCC'B' or  lo  prismo 
triangulaire  SABCC B'  est  la  moitic*  du  parallel^pip^^do  qui  a  BCC 
poor  iMue  et  <2  pour  hauteor;  ot,  comme  le  parail^logramme 


OD  a 

donc 

(X) 


BCC'B^  —  BB'.  BC.  sm Ä'iJC  —  aa' Bin«, 
SABCC  B'  —  (aa'fiina.di 

C  ou  V  =      .  oa'  sina. 


Ainsi  le  Tolame  d'nn  t^traddre  s'obtient  aasBi,  en 
maltipliant  le  demi-prodait  de  dem  ardtea  oppoB^es  par 
le  BiniiB  de  Tangle  compriB  et  par  le  tiera  de  la  plns 
conrte  diatance  de  cea  mlmes  ardtes. 

55.  Bdalteii  entre  les  plns  eonrteB  diBtaaeeB  d,  if ,  df»  d«  arttes 
eppeata  «  et  a',  6  et  6',  e  et  c«,  et  !«•  an^lM  «,  y  eomprla  entre 
«BB  arMBB.  La  formnle  (IX)  nons  dimne 

.daa' Bin«     dfbb'usiß  «-  d!'ec'amY\ 

diviBons  par  oeB  trolB  qnacntltdB  ^^es  leB  troia  tennes  respectifo  de 
r6galit6  (H)  du  39 

öa'coBa+W'cosP+öo'coBy  —  0, 

nouB  obtenoQS  la  relatiou 
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56.  Daus  la  formulc  (X)  mettons  ii  la  place  de  aa'tHaa  sa  Taleur 
tiree  de  la  preniiere  des  relations  (I)  du  u*^  3vii  eile  devient,  par 
r^evatioa  aa  carre 

luv*  -r  <ji[4aia'»— (6«+*'*— e«  -<»^*)T» 

€l  doone 

(Xll)    r  =  ^  V  (2aa'+ 62 + — c«— c'S)  (2aa'+    + c'»— 

57.  Volame  da  WtraMre  en  Yaleur  de  trois  faces  et  du  sinns  dn 
frappl^ment  da  triMre  eompris.  L'cxpressiou  (II)  da  48  poat 
B'^crire 

F»=^aW^«  =  -.bc^mLcaBun^.abOJiv.  gj^j^^^^' 
or  ou  aalt  que 

d'aUlenn,  en  vertu  de  la  formnle  (YHI)  da     17«  on  a 
donc  il  vieut  aassi 


Dono  le  carr6  du  volume  d*an  tetraödre  est  egal  am 
deax  neuvi^meB  du  produit  de  trois  faces  mnltipli^  par 
le  Sinus  du  sappUment  da  triödre  compris. 

58.  Volume  du  t<''tra^dre  en  yaleur  de  deux  faces  et  du  di^dre 
compris.  Daus  la  tigure  7  meuoBS  DE  peipendicnlaire  sur  l'arete 
AB  et  tiroiis  CG.  Xfoos  aYons 

An  Qp* 

V  —  iSAB.  CD  —  \SÄB.CEmLe'  s=  ^SAB.  * 

or  le  produit  AB. OB  est  6gal  an  double  de  la  face  ABC  quo  nous 
avons  repr6sent6e  par  iSf,  de  mdme  que  la  fiuse  SAB  a  M  d6sigii6e 
par  C;  ü  vieut  par  cousöqumit 

(XIV)  F— j^y.C— j— =:gÄ.  C.sia«':^. 
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Ainsi  le  volume  d*un  t6tra6dre  est  6gal  aa  tiers  du 
produit  de  deux  faces,  raultiplie  par  le  Sinns  do  di^dre 
compris  et  divis6  par  la  moiti6  do  Tareto  de  ce  diödre 
(G.  Dostor,  NouvcUcs  Anaales  de  math^matiqaes,  aArie, 
tome  VI,  1S67,  page  413). 

59.  Bapport  dea  prodidfa  dtf  arStes  oppos<^  La  formale  pr6- 
o^dente  donne 


et  de  mdme 


3  Fe' 


SVe 


d'oii  ou  tire,  eu  molüpliaut, 


4 

Or  nofOB  avm  va  an     67  qne 


9 

par  Gona^nent  on  a  la  face 

A'  cc 


(XV)  8  - 


2  siucamc 
On  en  d^duit 


2iS  «a'  hb*  '  cc 


^^^^  süiasina'      ßinismi'      sine  sine 

Dono  dang  tont  t^traddre  les  prodnita  des  ardtea 
oppoB^es  sont  entre  enz  comme  lea  prodnita  des  sinns 
des  di^drea  qni  ^mergent  de  cea  ardtea. 

GO.  Toibnie  du  MtraMre  ea  Talenr  iPnn  faoe  et  de  eea  Ineli* 
ludaena  anr  lea  trola  antra  ÜMea»  L'ex|»re8aion  (SH^  permet  d'^cnre 

2^   .siua'     2^  _  Bin&'     2«  ^ßinc' 


d'oü  on  tire  lea  dqnations 

qui  ^tant  combin^es  entre  elles  avec  r^qnatiou  Evidente 
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ÄGOsa+Bco&b'  +  Ccoac'  =  iS, 


donnent  d'abord 


puis 

S  «' 


a'cota'+i'cot^ +c'cotc' '  sina'' 

Mettant  oette  yaleor  de  ^  dans  rexprescdon  V^\S*A,m.a\ 
on  tronve 

8* 

pour  le  Tolnme  du  t^traödre  en  yaloiir  de  la  face  8  et  de  ces  indi- 
lUOBonB  BOT  les  trois  antres  fiusea  A^B,  C  (G.  Dostor,  Nonrelles 
Annales  de  HathömatiqueB,  2«  s^rie,  tomeYI,  1867,  m^414). 

61.  SirfMe  du  trlaa^Ie  ddtermM  par  les  IntersMttm  dTva 
plaB  atee  lea  trois  plana  de  eoordeandefl.  Le  plan 

(1)  I^+Qy+Jiz-^T=0 

conpe  les  trois  phms  de  coordonn^B  &  des  dlBtances  de  rorigine  qni 
iont 

T  T  T 

(2)  a--.j,  ^'--Ä- 

IMsignons  par^F  le  yolame  da  t6tr&^dre  qni  a  son  sommet  & 
l'oric^e  des  eoordonnto  et  oes  longneors  (2)  poar  arStes  laterales. 
Kons  avona 

r.  =  i -  3,^^ 

Hais,  si  nops  d^signons  par  j9  la  su&ce  dn  triangle  fonn6  par  les 
interaectioiis  da  plaii  (1)  aveo  lea  plans  de  coordonnte  et  par  p  la 
distance  de  rorigine  au  plaa  s^cant,  noas  aTons  anilsi 

9  • 

il  s'ensait  qne 

^P'^l^^  Ott  ^"PöW 

Or  on  sait  qne  la  distance  de  l'orligiiie  an  plan  (1)  est  donnee  par 
r^qoation 
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TM« 


0  A 
A  1 
B  C08V 


B  C 

COSV  COSft 

1  cosA 


C   C08|ft    oosX  1 

en  sabstitiiaiit  dans  la  Taleor  prMdente,  on  troQTe 


(XDC)  45«-- 


0      P       Q  B 

P       1  C08V  COSfi 

Q  COSV     1  cos  l 

R  GOSfi  COSi  1 


et»  en  dÖTeloppant 


(XX)     4^  — 


P*  siu^A  4- 2  Qii' (cos  |:i  cos  V  —  cos  X) 
+    sin^/x + 2     (cos  V  cos  A — cos  ft) 

jPQ  (cos  i  C08|i  —  COB 


Tel  est  le  carre  de  la  double  sorface  du  triaugle  en  questiou. 


62.  Surface  de  la  base  d*un  Wtra^dre  en  valeur  des  trols  aretes 
laterales  et  de  leurs  incllnaisons  mutnelles.  Dans  la  formule  (XIX) 
remplagons  F,  Q,  R  par  leurs  valeurs  tirees  des  6galit6s  (2)  et,  dans 
le  r^sultat  changeons  los  sigues  de  la  premiere  ligne  et  de  la  premiöre 
colonne;  eile  deviendra 


1 

1 

1 

a 

» 

h 

e 

1 

COSV 

COSfi 

COSV 

1 

COS  A 

COBA 

1 

1 

a 

1 

h 

1 
e 

Si  noiiB  mnltiplioiiB  les  trols  derni^B  Ugnea  et  les  trois  derni^ 
colonneB  par  les  qnantitte  a,  cette  expreBflion  prend  la  forme 
remarqnable 

Ol  11 

1  oicosv  cacosfi 

1   o&cosv  bcco^X 
1  4»oo8|ft  tecosA 


(XXI) 


dont  le  developpement 
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(XXH)         45*  =  Ä«c88m2A  +  2a2&c(cos/ACOs  V  — COSA) 

+  C^a^8in^fi'{-2b^ca  (cos  VCOSil — COSfl) 
+  a^i^fiixL^y4-2o^aö(coBilc08fi — COBV) 

eiprime  le  canr^  de  la  doaUe  8iir&oe  de  la  fiace  ABC  du  tötraödre 
8ÄBa 

63.  Surface  du  t^traedre  SABC,  ayant  nn  sommet  S  ä  l'origrine 
des  coordonn^es,  en  Taleor  des  coordonndes  x',  y',  z' ;  r",  y",  z" : 
x^,  e'''  des  trois  antres  sommets  Ay  a  Supposons  les  axes  de& 
coordonn^eB  rectangalaiFes.  Nous  avons 

(3)    a^==x''-+y'^+z'%     ia=.flj"2+y"2+3"2,  c^=^x'^^+f^+i^^', 

et,  comine  les  öqnatioiis  des  droites  ^S^,  SB^  JSC  soiit 


X  y  z  X  y 
X'      y'  ~  «■      05  p 


 £      jc_  J/_   

/  —     —  j  *    ^"  —     —  ^'f*    a/"  ™  y""  ~~  i?* 


U  vient 

cosv  = 


x'x"+yy+z'z"  ^a,'a,"+^Y+»'^' 


de  Sorte  qa'on  a 

(4)     ii&COBV  =s  fljV'+y'2/"+i3'2",    (»COBf*  -  x'0r+x'y"'+z'z'\ 

Si  nöns  sabstitaoiis  les  valenrs  (3)  et  (4)  dans  la  fonaole  (IV) 
da     dO,  nons  obtenons  T^galit^ 

Le  secoud  membre  est  le  carre  du  d6terjiünant  . 

»"  s^" 

^  a«r 

par  cons^qaent  on  a»  eo^eztrayant  la  radne  carrie 


36  F«. 


(xxm) 


er 


x'  y' 
flj"  ^' 

^  ^ 


64.  Yolme  d«  l^traMre  iSL4£C,  en  valenr  des  coordonn^s  x,  y,  z; 
«1»  yii  »1/  »•»  y«»       «•»  y»»  »»       quatre  semmetB  8,  A,  B,  a 
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Transportoüs  Torigine  des  coordoim^es  au  soilUDet  8  et  aoient 
«'» lf'§  y  \  »")       y",  2"'  les  nouvelles  coordonnte  des  trois 

autres  sommets  c.  Le  volume  du  t^traödre,  exprim^  en  Ya- 
lenr  de  ces  derni^res  coordoimßes,  sera  doim^  i»ar  la  formule  (XXlll). 
Maas  les  4gaUt6s 


domient 


— 

Pl 

y+y'. 

y^  =  y+2/"i 

.^a  =  y+y'^1 

^'       OE^ — «, 

tT^y^—y^ 

✓ 

Si  neos  sabstataons  ces  valenra  dans  la  formale  (XXm),  noos  obtenons 

1      «        y        »  j 

0   ac^ — X       — y   z^  —  z 


»  yi^y  «1*--* 

fl^  —  X       — y    «3  —  z 


(XXIV) 


er« 


Dans  le  second  determinant  il  suffira  d'aj  outer  la  premiere 
ligne  ä  chacune  des  trois  suivantes,  pour  avoir  Tei^ressiou  demandee 

1  X    y  » 

1  «1  yi  «1 
1       y%  H 

1       y%  H 

65.  Methode  directe  pour  determiner  eette  formule«  Le  plan 
MiM^M^^  qui  paääü  pai'  leä  trois  points 

a  poor  equatiou 

'  ^    X    y  z 

Xi   Vt  »i 

x^  yt  H 

3^3  ^"8 

que,  pour  aMger,  nous  ^crirons 

(6)  Ax+By+Cz+D  ^0, 

oü  «,  y,  dliHgneiit  les  variableift  oouruto.  Bans  cette  ^uation 
l«i  co^dents     B^O  «out  lei  döterminaiiti  reipeotift 


(5) 


1 

1 

1 
» 

1 


-0, 
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1 

ifl 

1 

H 

«1 

1 

Vi 

1 

1 

H 

1 

1 

«3 

1 

»i 

1 

«3 

3/3 

oes  d^terminants,  an  signe  pr^s,  rcpr^scntent  les  doubles  sorÜGices 
des  projections  da  triangle  M^M^M^  sur  les  plans  de  coordoimöes 
OYZ^  OZX^  OXZ\  par  suite  la  racine  carree  de  la  somme  des  carr^s 
de  ces  troU.  d^teimüiants  exprime  la  double  surface  de  ce  triangle 

M^M^M^y  (^est-i-dire  que  A^-^B^-^-iß^^M^M^M^, 

Supposons  que  .r,  z  soient  les  coordonnecs  d'un  point  S  situ^ 
hors  du  plan  (6);  la  distance  d  de  ce  point  au  plan  (6)  sera 

on  en  tire  V^.M^M<iM^.d^ Ax-\-By-\-Cz-\''D,  Or  ^^M^Hi^M^.d 
est  6gal  ä  giz  fois  le  Yolmne  Fda  t^traddre  SM^M^M^^  donc  on  a 


Ott  bien 


6K  = 


1  X    y  » 

1  »i   jfi  «1 

1  % 

1      y»  «8 


Mnltiplions  la  premidre  colonne  snccesflivement  par  les  qnantit^s 
arbitraires  a,  e  et  retranchotiB  les  produitB  obtenos  des  trois  autrea 
colonnes,  la  yaleor  du  d^tenninant  n'est  paa  alt6r6e,  et  U  vient  enoore 


(XXV) 


6K 


1  X  — a  y  — b  »  — c 
1  «Ii— a  yj— Ä  <? 
1  a^— a  9^ — b   %— c 

oü  o,  6,  c  Bont  quelconques. 

66.  Tolme  di  MtraMre  eomprla  aow  les  ^pnlre  plani 

Jx  +By  +Cz  +D  0, 
A'x+B'y+(/M+iy  —0, 

A'^x+B^y+Cf^ir  «  0. 


(1) 
(2) 
(8) 


Soient  ar,  y,  z  les  coordonndes  du  point  d'interscction  des  trois 
plaas  (2),  (3)  et  (4); y',    Celles  da  point  d'intarseetion  des  plans 
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(3) ,  (4)  et  (1);  o^,  y*,  if*  les  Goordonnto  de  lintanection  des  plana 

(4)  ,  (1)  et  (3);  enfin  y^,  ceUee  de  llntenection  des  plus  (1), 
(2)  et  (3).  Le  Yolnine  du  tßtnddre  sera 


6K  — 


1  m  y  a 

1  ar'  y'  ✓ 

1  x"  y"  z" 

\  mT  ^ 


MoltiplioiiB  oe  d^tenninaait  par  le  nüTuit 


\D  A  B  C 

y  A*  iff  a 

\rr  A"  sf'  er 

\ir  BT'  (f 
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0> 

I 


+  +  + 


r  ^  r 


+  +  + 
^  ^ 

+  +  +  + 

^  ^  &  S> 

b  b  b  b 

+  +  f  t 
^  ^ 


H      H     «  H 


tttt 

^ 

+  +t  + 

la  te  to  tji 

^  <  <=; 

+  +tt 

^  1 

>C  4  <  «• 
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(6) 


Cela  pot^Y  le  point  (x,  y,  «)  appartenant  aax  trois  plana  (2),  (3) 
et  (4)  mala  se  tronvant  ertirienr  an  pUa  (1),  on  a  övidemment 

Ax  +By  +Cz  +£)  —1, 

A'x  +  B'y-^Cz+jy  =0,  ' 

et  de  meine 

j^*  ^By'   +Cz'  -j-D    =0,       Ax"  +By"       Cz"  -f  D   ^  0, 

ilv«        + cv"       ^  0, 

Gea  ^qnations  r6di]isent  la  valeur  (6)  ä 

;i  0  0  0 

0   A'  0  0 

0  0  r  0 

0  0  0  V" 

oü  ü  reste  k  d^temüner  lea  constantes  A,  A',  A",  A'". 

Pour  avoir  A,  ü  Buffira  d'^läminer     y,  *  entre  les  Qoatre  iqua- 
tions  (6).  Nous  obtenons  ainri  l'egalitÄ 


(7) 


6Fi>  = 


i 

B 

c 

D  — A 

A  B 

C 

D 

A 

B 

C 

X 

Dß  ^0 

A*  B* 

C 

jy 

A* 

B^ 

0 

0  = 

B" 

C" 

D"— 0 

A"  BT 

er 

ä' 

tr 

0 

0 

A"*B"' 

QIII 

B"' 

0 

qui,  en  faisant  usage  de  la  notation  alv^g^  mieat  ä 

lAB'C'D**') 

On  trouverait  de  mSme  qne 

^  =  (Zä^'CT'  {A"'BC')        ~  {AVC^ 

par  coiiBÖqiieiit  ü  vient 
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^  BOUB  Bubstitaomi  cette  valeor  dans  r^qnation  (7),  nous  trou- 
Terons,  pour  le  voliiine  demaiid^» 


6F 


ou  bien 


6K  = 


(XXVI) 

A  B  C  D 

£  &  a  D 

X'  B"  c"  nf' 

A"  B'"  C"'  D'" 


ABO 
A'  Bf  C 
A"  -B"  C" 


X 


A'   B'  C 

A"  Bf  C" 

III  jg'"  Qiii 


X 


A"  Bf'  C 
Jim  ßtn  fiw 

ABC 


A'"  B!"  C" 
XU   B  C 


A'    B'  C 


Cette  formnle  est  doe  &  Joachimsthal  (Journal  der  reinen 
und  angewandten  Mathematik  von  Crellej  T. XL,  p. 21— 47). 


67.  Produit  des  volmues  de  deux  t^trafcdres  en  valeur  des  seize 
distances  des  quatre  sommets  du  premier  t<^tra^dre  aux  qnatre  som- 
mets  du  second.  Soient  V  et  V  Ics  volumes  de  deux  tetraädres 
SABC,  S'A'B'C  ayant  leurs  sommets  respectifis  aux  points 

«^(«nVi»»!)»     Ä(«shy8,%),  C[«s»i%»%); 


Kons  avona 

10  0 


0  1  0 

Ol«! 

0  1 

0   1  y^ 


0  0 

y  • 

Vi  H 

Vi  «2 


6F'— — 


0 

1 
1 
1 

1 


1  0 

.0.  «' 

0  9i' 

0  a?a' 

0  x^' 


0 

y 


0 


»8 


MalÜplions  ces  denx  ^galit^s  membre  i  membre,  ü  vient 
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I 

y 


Bepr^sentons  les  difitancea  des  somineta  da  premier  t^traedre  h  cenx 
du  second  par  le  notation 

SA'  =  c^ia,    AÄ'  =  d^i,    BA'  =         CA'  =  d^^^ 
•    SB'  =  d^,    AB*^dis^,    BB'^d.^,    CB'  =  d^^ 
SCr=du,   ÄC-^d^,  BO^d^^  CC'-^d^', 
et  dSaignons  lea  dUtances  des  mSinea  sommets  ä  Torigine  des  coor^ 
'  doim^es  par  les  lettares  saivantes 


SO  =8,  AO  =a,  BO  =b,  CO  =  c, 
5*0  =  8',    A*0^9f,   B*0^\if,  C*0^ü\ 


%  %  ^  %  ^ 


TdlLTIL 


11 
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II  est  evident  que 
on  en  tiro 

On  obtiendrait  des  valeurs  analogues  pour  les  autres  sommes  de 
produits. 

Cela  ^tant,  dans  notre  dernier  d^tcrminant,  multiplions  les  quatro 
derni^res  lignes  par  2,  puis  divisons  par  2  la  premi^re  colonne  re- 
sultante ;  le  d^terminant  sera  miiltipli6  par  2* :  2  =  2^  =  8.  Rem- 
playons  ensuite  les  sommes  de  produits  par  leurs  valeurs 

g2  _|_  g/2  ^^^2^        g2  g/2  ^^2^       Q^f^  . 

nous  obtenons  r6galit6 

j  0  1  1-1  1 

1    82+8'2-d,i»    a^+S'ä— tisji^    l)2+8'2— ^31^   c^+g'*— flf^2 

\ 

Pour  trausfonner  ce  d^tenninant,  conservons  la  prfemi^re  colonne. 
multiplions-la  ensuite  successivement  par  s^  a^,  b-,  l^t  retranchons 
les  produits  respectivement  des  quatre  demiöres  colonn^s;  le  d^ter- 
minant  un  change  pas  de  valeur  et  Ton  a 


-288  FF'  = 


0 
1 
1 
1 
1 


\ 


1111 

S*^-d^,^      S'2-Ci^2      8«_d3,2  s'^-d^ 

a'2-d,2*  a'^-fV   a'2_rf32^  ^"-d^^ 

b'«-d,3*  b'2-^32  b'2-rf332  b'2-J4,2 
C'^-V     C'2-rfä^2     d^-d^^  C«-rf^^ 


Dans  ce  d^terminant,  conservons  la  prämiere  ligne;  multiplionJhla 
ensuite  successivement  par  s'^  a'^  b'^  c'^  et  retranchons  les  pAo- 
duits  respectivement  des  quatre  demi^res  lignes;  le  d^terminant  c6n- 

*  \ 


serve  sa  valeur,  et  il  vient 

0 


--288FF'  = 


1 
1 


22 


*82 


1  -^3' 
1  -^,2 


«24       — "34 


41 


1 
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Enfin,  si,  dans  ce  d^rmimuit,  noiu  mnltiplionB  par  — 1,  d'abord 
les  quatre  derni^res  lignes,  paia  la  premidre  colonne  r^anltante,  le 
d^temünant  sera  multipli^  par  la  dnquiteie  poissaiioe  de  — 1,  cban* 
gera  de  sigue  et  deviendra 


(XXVn)   288 FF' 


0 
1 
1 
1 
1 


1111 
V 


7  '> 


«42 


"38  "43 

du'  i 


ponr  la  valeiir  cherch^  da  prodnit  288 FF^ 
Si  les  deuz  t^tra^es  colnddent,  on  a 

du  ^  0, 

et  il  vient 


♦14 


*41 


d«  — 


288 FF«  =s 


0 
1 
1 
1 
1 


1 
0 


0 


1 
0 


C2 


a 
0 


commo  aa  51. 


§  lU.   Expressions  dhersM  im  rayen  de  la  tphire  drcencrlte  ai 

tetraedrc. 

68.  Expression  en  dötermiiiant  dn  rayon  R  de  la  Sphäre  circon- 
scrite  an  tetraedre  SABC,  en  valeur  de  trois  aretes  contlgnes  SA=a, 
SB  =  b,  SC=zc  et  des  inclinaisons  mutnelles  de  ces  aretes ,  BSC  =  /, 
CSA  =  fi,  ASB  =  V.  Preiions  le  sommet  S  pour  origine  et  les  aretes 
SA,  SB,  SC  pour  axes  des  coordoiiuees.  Designons  par  x,  z  les 
coordonnees  du  centrc  O  de  la  spli^re  circonscrite.  Le  ccntre  O  sera 
le  point  d'iutersectioü  des  trois  plaus  Cleves  sur  les  milieux  des 
aretes  a,  ä,  c  perpendiculairement  ä  ces  aretes;  par  consequent 

[3.  t  l  seront  les  projections  orfliogonaleB  du  rayon  Sp:=iRear 

les  üois  axes  de  coordonu6es  SX,  SY,  SZ-^  de  sorte  que,  si  a,  /J,  y 
sont  les  iuclinaisous  de  SO  sur  ces  trois  axes,  uous  avous 

11* 
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Gela  pOfiÄ»  projetons  le  rayon  SO  et  la  ligne  Lrisee 
sacoessivement  sur  SO  ei  sur  les  trois  azes  de  coordoxm^;  nons 
foimons  les  qnatre  ^quations 

— Äcoa«+«+rco8  v+«coflf*  —  0, 

Entre  ces  qnatre  6qiitttioiia  ^lüiuiioiis  les  trois  Taxiables  y,  z\ 
BOUS  obtenons  T^qnatioii 


1  cos«  cosß  coBy 

cos«  1  OOSir  COBft 

C0S|3  COBV        1  COSX 

cosy  cosf(  cosA  1 


0. 


81  noiiB  mnltiplioiiB  la  premike  llgne  et  la  prendto  colonne  par 
212  et  que  dans  le  rösnltat  nons  fnisons  la  substitation  des  Taleois 
(1),  BOUS  troavons  T^inatidii 


(I) 


4ß3 

a 

b 

c 


a 
1 

eosv 


qni  nons  donne  Vexpt&sAim  demaadöe 

0     a  6 

(H)  4R2  J2  


GOSV  COSffc 
1  COSil 

1 


=  0, 


a 

a    t  entfv  ooB|ft 

h  cosv     1  cosi 

C    COSji  cosl  1 


69.  Expresston  d^velopf du  rayou  de  la  sphere  circonsorite 
au  tetrafedre,  en  yaleiir  des  trols  aretes  contlgues  et  de&  inclinaisens 
mutnelles  de  ces  aretes».  Le  secoud  membre  de  re4.uatiüu  pr6o4dente 


revient  ä 

a      b  c 

COSV      1  CQSi 

COSft  cosv  1 


— * 


a      b  c 

X  coav  co8|i 

COSfi  CO&il  1 


a,      b  c 

1    COSV  COSf» 

\  cosv    1  cosl 


I 


ces  trois  itowfnuts  sost  retpecttreneiit  dganz  ^ 
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a8m^A4-Ä(cos  Acosfi — cos  v)  -j- c  (cos  v  cos  il  — cosft), 
—  *SillV—  C(C08(1008  V—  008  A)  —  a  (cOS  ACOS/A — COS  v), 

multipliant  par  les  quantit^s  respectiTCS  a,  —  *  et  c,  puis  ajoutant, 
ou  trouve  que 

(III)  «  »'änU+3ie(0O8  |i«OBir — eoi 

-f  -         V+  ^  1     COS  ^) 

+  c^sm*v+  2ab  (cos  A,  cos  fi — cos  v). 

70.  Expression  eii  iletcrralnant  du  rayou  de  la  sphere  circon- 
scrite  an  t«Hrat'dre,  en  mleur  des  six  arßtes  a  et  o',  b  et  6*,  c  et  c', 
opposees  deiix  h  deux.  Daus  Ic  determinant  (II),  multiplions  les  trote 
deriiitTes  coloiiiics  respectivement  par  2a,  2b,  2c,  puis  les  quatre 
dernieres  ligaes  resultantes  par  i,  a,     c\  uous  obtenons  T^quation 


0  a> 

2caC08f»  2&«C08l  26* 
ou,  en  remarquant  quo  a^b'^e^d*  =  36  et 

2abcoBV  =  a«+6«— «'S    2<»Mifi  —  ««-(-a*— 


0 

j«  «>-|-5»_-c'8         26«  a'« 

BetraachoBS  la  pienddre  Ugne  de  chacane  des  troid  bolvaiites;  U 
neos  yient 


676       =  — 


0         e»»  ft" 


6«  -  a'* 


Si,  actuellement,  nous  rctraiichons  la  premiere  colonue  de  cha- 
cune  des  trois  saivautes,  nous  trouvons 
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676F«Jl«  —  — 


0 


0 


— 
0 


— 

— a'2 


Enfin  changeons  loa  Bignes  des  trois  derniöres  lignes,  pnis  le 
eigne  de  la  piemidTe  oolonne  resoltante;  le  dötermbant  sera  mnltiptiö 
par  la  qnatridpe  pniasanee  de  —1  et  n'aara  pas  chang^  de  aigne. 
Nona  avons  ainsi  rexpreaalon  demandto 


(IV) 


0  «« 

c8  0 


71.  Caleol  direet  de  ee  Mermlnaiit»  Sapposons  que  le  t^tra^dre 
SÄBC  Boit  rapportS  au  eentre  de  la  aph^re  drconacrite  et  d^aignona 
par  a?,  «;  obd  %;  jBt,  ^s,  a^;  a^,  y^,  lea  cooidonn^a  dea  qnatre 
aommeta  S,  A,  C. 

Dans  Texpression  (XXTV,  n*'  64)  du  volume  V  du  t^traödre, 
multiplions  la  premidre  colonne  da  determinaat  d'abord  par  JB,  pois 
par  —     nooa  obtenona  lea  deiiz  ^galites 


6Kß 


R   X  y  9 

R  Ott  9i  H 

«I  jft  % 

Ä    0%  ITb  »8 


■B  e  ff  M 

R  «t  Vi  H 

R  9t  9t 

-R  »8  H 


dont  le  produit  est 
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I 


II 


I    I    I  I 

bo      ba     tc  yo 

J    J  j: 

+  +  +  T 

Vi    «c;   tt;  ,«« 

S?      s  + 

+ 1  +  - 
I  I  I  I 

ifl  S)  t!) 

ff  ff 

im 

+  t  ^  J 

I  i  > 

to  ta  S)  Sa 

ttt 


i 


I  'I  I  I 
^  ^  ^  ^ 

4»  8 

*-  +  t  J 


Cela  troav6,  les  sommets  iS',  C  itaai  8xta6s  snr  la  Sphäre, 
noas  avons  d'abord 
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IX  vient  ensaite 


oa 


de  Sorte  qa'on  a 


Substituant  toateB  ces  Talenrs  dans  notre  demier  d^terminant  et 
mtütiplions  les  quatre  coloxmes  par  — 2;  le  d^tennmant  sera  iiiiiltipli6 
par  ("2}^     16  et  noas  ob^ieiidroiis  encore  la  formnle  (IV). 

72.  Ueozl^nie  ferne  da  d^terminaiit  qjd  donne  le  rayou  de  la 
sphfere  eiroonserite  ao  tetra^dre,  en  Talern-  des  six  aretes.  Multi- 
pHoiis  les  trois  deniiöres  colouncs  du  determiuaiit  (IV)  par  les  quan- 
tit^  respectiTes  ftM,  t^a\  a»^^.  j^,  detcrminant  se  trouvera  multiplie 
par  le  produit  ftV.iAi«.«^     a**M  et  I  on  aura 


0    a*ÄV    a^^c^  a%^c^ 


0 


0>  0^«a4^  a 


Bivisoiis  maintenaiit  les  quatre  lignes  respectiyement  par 
a\  5*,  e*;  le  döterminaiit  se  trouvera  divisd  par  le  produit 
a^*c*.aS.i>.<;>  de  sorte  qull  vIent  afusi 


(V) 


576FW  =  — 


0 
1 

1 

1 


11-1 

c 

0 


cV2 
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7&  Traifltee  flme  4v  dtflenidiiamt  mßä  4osm  1«  rm«B  de  Im 
«krooHtrito  an  ttftnMre  ea  Ihuu  ce 

dernier  ddtermiiiiuit  nmltiplioiis  les  qoatre  lignes  par  le«  qwiilitte 
respectiveB  «m'MW,  oa',  m/;  le  d^tenninaBt  sera  miiltiiili^  par 
le  prodnit  aa'ibW,aa\bb\ee''^  noxa  ayoiiB,  par  siüte. 


0    aaWcc*    aa'lf>'cc'  aa'hh'cc' 


DiviBons  actaeUement  las  trois  denü^res  colonnea  respectiyement  par 
55 ctfaafy  aaW\  le  d^temüxiazit  se  troavera  divisö  par  le  produit 
hb*o€^,ee^aa*.aaW  ^  aV5%'*oV.  II  Tieat  donc  encore 


(VI) 


576  r^jR^  =  — 


I  0 
aa* 


aa' 
0 


W  «?'    0  aaf 


ec 


'   W    aa*  0 


74.   Expresston  (K'veloppee  de  la  rnleur  de  576  F«Ä«.    Dans  ce 

determinant  remplac^ons  la  premitre  coloime  pai'  la  sommo  des  quatre 
coloones*,  nous  obteuons 


aa'+hb'+co*  0 

aa* -\-hh' -\- cc*  ec^ 


0 


aa* 


aa* 
0 


Nous  voyoüs  ainsi  quo  le  detenniuant  (VI)  est  divisible  par 
aa'+hh'^cc'.  Si  l'on  avait  rcmplace  la  premiere  colouue  par  la 
sommc  des  quatre  colonnes  respectivenient  miiltipli^es  par  1,  1,-1 
et  —1,  on  aurait  vu  quo  le  determinant  (VI)  est  aussi  divisiblo  par 
hb*'\'cc*—aa*.  n  est  facile  de  voir  qu'il  est  de  meine  divisible  par 
e(f^ac^^W  et  par  aa'+W— cc'  et  qu'en  definitive  on  a 

(vn) 

on 

(Vm)          72  V^R^  =  P'^  {P^  —  aaf)  (P«— 55')  {P^  —  cc') , 

en  posant 

aa'  4-55'+cc'  =-  2P*. 
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Getto  derni^re  fomnile  (THI)  est  dne  &  Grelle  {CrHU^  Samm- 
lang matbemat isolier  Aafsfttze  und  Bemerkungen,  T.  1,3. 
page  105). 

§  IV.  Bayen  de  la  sfli^e  iucrite  dau  le  ttoaedre. 

75.  Pr6noiiB  encore  le  sommet  S  ponr  origine  et  les  aretes 
SA^  SB,  SC  pour  axes  des  coordonudea.  Soit  O  le  centre  de  ia 
sphdre  inscrite  dans  le  tötra^dre;  d^ugnons  par  a;,  «  les  coor- 
donn^es  de  ce  centre  et  par  r  le  rayon  de  la  sphöre. 

L'^quation  du  plan  do  la  face  ISBC  üu  du  plan  des  yz  etant 
Ä  =  0,  nous  obtenons  la  distance  du  centre  O  ä  ce  plan,  en  faisant 
^  =  1,  B  =  C  =  D  =  0  dans  la  formulo  generale  qui  donne  la 
distance  d'un  point  k  im  plan.    Getto  distanc^e  etant  represent^e 

par  r,  noQ8  avons  ainsi  T^gaUt^       »  8in%  qni  donne 

Les  coordonn6es  dn  centre  de  la  Sphäre  inscrite  dans 
le  t6tra4dre  seront  par  snite 

rsinil  rsinu  rsinv. 

(1)  y  =  -j-'> 

ce  centre  appartient  k  la  droite 

X  y 


(2) 


sinil  ^  sin^  sinv' 


qui  a  tons  ses  points  egalement  eloigues  des  trois  faces 
du  tri^dre  &, 

Le  plan  ABC^  passant  par  les  eztrdmitös  des  arltes  8A^a^ 
SBsssh^  80^  e,  est  repr6sent6  par  r^nation 

La  distance  dn  centre  O  H  ce  plan  se  tronTera  en  ftisaal 


D 


a;  ,  ?/  ,a_  r  /slnA.    sinft    sinv  d\ 

dans  la  fSonnnle  qni  donne  la  distance  d'vn  point  k  an  plan. 
Gette  formale  donne  ainsi 


K. 
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1 

e 


1 
a 

1 

b 

1 


et  dojiue 


1 

C08V 

GOS|i 

cosv 

1 

008  i 

COC|ft 

cotA 

1 

0 

1 

1 

1 

a 

h 

c 

silift  sinv 


b 


T         1      C08V  COSfl 

7-    cosy     1  cosi 
C09|ft  eosA  1 


Or,  en  vertu  de  r^galit6  qni  prMde  fomnle  (XXI)  da  62, 
ie  second  membre,  mtiltipliö  par  a*^«*,  68t  6gal  an  carr6  de  la 
dooUe  snr&ce  8  dn  triaogle  ABC,  Neos  avons  donc 


(sinA  .sin fi,  sinv 


d'oä  lUNis  tiroBS 
(0 


^    rinl  ,  All»  ,  rfaijj  


4S> 
2S 


Cette  formnle  doime  les  rayons  des  denx  q[»liäre8  tangentes  aox 
qiiatre  faces  du  t^traödre,  leaqaelles  ephdres  ent  lenxs  centree  8itii68 
sor  .la  droite  (2). 

Si  Ton  a  soin  do  changcr  dans  cette  ^quation  (I)  sncccssivement 
le  signe  de  sinA,  siiifi,  sinv,  ou  formera  les  trois  ^qaations 


(U) 


sin^  smv 


sin  A  23 


sinv    siaA  sinf*  .  2S 

e  ~*    a        b  -^abe* 


^  «  8"^^  I  sinf*    sipy  ^2iS 


qni  donnent  les  rayons  des  dz  autres  qdidres  tangentes  am  plans 
des  qnatre  faoes  dn  t^tra^dre. 
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Ccs  spheres  out  leurs  ceutres  &itues,  deux  par  deux,  sur  les 
droites  respoctives 


(4) 


sinii     änf»  sinv 

a?   ^  y_  ^ 

sinit  anfi^Biny 

a?  y      *  z 


smk     siu^  sinv 
qni,  etant  dirig^  dans  l'int^rienr  des  ^is  tnMres 

SA'BC,   SAB'C,  SABC'y 

form^^par  denx  des  ar^tes  SA,  SB^  SC  ot  le  prolongement  de  la 
troisieme,  sont  les  lieux  des  points  equidistants  des  lacos  de  ces 
triödres  (G.  Dostor,  Noiivelles  aniiales  do  mathematiques, 
2«  s^rie,  tome  XII,  lö73,  pago  3G7). 

L'eqoation  (1)  peiit  d'ailleiirs  s'obtenir  directement  En  effet, 
ea  y  ftisaiit  6nuioiiir  les  dönomiiiatetirs,  on  la  change  en 

abcJ  =  r  (ic  sia  A-f  -  casiu^  -ji-fti^amv  ±^ 

mais,  en  d^signant  |»ar  V  le  Tolnme  du  t&trwMie  et  par  ^  ^,  C  les 
trols  &ces  SBC,  SGA,  SAB,  ob  a 

abeJ     6F,  ^sinA  =  2A^  uaslnf*  ^  2B,  o^sinv  e=  2<7, 

CO  qui  reduit  notro  4quatiou  a 

SV^r(A+B+C±S), 

r^iA+B+c±S)l. 

ce  qui  est  evident. 


§  Y«  Tetraedre  circoiscriptiUe  par  les  ardtes. 

7G.  Nous  donncrons  cc  uom  aas  t^tra^dres  dont  les  six  aretes 
sont  taugeutes  k  une  memc  spiiero. 

GoBserrons  tontes  les  notatioiiB  pr^e^deates  et  appelons  a,  ß,  y,  ö 
les  Segments  des  arttesjqni  sont  compris  entre  los  sommets  Aj  B,  C,  S 
du  t^tra^e  et  les  points  de  contact  de  ces  aretes  avec  la  sphön. 

Nous  avons 


f 
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d'ob  nouB  tirojis,  en  igoatant  vcrdcaleiiient, 

Q)  (t+ß-\-y  +  ä  —  a+a'  =  i+Ä'  <?+<?'. 

Donc,  dans  tont  t^traödre  circonscriptible  par  les 
ardtes,  les  sommes  des  ardtes  oppos^es  sont  Egales  entre 
alles. 

77.  Cosinus  des  anscles  an  soniiiiet  S.  Di'sigiious  toiijours  ces 
augles  ßSC^  CSÄ,  ASB  respectiveinent  par  A,  fi,  v.  Puib^ue 

U  vient 


uous  avoDs  donc 


1  ?Sl 

1—   9 


cosi'«-!  f» 

ab 


d'oü  om  tire 

.  (in) 

«    78.   Yolnme  du  t^tra^e«  La  formule  (lY)  du    ()0  nous  domie 


.  2^  ßy 


yct 


aß 
äh' 


— 1       — C08V    — COSfft 

— cosv     — 1      — cosA 

— cw^k  — cosA  — ^1 

1 


0         0  0  t 

1        — 1  — COSV   CüSjLl  ' 

1  — COSV  — ^1  — cosA 

1  — cos;»  — cosJl  — ^1 


36F«  =  — «W 


si  BOOS  igoutons  la  premi^e  colonue  ^  chacuue  des  trois  suivantes» 
il  BOUS  viendra 

III  1 

1  0         1 — COSV    1  —  COS|* 

1    1— COSV         0       1 — cosi 

1    1  —  COSfi    l  —  COSi  0 

r 

mais  uüuü  avous  par  les  ^gaiites  precedeutes  (II) 
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1  — COBi  — 1— COSj* 


2ya 


1  —  C08V 


2ttß 


Substituons  ces  valeurs  dans  notre  dernier  d^terminant,  puis  multi- 
plions  respectivement  par  a,  c  d'abord  les  troia  derni^es  ligaes 
puis  les  troia  derni^rea  colonnes;  noiia  troavona 


Iahe 
a     0     2ßa  2ya 
b   2aß     0  2yß 
e  2af   2ßf  0 


Si  nous  divisons  les  trois  demiöres  ligues  par  2  et  que  nous 
multiplions  aussi  par  2  la  premiere  colonue  resaltante,  le  d^terminant 
sera  divia^  par  4,  de  sorte  qu'il  noua  viendra 


(IV) 


2  a     b  € 
a  0    aß  ay 
b  ßtt   0  fß 
e  ya  yß  0 


2 


a  b  '  e 
~€c    ß  y 


ff 


g  1  0  1 
j    1   1  0 


poor  le  triple  carr^  du  volmne  du  t^traödre. 


79.  Uajmt  dv  la  aphtoe  tanireuto  anx  alz  arfitaa  dn  UMMre» 
Soient  O  le  centre  de  cette  sphhre  et  r  son  rayon.  Appelona  7  lln- 
dinaison  commmie  de  la  droite  SO  aar  lea  trois  ardtea  du  triödre  S, 
Kons  avona,  m  6gard  ä  la  valenr  (I)  da  20^ 


4osm  2 


et  si  nous  raettons  daus  cette  expression  leb  valeurs  (III)  nous  trou- 
vcrous  que 


(V) 


80.  Aug-les  des  arCtes  oppos^es.  Representoiis  par  A,  Ii,  C 
les  angles  des  aretes  oppos6es  a  et  a',  b  et  b\  c  et  c.  Nous  avous 
(n®  38) 
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remplac^ant  los  aretes  par  leurs  valeurs  eu  fouction  de  a,  /?,  y,  d, 
uous  obtenons 

(VI)  Cosa  (ß+rHi+a)' 


d'oü  noos  tirons 


et,  par  soite 

(Vm)  taug  I  taug  |taiig|-l. 


§  VI.  TetraeUre  eqiiifadal. 

8V.  Ä0U8  donnerons  ce  nom  au  tetraedre  dont  les  quatro  faces 
sont  des  triangles  egaux-,  les  aretes  oi)i)üsces  y  sont  deux  ä  deiix 
egales  et  les  angles  plaus  de  chaque  triedre  valent  ensemble  deux 
angles  droits. 

Kons  reprtsenteroiis  par  o,  c  les  trois  cdtte  da  triangle  g^n^- 
rateuT  ABC  et  par  ^,  B,  Cles  angLes  opposte  ces  cdt^s.  Koos 
dÖBignfiroiis  d'aOleiirs  par  les  mdmes  lettres  5,  e  les  angles  diödres 
qni  sont  adyaoents  anz  aretes  a,  b,  c  da  t^traddre. 

Si  dans  les  formales  des  2  et  saivaiits,  noos  substituons  les 
pefites  lettres  anx  grandes  et  reciproquement,  nous  obtiendrons  les 
relatlons  qoi  existent  entre  les  trois  angles  plana  C  tri- 

angle g6n4ratear  et  les  trois  diddres  o,  e, 

Les  prinzipales  de  ce  relations  sout  les  sui\  autes: 

.  a      1  /coßBcosC         a      \/  COSJ. 

(I)  =r  8ini^sin(r   *^^2  =KsinÄBinl7' 

(II)  co8^tang|     C08i9tang|  —  cos  C?tang|  =  tang|taug|tang|; 

(Ul)  sin»  5+ sin^l + siü^  |  =  i, 

(lY)  cosa-rj-cost+cosc!  =  1; 
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(V)  2l--2yeÖ82oorj9Ö(»^ 

H2.  Volume  du  tetra^dre.  Mettons  cctte  valcur  de  dans  la 
fonmile  (II),  V=^labcJ^  du  48,  nous  obtenons  pour  le  volume 
du  tetraedre 

(VI)  F=  ladcVcos^cos^COsC; 

or  le  triangle  g^n^rateor  nous  domie 

008^» —  »  cosÄÄ —  1  00817=-  «rjT — » 

2ÄC  2ca  ^ao 

par  snite  nons  tronrons,  ea  sebstitaflitt  et  en  ^terant  an  carrt, 

« 

83.  BayoBs  des  spMres  .iaaeiite  et  ez-insciite.  D^signons  oea 
ny<Mi8  parretr',  etpariffla  snrfiMe  du  triaqgle  g6ii4nteur.  B 
est  Evident  qne 

ü  nent  douc 

Olli;    tir  —  a)(c+a— c)' 

Soit     la  haateur  du  tetiaedre.  Poisque  V  =  ^SH^  ou  a 

(IX)  -ET— 4r  — 

Ainsi  la  hauteur  du  tetra^dre  eqaif&cial  eat  ^ale  an 
diam^tre  de  la  spb^re  ez-inserite  et  6g«le  a«  doaUe 
diamdtre  de  la  spätre  inaerite 

84.  SayoB  de  la  spbtoe  elxeoaserite.  Lea  aiStes  opposSee  da 
t^traödre  ^mfiidal  4taiit  ögales,  la  fomtüe  (VII}  da  74  noas 
donnera 

divlsant  cette  6galit6  membre  ä  mcmbre  par  la  relatiou  (VII)  da 
82,  nous  obtenons 

Dono  le  double  diam^tre  de  la  splicre  circoüscrite  au 
tetrat'dre  equifacial  est  egal  ä  la  raciue  carre  de  la 
äoiuiuü  des  carr^s  des  six  aretes  du  tetraedre. 
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85.  Th^ordme  I.  Dans  tont  t^traddre  &  ardtes  opp^Böes 
rectangnlaires,  les  sommes  des  carr^s  des  ardtes  oppo- 
8^68  80iit  Egales  entre  elles. 

Nons  avons  vu,  au  n*^  39,  que,  si  deux  systemes  d'aretes  oppo- 
sees  sont  rectangalaires,  les  deux  aretes  opposöes  restantes  80nt  anssi 
perpeudicalaires  entre  eUes.  £n  sapposant  donc 

(1)        «  =  /S  =  y«-    d'oü    COS«  =  008/3  »C08]f  =  0, 

les  trois  formules  (I)  du     38  doimeut  de  suite     \'  . 

(1)  a«+a'«  -  -  c*+c'» 

86.  Th^rtaie  IL  Bans  tont  titra^dre,  ä  aretes  oppo- 
8668  rectangulaires,  l68  trois  aretes  d'un  mßme  triedre 
aont  proportio]tiiell08  anx  cosinus  des  faces  oppos6es  de 
ee  triödre. 

Gar  llijpothte  (1)  Mmt  les  ^gatttte  (EU)  da  n<»  40  anz  sni- 
vaates 

aeo8f»s=i008l,     &008V ecosffty  ecMlssaeiMVf 

qui  douuent 

/TT\  €k         h  e 

^  cos  iL      COBfl  C08V* 

87.  Kelation  entre  les  trois  aretes  d'un  meme  triedre 
et  les  angles  di&drea  adjaeents.  Seit  -  la  valenr  commime  de 
ces  trois  rapports  (ü),  de  sorte  que 

(2)  008*1  SS  aM,  eo8V  =  ^r<9  C08«i»  =s  ««r«. 

Le  triedre  S  nous  donne  aussi 

sin^A.  sin^ft     sin^v  ^  ,^ 

d'oü  noii8  tirons 

(3)  8in*A  =  r'*8in*a,  sin^fi  =  r'^sin^^,  ain^v  —  r'*8in^. 
Ajontant  le8  ^aUtös  (2)  et  (3),  nous  obtenona 

—  l+r^c^+r'^sin^c^-O. 
T«U  LVn.  18 
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Eliminant  lei  ineomiafis  «t  r'*  ontro  ces  trois  egoatioiis,  ou  trouve 
la  relation 

(HI)  1  ^   flin^Z»  =0, 

1  sin^c 

qui,  ötant  d^veloppee,  se  met  sons  ia  forme 

1  /siu^d     8m*c\  ,  1  /sin^c     siii^aX  ,  /sin^a  sin^A  

a^vi^  ^)+bA~^ —  p~y="- 

On  a  pareillcmont  les  egalites 


=  0. 


3». 

2* 


1  BosA» 

1 

1  ^ 

=  0, 

1 

=  0, 

1 

sin*»' 

1  siaV 

1  a'2 

1 

88.  Dans  les  lelatloxiB  (ZI)  et  (XII)  da  46  posons  « 
eQes  donnent 

On  en  condnt  que 


Th^ordme  in.  Dans  tont  tdtraddre  k  arStes  oppos^es 
rectangulaires,  le  carr6  dv  demi-prodnit  de  deux  ar^tes 
oppos^es  6gale  la  somme  des  carrös  desdenxfacesadjacen- 
tes  ä  rane  de  ces  arötes,  moins  le  donble  ptodnit  de  ces 
denx  faces  par  le  cosinus  du  diödre  compris. 

89.  Faisons  sin«  sin/?  ==  siny  =  1  dans  la  relation  (XIV) 
du  meme  nom^  46;  nous  tronvons  que 

(VI)  iia^a'^+bH''^+c^c'^)  =  A^+B^  +  C^+S^, 

Aiusi 

Theoröme  IV.  Dans  tout  t6traedre  k  aretes  opposces 
rectangulaires,  la  somme  dos  carrus  des  dcmi-pr oduits 
des  aretes  opposees  est  6gale  k  la  somme  des  carres  des 
quatre  faces. 


90.  Volune  du  t^tra^dre.   Les  egalites  (II)  domieut 

b^-\-c^—2bccosl 


a 


'2 


COS'A  COS'fH-GOSV— 2cOSA0O8flGO8V     coB^it-^-^m^h^^eoBJxoBfuxmv' > 
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d'ob  fl  vient 

Substituaut  daus  l'expression 

4^  —  aiiiU— (co6V+<^^— 2oo6ioo8f»cosv), 
on  voit  qae 

On  trouve  aiiisi  quo 

(Vn)         36  r*  »  a^bßi^J*  —  5>0S(a^  sinn— o'^oosU) 

—  ö»««(5«riiiV— »'"cosV) 

«  o^6^  (c^ sin^v — c'^  cos^v). 

91.  Soit  a  le  cdt6  da  t^treödre  r6gii]ier,  noQs  avons 

C08^  »  COSi^  »  C08(7  » 

si  nou8  substituous  ces  valeurs  dans  Ics  formules  qui  precedent,  uous 
obtiendrons  pour  ce  poly^e  regulier  les  valeurs  suivantes: 

(I)  Angle  diddre:  eoBa « Bmaa:}y2,  tuga«2VS; 

BÄi^^S^iV^  «»|«4y6^  tang|-iy2. 
(I^  Siaiifl  da  triddro:    <-  ^  V2. 

(HI)  Volamej  F  — ~aVi>* 

(IV)  Haatenr:  IT— ^aye. 

(V)  Eayon  de  la  sphdre  inserite:  r  »  ^aye. 

(VI)  Rayon  de  la  Sphäre  tangente  aus  ardtes:  9  ««faye. 

(VII)  liayou  de  la  8phöre  circon8crite:  Jay6. 

92.  De  oes  trds  denütoes  valeon  on  d6dait 

cm)  -R'    f  = 

IS» 
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Notis  Toyolis  ainsi  qne:  Dans  le  t^traidre  regulier,  le 
rayon  de  la  Sphäre  tangente  aiiz  8ix  ardtes  est  moyen 
proportionnel  entre  le  rayon  de  la  sphire  inserite  et  le 
rayon  de  la  sphftre  circonscrite. 

93.  11  est  fiacile  de  trouver,  pour  le  rayon  de  la  sphere  ex- 
inserite,  ia  yalear 

(IX)  •=  i^ye. 

* 

On  tronve  ainsi  qne: 

Dans  le  tetra^dre  regulier: 

1^  le  rayon  de  la  Sphäre  ez-inscrite  est  double  du 
rayon  de  la  sph^re  inserite; 

2^  le  rayon  de  la  sphdre  circonscrite  est  triple  du 
rayon  de  la  sphöre  inserite. 


Troisidme  Partie. 

Methode  direete  et  ^Iteeitaire  f&nr  ealcvler  tm 
delcruiiiMito  la  aurface  du  triaigle  et  ie  volune  da 
UftnAirt  tm  iwkmr  des  tMt^ 

94.  Cette  parlie  est  tont-ä-fait  ind^pendante  de  ce  qui  pr6cMe. 

Les  proc^d^s  qne  nons  y  avons  employ^s  sont  simples  •  et  directs. 

Nous  y  avous  expos^  la  m^thode  la  plus  rapide  et  la  plus  616mentaire 
quo  fournisseut  les  d^terminants  pour  calculer  la  surface  du  tri- 
anglo  et  le  volume  du  t^tra^dre. 

§  I«  Sarflue  da  triaaglek 

95.  Henrelles  ezpreislon  de  la  sufiMe  du  tciangle.  Gonsid6rons 
le  triani^e  ABC  (Fig.  9),  dont  nons  reprösenterons  les  trois  cdtte 
BC^  CAf  AB  respecthrement  par  a,  b,  c  et  les  trois  angles  par  A^ 
Bf  C  Soient  O  le  centre  et  iZ  le  rayon  du  cercle  circonscrit  k  ce 
tiiangle.  Si  nous  tirons  les  droites  AO,  BO,  CO^  nous  d^composons 
le  triangle  domi6  ABC  dans  le  trois  triangles  BCO^  CAO^  ABO. 

Or,  rangle  BOG  6tant  le  double  de  Taugle  A  la  perpendicnlaire 
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OD  abaissee  du  centre  O  anr  le  cöt6  BC  formera  avec  le  rayon  OD 
nn  vagjie  egal  k  Tangle  A;  on  a  donc 

OD  =  OBco&DOB  —  iSco8-4, 

d6  Sorte  qae  la  snr&ce  du  trianc^e  BCO  Mra  ^aJ^cosA  On  a  de 
möme  C^IO  »  uisa  » |«J{oosC  Donc  il  vient,  ponr 

la  Bor&ce  5  du  triangle  donn6  ABC 

iaRcoaA+^bIicosB'\'icBcoaCt 

OQ 

(I)  i9  —  iiZ  (aC08^+^C08B4-tf  cos  C). 

Ainsi  la  surface  d'un  triangle  est  egale  au  demi-rayou 
du  cercle  circoiiscrit  raultiplie  par  la  somme  des  pro- 
duits  quo  Ton  obtient,  en  multipliaut  chaque  cot^  par  le 
Cosinus  de  Tangle  oppose. 

•» 

96.  C«r«l]aire.  La  snrface  d*nn  triangle  est  ^gale  au 
demi-rayon  du  cercle  circonscrit  moltiplie  par  le  peri- 
m^tre  da  triangle,  dont  les  som^nets  sont  les  pieds  des 
trois  haiitears  dn  triangle  donnd.  (€7.I>o«lor,L'In8trnction 
pnbliqne,  1874,  poge  328). 

97.  Multiplious  l'egalite  (I),  d'abord  membre  ä  membre,  puis 
en  ccoix,  par  l'egalite  coonue 

nons  obtenons 

(II)  BS*  «  a&c(aC08  J.4*^008J?-|-OCOS  C) 

abc 


OH) 


2(aC08-44-^C08i^+cC0S  C) 


98.  SnrfSMO  dn  triangle  en  ralenr  des  edtAu  La  relation  (II) 
pent  s'toire 

8j9' 

-r  aoosil^6cosi^— ecos  C  —  0. 

aoe 

Or,  si  nous  projetons  sur  chaque  cöte  du  triangle  la  li'gne  brisee 
formee  par  les  deox  aatres  eötes,  neos  fonnons  les  trois  nouveUes 
egalites 

a— o.cosul— ü  eoBB^b  GOSi7»»0, 
c  cos-4— o.cobJ?— «  cob(7»0, 
e — 5  cos -4 — a  cosÄ— o.C08<7— 0. 
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Entre  008  qoatre  ^Mtions  flimiiioiis  les  trois  qoaatitfa  — ooo^ 
— cosS,  — 008  C;  noiu  obtenou  l'^^nalioii  rtaUaata 


ah  t 


abe 

a  o  e  h 

h  e  o  a 

e  h  a  o 


qoi  donne 


8^» 
abc 


o 

€ 

b 


e  b 
0  a 

a  o 


o  a  h 

a  o  e 

b  e  o 

e  b  a 


e 
h 

a 

o 


mais  Ic  determinant  du  prcmier  membre  est  ^gal  ä  2abc  donc  on  a 

o  a  b  e 

a  o  e  h 

b  c  o  a 

o  b  a  0 


(IV) 


99.  On  sait  quo  le  premicr'membre  l^S^  est  egal  ä  an  produit 
de  qoatre  üacteurs  du  second  d^gr6;  par  consequent  on  a 


(V) 


o  a  b  e 

a  o  c  h 

b  c  o  a 

e  b  a  o 


100.  Denzitaiie  formo  da  dMerndnoiit  prMdent.  Mnltiplioiis 
los  trois  dendiroB  lignes  par  les  qnantites  respeetiTOS  bc,  ca,  ab\  le 
ddten&iiiaiit  so»  mnltipli^  parle  prodoit  be.ea.ab  =  o^Mc*,  de  aoiie 
qu'il  vient 


o 


a 


abc     o  bc^ 
äbe  ac*  o 
abe  at^  ha* 


cb^ 


divisons  jes  quatre  colonneB  par  les  quantit^s  respectivcs  abc,  a,  h 
et  e\  le  detemunant  so  tronvera  divis^  par  le  prodnit  a6c^.e»»a>^ 
et  neos  obteaons 
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tVI) 


-  — 


Olli 
1   0    e>  i> 
1    C>   0  a> 


1  6« 


0 


101.  Snrfrtcc  du  trian^le  d^t^niiine  par  Fintersection  d'un  plan 
STec  les  trols  plans  de  coordonnetis.  Sujiposons  qu'uu  plan  P  conpe 
les  trois  axos  de  coordounes  OX,  OY^  aux  Ipoints  -4,  C,  ädes 
distances  de  rorigine 

et  proposons-Dous  de  calculor  la  surface  S  du  trian£^e  ABC. 


Si  les  cutes  de  ce  triangle  sout 

BC'^a^,   CÄ^h\  AB 


nous  avons 


0 
1 
1 

1 


III 
0  e'» 

0  «'> 


0 


0 

1 
1 
1 


1 

0 


1 
0 


1 

.'S 


0 


Le  secoud  determinaut  sc  deduit  du  premier,  cu  multipliant  par  — 1 
d'abord  la  premiere  liguo  puis  les  dernieres  colonues  resultantes. 

Or  leg  trois  triaugles  OBC,  OCA^  OAB  doiment 

— «'«  =  2ÄC  cos  X  —  h^  —  c\ 
— 6'*  =  2cacos^ — c*— (7«, 

oü  K  |M,  V  sollt  les  iuclinaisons  mutuelles  YOZ^  ZüX^  -SCO F  des  trois 
axes  de  coordounees;  par  suito  ou  peut  ecrire 


165»«  — 


Ol  1  1 

1             0  %ahcQ^v—d^—b^  2cacosfi — — a* 

1   2a6cogv— a«— 0  26ccOBil— i?« 

1  2cocoßfi— c*— a*  2ö(M0sA— 6*— c*  0 


Hnltiplioiis  la  premi^  Ugne  succesBiTeiiiont  par  a\  d',  et 
igontonB  leB  rteultatB  reBpecthremeiit  anz  troiB  aatroB  llgneB;  U 
nous  Tient 
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16^=— 


Ol  1  1 

1  a*  2abe08v — 2caC08fi — 


Multiplions  maintcnant  la  premiöre  colonne  successivemeut  par 
a^,  b\  c*  et  «^outons  les  r^soUftts  respectivemeat  aus  trois  dernitos 
cQlonnes;  mm  trouTOss  qae 


16S8  =  -- 


0 
1 
1 

1 


1 

2a6G08v 


1 

2abcosv 


1  ! 

t 

2ca  COSfi 

26ccosili' 


Multiplions  enfin  par  2  la  premiero  ligue,  puis  divisons  par  2 
les  trois  demi^res  CQlonnes  r^snltantes;  le  d^terminant  sera  divisö 
par  2^:2  =  4.  Nous  obtenons  ainsi  Texpression  demaiid6e 


im 


45*  — — 


0  11  1 

1  ab  cosv  Ca  cos fi 
1  O&COBV        b^  MCOBI 

1  cacoBfi  bectnl 


102.  Hantenr  du  t^aMre  ea  ralenr  des  trois  aretes  contl^ueg 
i  oette  hantenr  et  des  inclinaiBoas  mntuelles  de  ces  aretes«  Gonsi- 
d&roiiB  le  t^tra^dre  OABC.  Da  Bommet  O  tirons  dans  le  solide  une 
droite  queloonqne  OD  qni  fait  aTec  Iob  arStes  issnes  de  ce  sommet 
O  les  ang^es  req^eGti&  «,  Conserrons  les  notations  du  pr6- 
cedent,  posons  OD  —  <f  et  soient      «  les  coordoimöes  da  poInt  D, 

Projetons  la  droite  OD  et  lo  conto ur  bris6  x-\-y-\-z  successive- 
ment  sur  OD  et  sur  les  trois  aretes  ou  axes  de  coordonnees  OA^ 
OB,  OC,  Nous  obtenons  les  qnatre  6qaations  homogenes  dapremier 
degre 

—  d-j-flccosa+^cos  j5-|-zcosy  ==  0, 
— dcosa'\-X'\'if  cos  v-\-z  COSfi  =  0, 

— rfc08y+a;coßft+yC08Jl+»  «» 0 

entrc  les  qnatre  variables  — >d, «.  Elimant  ces  inconnaes,  on  ob- 
tient  la  r^tion  generale 
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(VUI) 


1  COB«  coßß  cosjr 

cos«      1  C08V  e08|l 

90Bß  eOBV  1  COfll 

cosy  cosfi  cosl  1 


=  0. 


Cela  fait,  supposous  quo  la  droite  OD  soit  la  haiiteur  du  U'?- 
traedre  issue  du  sommot  O  et  rencontraut  en  //  la  face  opposee 
ABC.  Si  uous  faisons  OH  =  h ,  nous  aurons,  par  les  triangles  rec- 
tangles  OAH^  OBH,  OCH,  les  relaüoiui 

h  —  acosa  =  hcosß 


(1) 


0008  y. 


Dans  le  d^tennioaBt  (Vm)  mnltlplioiis,  d'abord  les  trois  denütos 
ooloniies,  pnis  les  trois  derniira  lignes  par  les  qnantitte  lespectlYes 
o,  5,      La  relation  (VUI)  devient,  en  4gard  auz  6galit68  (1), 


-0, 


1  h  h  h 

h  abcoav  oacos|( 

h  abwv  hetXi%X 

h  cacosfi  bccosl  c" 

ouy  en  divisant  par  A  la  piemi^  ligne  et  la  premi^  colonne, 

h  ■ 

1  a> 


1  1 
abcOBV  «acosfi 


1  odoosv  heewl. 
1    «tcosf»  decosX 


0. 


De  oette  relation  nons  tirons  T^nation 


(IX) 


abeoBv  «acosfi 


od  cos  V 


5« 


5c  cos  X 


0 
1 
1 

1 


a*       aöcosv  cacosj* 
oft  GOBI'  becoak 
«acosf»  ^cosX 


qal  doime  la  hauteur  h  du  t^tra^dre  O^iBC,  qni  est  issue  da  sommet  O. 

103.  Volume  de  ce  t^tra^dre  en  Talenr  des  trois  aretes  contigriies 
a,  b,  c  et  de  leurs  inclinaisons  mutnelles  A,  jiA,  v.  Le  second  merabre 
de  l'tViuaüon  prec^dentc  (IX)  est  ^gal  ä  la  valeur  (VII)  de  4S^.  Or 
si  UDOS  representons  par  K  le  volome  de  notre  t6tra^dre,  nons  avons 


V^iSh,   d'od  4tS*:= 


86  F« 
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n  vient  donc 

(X;  36r«  = 


«'       ad  cos  V  cacosft 


o^cosv  bc  cos  k 

ou,  cn  divisaat  par  a,  6,  c  d'abord  les  premi^  ligaes,  puis  les 

trois  coloimes 

1     ctav  coBfi 
(XI)      36  r>  =  aW    eoBv     1     cosX  ^aWJ^^ 

C08f(    COSil    .  1 

en  posant 

1       COBV  COS^ 
(2)  ^  =^   COBV    '1  cosl 

cosft   cosA  1 

104.  Voinme  da  t^aMre  en  Tatonr  des  aix  ar^tes.  Midtiplions 
par  ~2  les  trois  ügnes  du  d^tenninant  (X),  ü  noiis  yieot 


288  F>  —  — 


— 2a*  — 2a&cosv  •— 2caC08;» 
— 2a5c08v      — 2ft>       — 250CO81 

— 2ca  cos  ft   — 2bc  cos  k      — 2c^ 


A  06  d^terminant  nous  pouvons  substituer  uu  dcteruiiiiaiit  equi- 
iralent  du  cinquidme  ordre  et  6crire 


288^2:;=  — 


1  0 

0  1 

0 

If^  0 
<j»  0 


0 

1 

0 
0 

0 


1 

Q 
a» 

..2 


0 

—2a« 
-2adeosv 
-20aco8fft 

0 

—2a« 

-2aÄC08v 
'•2<;acosfi 


0 

■2a&cosv 

•25eoo8Jl 
0 

-2a5oo8y 
—  2ft» 

■26c  COSA 


0 

—  200008  fl 

0 
c» 

— 2caco8|u 

— 2bc cosl 
—  26« 


Ajoutons  d'abord  la  seconde  ligne  aux  trois  suivantes,  puis  la 
seconde  colonne  aux  tjcois  demieresj  noas  obteuons 


V 
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288 F>— 


0  11  1  1 
10            a»  c« 

1  c2+o^—2ca  cos/t  2ÄCC0SA  0 


Mais  les  trianglos  O^C,  OCA^  OAB  domicut 

(S) 

Sabstitaant  dans  l'^galit^  {»rMdente,  nons  trouTons  rexproasioxi 
cherdito 


(Xü) 


288  K«» 


0  1  1 

1  0 


1 

«'S 


1  M  ä'«  0 
1        i'«  a'« 


0 


§  OL'  Iftyw  ie  la  iphwc  dNtwcrit«  m  tetnMie. 

105.  Rayon  de  la  Sphäre  circonscrite  au  t^traedre,  eu  valeur  de 
trois  aretes  contigues  et  de  leurs  Inclinaisons  mutnelles.  Soit  /  le 
centre  de  cette  sphörc  et  Ii  son  rayon.  Si  nous  supposons  quo  la 
droite  OD  (n^  102)  passe  par  le  point  I  et  que  Ä',  B\  C  soient 
les  milieux  des  aretes  OA^  OB^  OC,  lea  triaogles  rectangles  OlA\ 
OJB\  OlC  nous  donneront 

(4)  I^JBcoBo,   |-  =  JBcos/S,  l^iZ^y. 

Dans  le  determinant  (VIII)  multiplions  par  2R  la  prcmi>  re  ligne 
et  la  premi^  colonue^  ü  nous  yieut,  en  ayant  ^gard  aox  6gaUt6s  (4) 


422^ 

a 

b 

c 

a 

1 

• 

COBV 

C08^ 

h 

008  y 

1 

COBi 

e 

COSft 

C9sl 

1 

d'oü  noua  tirons 

i 
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(XIII) 


0     a         h  c 
a     1       C08V  COSfi 

e  co8f»  oosil  1 


106.  Rayon  de  la  Sphäre  eirconscrite  en  yalenr  de  six  aretes. 
Multiplions  par  a,  i,  e  les  trois  derni^res  lignes  de  ce  determmant ; 
puis  par  — 2a,  — 2b,  — 2c  les  trois  derniöres  colormes ;  eufin  divisons 
par  — 2  la  premiäre  ügue  r^saltaute}  ü  uous  vieut 


0 


—2a» 
.— 2a&C08y 

— 2caC0Sfi 


5» 

— 2abC0BV 

— 26CC08X 


— 2(M>C0ftfl 

— 2ft0CO8X 
—2c« 


Ajoutons  d'abord  la  preraiere  ligne  aux  trois  suivantes,  puis  la 
premiere  colonue  aux  trois  autres  coloniies,|,nott8  obtenous 


0 


a«  0 


5«  ^» 

a^-f      2ai  cosv    t^+a^ — 2ca  cosft 
0  iH-«'— 26CC08X 


Mais  BOUS  aTona  trovr^  (n^  103)*  qne  a*^^=:36F*;  par  oonsi- 
quent,  noiis  tronvons,  en  ayant  ^gard  aux  6galit^s  (3) 


(XIV) 


0    «»  ft» 


107.    Aüx  n<>"  72  et  73  on  a  transfonn^  ce  determinant  dans 


les  deux  suivants 


(XV) 


676K*jB««  — 


0 
1 


1 

0 


1  1 


1  cV» 


0 


1  aV«  0 
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(XVlj 


Ö76  K^Ä«  —  — 


0      aa'    bb'  cc' 


ce*  bb' 


aa 


0 


108.   Si  Ton  rapprocbe  ce  deruier  ddterininant  de  celui  (V)  du 
99,  qui  donne  la  sorface  da  triangle  eu  valeur  dos  trois  cdt^s, 
on  verra  de  saite  que 

(XVU) 

ou 


en  posant 


au'  +  öb'  +  cc'  —  2F^. 
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I 


-3 


\ 


I 


vn. 

Equatloii  g^n^rale  des  den  tangent«»  men^  dhui  m%m» 

point  ä  une  conique  et  4qnation  du  cöne  circouscrit  ä  aue 

sorface  da  seeond  degr^ 

P«r 

Georges  Do9tor, 


1.  Poitr  d^tenuiner  ces  ^nations  soiis  lear  forme  in^Udtoi  dmw 
allonB  toUir  deox  thtoimes  tr^B  mportants  stir  les  fonotioiis  bomo- 

j  g^Dfifl  da  seeond  dcigre,  qni  troavent  lenr  api^eatioii  constante  en 
:    Gtooteie  analytiqne. 

Une  fonction  entiere  da  secoud  dogre,  entre  trois  variables,  est 
n^ceesairemeni  de  la  forme 

^{         Kons  ponvons  rendre  oette  fonction  homogöne  par  rapport  vxoi 
'    variables,  en  y  rempla^ant  oeHos^d  par  leue  rapports  k  l'nnitö*«,  et 
en  considänait  cette  nnit6  conime  nne  qoatriime  variable.  La  fonc* 
tion,  dans  oe  cas,  peat  dtre  d^aJgnö  par  /(«,y,«,tt)  et  devlent 

Nous  douuerons  ä  cottc  fouctiou  lo  nom  de  fouctiou  generale 
quadratiquc  ^  trois  variables  distiuctcs. 

2.  Pressons  les  derivte  de  cette  fonction  sneoessivement  par 
rapport  au  qnalre  vaiätiile    y,  «  et  «;  ü  notis  vient 
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Mvltiiilioiis  ces  quatre  dMvto  rapedayement  par  «  et 

^jontona,  nons  obteaons 

=  2(^2 + ^  ^^'^2 +2  J?y2 + 2ä'm!  +  2i^'äcjf 

Le  second  membre  est  visiblement  egal  au  double  dela  fonction  (1); 
donc  on  a 

<D  2/(«,  y, «,  u)  «  + V«'. 

Th^rtne  L  Ainsi  La  double  fonction  qnadratiqae, 
rendne  homogöne  est  4gale  ä  la  somme  des  d^riv^es  par 
rapport  4  tontes  les  ▼arlables,  mnltipli^es  respective- 
ment  par  ces  variables. 

3.  Pans  la  fonction  (1)  rempla^ons  les  variables  ar,  u  re- 
specflyement  par  y+y',  y'-, 

sigoent  des  qnantites  constantes,  nnm^ques  on  litterales.  Bans  la 
fonction  resnltante,  Tensemble  des  termes  da  second  degri  par  lap- 
port  anz  yariables  y,  «  et  «  sera  la  fonction  (1)  elle-mdme;  Ten- 
semble  des  termes  dn  second  degrt  par  n^port  aox  accroissementsiB', 
y',  et  «'  sera  encore  la  fonction  (1)  dans  la  quelle  les  variables 
as,  y,  «  et  n  ont  M  remplac^es  lenrs  accroissements  «b'«  y',  ^f  et 
tandisqne  les  termes  da  premier  degr6  par  rapport  &  a;,  y,    «  seront 

a:(2.4ic' + 21?'^+  2J5'z'+  2  Cxl')  +y(2Ä"x'+  2^  V'+  2fi/+  2  C  V) 
+«(2ÄV+2iV+2ilV+2CV)+«K2ß»'+2CV+2CfV+2Z>»0, 
ou  bien 

Le  d^veloppemmit  de  la  nonvelle  fonction  sera  donc 

(U)  y.+y',       •+t*0  - 

f  {«i  y»  tt)+»/«''+y//+«/*''+«/i.''+/(«',  y', «')• 

Theoreme  II.  Donc,  Lorsquc,  dans  la  fonction  quadra- 
tiqnc  rendne  homogene,  on  donne  aux  variables  a?,  y,  s,  n 
les  accroissements  respectifs  x',  y',  s',  u',  la  fonction  s'ac- 
croit  1^  de  la  valeur  qa'elle  prend  si  Ton  y  remplace 
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y,  a,  u  respectivcment  par  a?',  y',  a',  u';  et  2fi  de  la  valenr 
que  prend  rexpressiou  xfx'-\-yf^*-\-zft*-\-ufu*  si  Ton  y  fai^ 
la  mSme  sabstitation  daus  les  derivees /y',//, 

4.  Dans  le  ctöT^ppemeat  prMdent  (II),  ehangeons  a:,  c,  « 
respecttremeiit  en  o',  y*,  il  est  Mdent  qiie  la  fonction  ne 
diange  pasi.  par  ooiiB^qneiit  on  a 

5.  Tont  ce  qid  prMde  B^appliqne  &  tonte  fonction  qnadntiqne 
homogtoe,  k  nn  nombre  qnelconqne  de  variables.  Nona  prendrona 
toigoniB  les  ^nationa  des  droites,  des  coniqnes  des  plana  et  des  snr- 
&eea  dn  seoond  d^gre  sons  lenr  fome  homogine. 

6.  Condltion  ponr  qne  la  droite 
soit  tangente  ^  la  conique 

Soient  x\  y',  z'  les  coordoimeea  homogenes  du  point  de  coutact  de 
Ja  droite  (3)  avec  la  coorbe  (4).  L'eqaaüon  generale  de  la  tangente 
en  ce  point  etant 

et  devant  etre  identique  avec  (3),  il  faudra  que  i'ou  ait 

a       h        9  ' 

on  Inen  ' 

Kons  «rons  ainBiy  ponr  d^tenniner  o,  c  et  2,  lea  qnatre 
^naüons 

— OX+oa;'  +hy'  +Cf^  —  0, 
--al+Ax'+By'  +  Dz*  =  0, 
--bl+Bx'+  Cy  +  Ez*  =  0, 

dont  la  premiere  exprime  que  le  point  de  contact  {x\  y',  a')  est 
sitae  Sur  la  droite  (3). 

Cea  qnatre  ^qaatlons,  dn  prender  degr^  entre  les  qnatre  incon- 
nnes  —1,      y\  i/^  sont  bomogönes  par  rapport  k  ces  inoonnnes; 

TeU  LYn^  18 
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IßoHon  Eguation  gUuMs  du  d$MX  kmgMit* 


ellos  no  seront  compatibles  qae  u  leur  determinaut  est  nul,  c'est-ä- 
dire  Bi  Ton  a 

0  a   h  e 
a  A    B  D 

h    B    C  E 

e  I>    E  F 


-0; 


c'ost  requaUou  de  condition  demaudeo. 

Loi  sciue  la  ilroit^)  (3)  sati&fait  ä  cette  condition,  eile  est  tangente 
i\  la  couiquo  (4). 

7.  CowrdOMi^  d«  polnt  de  conUet.  Les  valeurs  de  ces  coor- 
donn^  9\  $\  a'obtieniient  en  i^solYant  le  Systeme  des  trois 
^«ktknis 

Appelous  J  U>  discximinant  de  la  eoaiqne  (4),  de  sorte  qoe 


(6)  ^- 


AM  D 
D  EF 


el  lefffiefMitona,  aeloai  l'waid,  par  ^  dfrMe  de  ^  piise  par 
rappoori  i  A\ 


4A 
dB 


Cela  poae»  il  eal  aia6  de  Toir  qai*<ia  a 

(8) 


«i^f 


easaiie  qae 
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Mnltiplions  actaeUement  la  premite  des  ^natioiis  (5)  par 

(U  dJ  dJ 

^dÄ*  ^  Becondepar  Jß      ^  troisidine  par  ^«  pms  igoatons;  le 

nndtiplicatear  d»  sera  ^gal  &  2^  tandisqae  cenx  de  et  se 
r^dniront  ä  z^o. 

En  op^rant  d*an  maniöre  analogne  pour  Flimmer  d'abord  et 
x'j  enamte  sc^  et  y',  on  troave  que 

2Jx*      <l/l  ^    ,  dJ  ^  .  dJ 

ir-äA^+di  *+r/z)^ 

(IV)    ("k    -  dB  '^'^dC^^'^dE^  * 

=  2a(DE-'BF)+2b(AF—J^)+2e{BD'-'AE), 

2Jz*     (U      ,  d/f  ^  ,  dJ  ^ 

Si  Ton  diviso  les  deux  premi^res  de  ces  ^qnations  par  la  troisi^e 
et  quo  l'ou  observe  que  a'  =  1,  on  aora  les  valeurs  des  coordonn^es 

jc'  et  y*  du  point  de  coutact. 

8.  Autre  fonie  de  Pexpreaaton  de  eonMtloii  (m).  Mnltiplions 
les  denx  membres  de  r^vaUon  (3)  par  et  sabstitnons  dans  le  r^- 
sultat  les  valeurs  (IV);  nons  obtenona  la  relation 

qui  cxprime  sous  une  aiitrc  forme  la  condition  de  contact  de  lä 
droito  (3)  avec  la  couique  (4). 

9.  Eqiatton  des  taagentes  nen^s  par  «n  poInt  doui^  \  la 
eourbe  da  seeond  degrd  (4).  Soient  y^,  «j  les  coordonn^s  ho- 
mog^nes  du  point  doim6  P,  et  «e,  y,  s  Celles  d^im  point  qnelconqne 

18» 
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M  de  Tane  des  deiiz  taqgeiiftes  mente  de  ee  poinl  4  U  coniqiie  (4) 
L'^natioii  de  oette  ta^gente  aera 

(10)  ^^I^^^, 

j;  F,  Z  6ta]il  Ifls  coordonnte  connmteB  de  la  droite. 

D6sigiioiis  par  x\  rj\  z  les  coordonnees  da  poiut  de  coutact  I  de 
la  taugente  (10);  oa  a  6videmment 

(11)  j^^,  j^^. 

o&  i  est  ime  Ind^termin^e  dont  la  Yalear  dopend  de  la  position  da 
point  Jtf  snr  la  tangente. 

Puisque  le  point  I  appartient  k  la  courbe  (4),  nous  avons 
fi^ilf*9^')  =  ^>       QU  ajant  egard  aox  Taicurs  (11), 

Gr  la  formale  QJ)  neos  doi^ie 

par  suite  noas  avons,  poor  d^terminer  la  valear  de  i,  l'^q^aation  da 
second  degr6 

Mals  la  droite  (10)  ^tant  tangente,  l  ne  sanrait  admettre  qa*ane 
senle  et  meme  valenr,  il  s'ensait  qoe  les  denz  radnes  de  T^oatUm 
pr6o6deate,  ce  qm  nons  fonniit  la  relation 

(VI)      («:/V+y/y,'+«/0*— -  0 

qm  eziste  entre  les  ooordonnöes  ^  y^  m  d'im  point  qnelsonqne  de 
Föne  on  Tantre  des  denz  tangentes  Issnes  dn  point  P\  eUe  est  donc 
r^nation  de  ces  denz  tangentes. 

10.  Eqnatlen  des  tangentes  men^cs  i  nne  eevrVe  dn  leeenA 
degr^  (4)  par  les  Interseetlens  de  eette  llgne  aTee  nne  droite  donnfo 

(12)  px+qy+n  —  0. 

Si  uous  appelons  x^,  ,  ^,  los  coordonnees  iuconnues  du  point  de 
concours  r  de  ces  tangentes,  le  point  P  sera  le  pöle  de  la  droite 
(12),  qai  elle-meme  est  dite  la  corde  de  contact  des  deux  tangentes 
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Or  r^quatioB  de  la  oorde  de  contect  des  deuz  tangrates  iasaes  du 

point  (xi,     «i),  c'eBt-Ardire  l'^natioii 

devaut  etro  idontiqae  avec  (12),  on  a  uccessairemoat 

(13)    •  /x/=2pA,  /y/-2gl,  A'-a-A, 

oü  l  est  uae  iud^termin^. 

Multiplious  CCS  trois  6quations  (13)  par  los  coordonn^es  rcspec- 
tives  «1,      zi  et  ^joatons}  uouä  obteuons  l'egalitä 

qni,  joiiil»  aox  6qiialiioiis  (18),  foimilt  le  tyiAümß  des  qnatre  ^qmiüoiis 

—  Ar      -f  I>!Ci  +  ^i+f]»i  «==0; 

eutre  les  trois  inconnues  a-^,  y^,  «j.  Ces  quatrc  equatious  sont  u6- 
cessairemcnt  compatibles;  par  suit  lear  determinant  est  nul,  co  qui 
fonrnit  T^galite 


/(«i»  tha  H)    h    ^  ^ 


Ar 


A 

B 

D 


B 

C 

E 


D 

E 

F 


0. 


Ou  eu  tire 


(14) 


/■(*!»  Vxy  «i)  =  —  w 


O  J)  q  r 

p  'A  B  D 

q  B  O  E 

r  D  E  F 


ABB 
B   C  E 

D   E  F 


Les  reiations  (13)  donneat  aossi 

(15)  ■=  mi^<^+<w+rz). 
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n  mm  reste  &  nibstitaer  les  valearB  (14)  et  (15)  danB  T^quatioii 
(VI)  ponr  avoir  l'^qnation  demand^e  des  deiix  tangeates.  Celle^ 
est  donc 


(vn)  /(«,y,«) 


o  p 

p  A 


B  D 
C  E 


DBF 


j3  Z> 
DBF 


10.  GmidilUMi  peur  i|ie  le  plm 

(16)  ax-^by-i^ez+du  0 
Mit  tangent  k  la  tarfSMe  ihi  seoend  degrö 

(17)  /(«,  jf,  »,  u)  =  Ax^+A'if^+A"z^+2Byz+2B'zx+2B^'g^ 

S!  a;',  s',  sont  les  coordonn^es  du  point  de  contact,  cette  6qaa- 
tiou  (16)  devra  etro  identiqae  avec 

par  cousequeut,  A  d^signant  oue  mdetermiu^e,  on  devra  avoir 

fy^2Xa,     f/^2U,     /|/-2ae,     V  -  2JUi, 
oa  bleu 

^aX+A  ü^+Sr^+Bfi^+C  u*  -  0, 

-bX+S^'xß+A'y'+JB  —  0, 

—  cX-i-B'x'-\-B  y^^A"z'+C"u'  =  0, 


(18) 


Ces  qoatare  ^quations,  joiates  4 

(19)  a»'+V+^«'+<^«»'  — 0, 

forment  nn  systhne  de  cinq  ^quations  homogdncs  da  prämier  d^gr6 
entre  les  inconnues  — A,      y',  pour  qu'elles  soient  compa- 

übles,  il  fant  et  ü  soffit  qua  Irar  dötenninant  seit  na],  ce  qai  foornit 
la  coadition  demand^  . 


(VUI) 


0  a  b  c 
a  A  B' 


d 

c 
c* 


d  C    C*  C  D 


=  0. 
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11.  Coordouta  dn  poInt  de  eoatiei  Lea  valeurs  de  ces  coor- 
donn^es  s'obtieiiiient  eii-  r^solvant,  par  rapport  ä  x\  y*^  u',  le 
syBtöme  des  quatre  6qaations  (18).  Cette  r^solution  donne 

^  =  U'A"—B^){Da—Cd)-{-{BB*^A!'B"){Db'-adj 
+ (B'B—A'B*)  {De  —  C"d^ , 

(Da—  Ci), 

=j-  =  (iL4'—       (De  —        +        — il'ÄO  (Da  -  Crf) 

=  (ilM"— Ca)— (Ä'fi"— ^ff)(Cc  +  C"6) 
+  Ä«)  CA) — {B'B--A'B*)  {C"a+  Oc) 

oü  J  repr^nte  le  diBcrimlnant  de  T^natioii  dn  second  degr^, 
ajant  ponr  valenr 


A  BTB'  C 

B'  A'  B  C 
B'  B  A"  C 

C  a  CD 


D(AA'Ar+2BB'B"^AB^A'B^A''B^) 

+aiB2—A'A")4-aHB'^^^ 

^C'HB"^AA')+2aC'(AB—B'B") 
+2C'CiA'B'—B'B}+2CQ{A"B''—BB% 


Si  Ton  divise  les  trois  premieres  de  ces  öquations  par  la  quatrifemc 
et  quo  Ton  pose  u*  =  1^  o&  aara  les  valeurs  des  coordouneea  x',  y\ 
a»  du  point  de  coutact 


Ges  coordonn^es  peavent  anssi  s'exprimer  en  fmictSoiL  des  dAri» 
T^es  du  discriminaiit  A,  prises  par  rapport  anz  coeüfideuts  de  f Ova- 
tion (17).  On  trouve  que 


(IX) 


SAa^  dA  ^  ,  dA  ^  .  dA  ,  dA  ^ 
2Asi'      dJ        y  dA  ^.  dd        .  dJ 


dB 


dC 


2Az'     d4       .  dJ  ^    .  d/l  dJ  ^ 


dB 


dA! 


dC 


2Au*     dJ       ,  dA  ^    .dA  t 
~  ^dc''  +5^'^  -r:777  2«. 


dC 


dC 


dD 
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12.  Antra  f«rme  de  PexpraMfon  de  «onittloii  (TÜI).  Mnlti« 

plions  par  membres  de  r^quatiou  (19)  et  substituons 

dans  le  r^oltat  les  valeurs  (IX);  nous  obtenons  la  retotion 

+  dC'''^+dä^+dC^^+dD'^='^' 

([ui  exprime  sous  uue  autre  forme  la  couditioa  de  contact  de  la  droite 
(16)  avec  la  surface  (17). 

13.  Condition  poar  ^ne  la  droite 

(20)        aas+Äy+fiii+<ft*  =  0,    i^x+bßp+e'M+dfu  =  0 

soit  tangente  ä  la  surfaee  du  second  degre  (17).  Les  ])laüs  couduits 
par  la  droite  ilounee,  c'est-ä-dire  par  riutersection  des  deux  plaus 

(20)  ,  sont  representes  par  T^oatlou  g^u^rale 

(21)  ia+ka')x+{b+kb*)y+ic+Xd)z+(d+Xd')  =  0. 

Or  Time  de  ces  plans  est  ^Tidemment  tangent  ä  la  snrüMse  (17)  an 
point  de  costact  y',  fl',  u'  de  la  droite  (20).  Si  l'^quation  (21) 
repr^ente  ce  plan  tangent,  on  devza  ayoir  les  ^galit^s  de  condition 

a +Äa' 6  +         c+ Ac' ~  d+ Ad' " 

Les  coordoDuees  du  point  de  contact  et  1^  deox  ind6terminees  A  et  k 
devront  donc  sati^liaire  aux  ^quations 

a'x* + V  +  &z'  +  cZ'u'  =  0, 

Äfc+ft'AÄj+ir'»  »'+0'«' —0, 

cÄ+c'At+Ä'flj^+By'+il'V+C^i*'  -  0, 

dont  les  denz  premüres  exprimont  que  le  point  de  contact  appartient 
ans  denx  plans  (20).  Oes  siz  iquations  sont  homogenes  et  du  premier 
degr^  par  rapport  aux  inconnnes;  pour  qu'elles  solent  compatibles, 
11  £etnt  et  il  soffit  qne  lenr  ditenninant  seit  nuL  On  trouTe  aansi  la 
relation  de  condition  cherchto 
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(XI) 


I  0  0 

!  0  0 

a  <t' 

b  h* 


€ 


a' 
A 

B  "  A* 
B'  B 
C  O 


b  € 

C' 


d 

C 

B  C 

AT  er 

C  D 


0. 


14.  BqpaAioB  gtMnl«  ta  nrÜMM  do  MooBd  degr«  qni  tovcheBt 
les  Mi  «xw  de  Mordmuta»  Lee  dquations  de  Taxe  des  m  6taiit 
y  .  Oy  s  «-  0,  nom  obtenons  la  eondition  poiir  qae  l'uce  des  m  seit 
tangent  ä  la  siii&oe  (17),  en  fidsant  dans  la  rdatioii  (XI) 

a'  — Q,   »'»0^  c'  — 1,  d'  — 0. 

Hais  cctte  eondition  se  d^termine  plus  rapidemeat  en  fedsant 
9  =  s=s0  dans  requation  (17)  de  la  sorface,  et  en  ezpiimant  que 
les  deiix  laefaiea  de  T^nation  räsnltante  en  « 

sont  Egales.  Donc  Taxe  des  m  est  tangent  k  la  sarface  (17), 
si  C>— Ji>»a 

De  meme  les  deux  autres  axes  de  coordoun6es  sont  tangents  ä 
la  surfiace  du  second  degre  pour  O^—A'D  =  0,  C^—Ä'D  —  0. 

Supposons  qne  la  snrfiMe  sott  k  la  fols  tangente  aox  trois  axes 
de  Goordonmtes.  Unltiplions  l'^goation  (17)  de.  la  snr&ce  par  D*  et 
dans  le  r^saltat  remplagons  Aü^  A*D^  A*p  respectiTement  par  C^, 
C^,  C^.  L'^qnation  de  la  snr&oe  sera 

(ßc+Cy+C"a+Z>)2 
+2(ÄO— 0'C")yi+2(B'i>— C"0«w+2(Ä"X)— CC)«y  =  0. 

Ainsi,  en  repr^sentant  par  — <2>  -^B  les  ooeMcients  de 
y*j  Mf  «y,  on  voit  que 


(XII) 


est  l'öquation  generale  des  surfaces  du  secoud  degre  qui 
touchent  ä  la  fois  les  trois  axes  de  cuordouuecs. 
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Sl  Von  d^Bigne  par  a,  5,  c  les  distances  ä  Torigiae  des  trois 
points  de  contact,  iBette-  6qiiation.prend  la  fonne 


xy 
8  » 


oü         r*  Bont  les  quotients  de  P,  Q,  J?  par  17*. 

15.  Le  Cdne  elreonserlt  %  ime  nirfiMe  du  seeond  degr6  (17). 
Soient  «i,  «i  les  coordonnto  da  Bommet  8  da  cAne,  et  ab,  y, 
9,  u  Celles  d'nn  ponit  qaelconque  Jf  d'une  g^n^trice  da  cdne. 
L'6qaation  de  cette  g6ntetrlce  sera 

(22)  ^-^^  =  1=^1^^^  =  ^^1. 

Designons  par  x',  y\  z\  u'  les  coordoniiees  du  point  de  coutact 
/  de  la  geueratrice  (20)  avoc  la.surface  (17);  on  a  6videmmeut 

(23)  »  -  ,   y  -  -j^t  •  -  Tfl'    *  - 

Lo  point  /appartenant  ä  la  surface  (17),  on  a  /(«',  y\  z\  u')  =  0, 
ou,  en  sabstituant  les  valeurs  (23), 

^\1+A  '    1+A  '    1+X'     1+^  / 
1 

w+Aiii) =0. 

Mais  la  formale  (n)  neos  donne 

/C«+ÄaJi, 

.  -/(«.  y,  «)+A(*/«/+Jü^y/+»/t/+«/0+iV(«i,  «i). 

Le  seeond  membre,  ^gal6  Ik  z6ro,  foomit  one  ^qaation,  dont  les 
radnes  ne  seront  Egales  qne  si 

(XIV)  (»/.;+y/ir/+«Ai'+«*/0'-4Aas,  y, yi,  «i,  «i)«=o. 

Cette  equation  est  donc  celle  du  cönc  qui,  6raergeant  du  point 
yi»  fii  ^  enveloppe  la  surface  du  seeond  degre  (17). 

16.  Equation  du  eöne  qui  touche  la  surface  du  seeond  dc^r^ 
(17)  solTant  la  eourbe  dlnterseetion  de  cette  surface  avoc  le  plan 

(24)  lM5+fly+r»+«i  — 0. 
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En  op^rant,  oomme  an  10,  oa  troQve  qoe  ce  odne  eit  reprö- 
sente  par  r^qoation 


(XV) 


o  p  q      r  8 

p  A  B"  B'  C 

T  W  B    JT  C 

9  c  a  c"  D 


—  —  (jwp-j-qy  I  r»  I  w)' 


-4  BT  &  C 

B"A'  B  C 
B'  B  A"C" 

C  O  CD 
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« 


vm. 

Nouvelle  expression  de  la  surface  da  tiiangle^ 
ATee  applieation  an 
caleul  en  d^münant  de  c«tte  snrfaee  en  yaleiir 

des  trois  cöt^s  du  triaugle. 

Georges  Dostor. 


1.  Soient  o,  />,  c  Ics  trois  cotes  J{C\  CA,  AB  du  triaugle  ABC, 
O  le  centre  et  R  Ic  rayon  du  cerclc  circonscrit.  Tirons  les  rayous 
OAy  OB,  OC]  nous  decoraposerons  le  trianglc  donne  ABC  dans  les 
trois  triangles  isocelcs  BCO,  CAO,  ABO,  dont  les  angles  au  sommet 
O  soat  les  doables  des  angles  oppos^s  ^  ^,  C  du  triangle. 

Or,  si  da  centre  O  nous  abaissons  sor  le  cdt6  J3C  la  perpendi' 
cnlaire  OD,  eile  passera  par  le  milien  D  de  ce  cdt6  BC  et  divisera 
rangle  au  sommet  BOC  en  deux  parties  egales. 

I^a  surface  du  triangle  BCO  est  6gale  ä  la  moiti^  du  produit 
BCXOD\  mais  le  triangle  rectangle  BDO donne  <72>«  OBcosBOD 
i2co8^;  d'afllean  J?C7«*  a;  par  snite  on  tronve  que  le  triangle 

BCO=ziaEcosA-^ 
on  vemit  de  m§me  qne 

CAO^^ibBooBB,  ABO  =^  ^eBeoaC, 

Nous  obtcnous  ainsi,  pour  la  surface  iS  du  tiianglc, 
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S  «=  ifl/eco8^+l^»/2cosÄH-}cÄcosC', 

ou 

(I)  S  =  iE{acosA-{-öcosB-{-cc03C) 

Nous  voyons  ainsi  quo 

Th^orÄme  I.  L'aire  d'un  triangle  est  egale  au  demi- 
rayon  du  cercle  circonacrit,  multiplie  par  la  somme  des 
produits  quo  Ton  obtient  en  multipliaut  chaque  cöte 
par  le  cosinus  de  Tangle  oppose. 

2.  Corollaire  I.  Les  droites  qui  joigncut  les  pieds  des  hautcurs 
de  notre  triangle  sont  respcctivement  egales  ä  acosA,  bcosB,  ccosCj 
on  peut  donc  dire  que 

L*aire  S  d*un  triangle  est  egale  au  demi-rayon  du 
cercle  circonscrit,  multipli6  par  le  perimßtre  du  tri- 
angle qui  a  SOS  sommets  aux  pieds  des  hauteurs  du  tri- 
angle donn^. 

3.  C'orollaire  II.  La  surface  s  du  triangle  form6  par  los  pieds 
des  hauteurs  6tant  ^galo  au  p6rimetre  de  ce  triangle  multiplie  par 
Je  demi-rayon  du  cercle  inscrit,  on  voit  que 

La  surf  ace /S  d*un  triangle  est  ä  la  surface^Sdu  triangle 
form6  par  les  pieds  des  hauteurs,  comme  le  rayon  du 
cercle  circonscrit  au  premier  triangle  est  au  rayon  du 
cercle  inscrit  dans  le  second. 

4.  Appelons  Ä'  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  qui  a 
ses  sommets  aux  pieds  des  hauteurs  du  triangle  donne  ABC.  Nous 
avons 

(1)  =  acosA.hcosB.ccosC  =  ab  c  cos  A  cos  B  cos  C. 

Mais  les  angles  du  triangle  e  etant  respcctivement  n  —  2A,  n  —  2B, 
n — 2C,  il  nous  \icnt 

s  =  ^hcosB.ccos  C.  sin 2^1  =  ^csin^  .cos^cos/^cosC 

ou  bien 

(I)  «  :=  2 S. cos  J  cos  B  cos  C. 

Divisaut  (1)  par  (2)  nous  obtenons 

abc 

ou    R'  =  Iii.  Donc 
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Tb^or^rae  II.  Le  rayon  da  cercle  qui  passe  par  les 
pieds  des  trois  bantenrs  d'nn  triangle  est  la  moitie  dm 
rayoa  dn  cerele  circonserit  an  triangle. 

5.  Cer^Ilaire.   On  en  condnt  de  snite  qae 

Dam  vn  triangle,  Ic  rajon  dn  cercle  qni  passe  par  lea 
pointsde  concourt  des bissectrices  des anglMexterienrs, 
eit  le  dooble  da  rajon  da  cercle  circonfcrit  am  triangle. 

6.  Multiplions  T^qnation  (I)  par  l'egalit^  ARS  =  abc^  d'abord 
membrc  a  membre,  puls  en  croix ;  noas  obtenons  les  deux  espressions 

(II)  iSP*  —  lahciafMAA+bOMB+ecXiACyt 


(lU) 


al 


c 


2(ae08^+^C08Ü +6C0SC)* 


7.  L'tquation  (II)  est  tres  importante;  eile  nous  permet  de 
trouvcr  immediatement  Tcxprcssioa  en  dcterminant  de  la  Borface  da 
triangle  en  valeor  des  trois  c6t^. 

En  effet,  sl  neos  connd^rons  ^oatlon  eomme  sbooltan^ 
avec  Im  trote  ^oations  qae  l'on  olitieot,  en  projetant  sor  ehaqae 
cdtd  da  triangle  la  ligne  bris^  form^  par  les  deox  aotres  c6t^ 
neos  aorons  an  Systeme  de  quatre  ^qoations 

—7  acos-4 — bcohB  —  cco8C  =  0, 

a  — o-coB^— ccosB— Äcos  C  « 
b  — ecoB^ — o.c08£^ac08C=  0, 

c  —  Äcos  A  —  a  cos  B — o.cos  C  =  0 

eiitre  les  trois  incomraes  —  jI,        —  C 

L'^liminaüon  de  ces  incounues  nons  donne  de  suite  la  resultaute 


8^ 
ahe 

a 

b 

e 


a  h 


o 
c 
b 


c 
o 
a 


e 

h 
a 
o 


=  0, 


d*oii  nons  tirons 


8S« 
abc 


0 

a 

b 

e  1 

0 

e 

b 

a 

u 

c 

b 

e 

0 

a 

b 

c 

0 

a 

b 

a 

0 

b 

e 

a 

o 
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165*  —  — 


Or  le  dcterminant  du  promier  membre  est  egal  ä  2abc\  uous  obtc- 
nous  donc 

o  a  h  e 
a  o  e  b 
h   e  o  a 

e   b   a  o\ 

par  le  carre  de  la  quadruple  surÜMse  da  triangle  dont  les  cMa  80Bt 

a,  2«,  tf. 

8.  NovB  pomrons  dooner  ane  antre  forme  ftia  dötermiiiaEt  (FV); 
Pour  cela  miiltiplioiis  les  trois  derm^res  eoloimes  par  les  qnantit^s 
respectiTes  te,  ca  el  od:  le  d^temimaiit  sera  moltipli^  par  le  produit 
b^»ea,€ib  =-  a*M«^  et  il  nons  viendra 

o  abc  aJbc  ahc 
a  o  cu^  ab^ 
b   b€»     o  ba* 

i  c  ca*  o 

dhiEkHis  acteellement  les  qtiatre  Inpies  respectiYemeDt  par  a,  6 
et  e\  le  d^tennliiant  sera  divis^  par  le  prodoit  abe.a.b,e  -»  a*6'e* 
et  now  olitiendroDS  encore 

Olli 
1  o 


(V) 


1  <j»  o  a* 
1   ft«  ««  0 


pour  rezpreaslon  da  carr6  de  la  quadruple  sarface  du  triangle. 

Note.  Consideroüs,  independamment  de  ce  qui  precede,  un  tri- 
angle ABC^  dont  nous  designcrons  les  trois  c6t6s  par  a,  h,  c  et  par 
A,  C  les  angles  opposes.  Soient  o',  b\  c'  les  cöt^s  et  A' ,  B\ 
C  les  angles  du  triangle  A'B'C  form6  par  les  pieds  des  trois  hau- 
tenrs;  et  repr6sentons  par  ,  les  cötes  et  par  ^„  B^,  C\  les 
aDgles  du  triangle  form«  par  les  centres  des  trois  cerdes  ex-inscrits. 
n  sera  üewsile  de  voir  qu'on  a 


a'  =  aCOS^,        b*  =  bCÖSB, 


=  n  —  2C\ 


pois 


B 
Sin  2 


sin  2 
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Or  si  noiis  däsignoos  par  JZ,  R',  les  rayons  des  cerdes  cir- 
conscrits  ä  ces  trois  trian^es,  noiis  auFons 

,  _   aeOäA         aCMÄ  a__^ 

^  "  23537  "■28tea4"'48m>lcos>l"~48iiiii' 

^•^i    28i]iil,      .  A^^.  B-\-C    .  ^^^^    ^  siiiil* 

"2  — 2 —    B"i"2    2  cos  2 

Uüuc  ou  Yoit  de  suite  (^uc 

jz,  SS  2i2  —  ^r; 

Si  eu  autre  -S',  S%  &i  expriment  les  surfaces  de  nos  troi«  tri- 
angles  ABCy  Ä'  B'  C,  A^^  Bj^  Q  on  trouvera  aisement  qae 


et 


8*  s  28üwAcmBw  C, 
^.A  .  B  VC 
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DL 

Ein  rtmMnmtrisehflB  Fmlileiii, 

Von 

Siegmund  GMmiker, 


§.  X.  Vor  Kurzem  wurde  in  dieser  Zeitschrift  von  Bender*) 
die  Aufgabe  behandelt,  die  grösste  Anzahl  congruenter  Kugeln  anzu- 
geben, wejchß  sich  auf  ein  und  dieselbe  Kugel  vom  gleichen  Radius 
auflegen  lassen.  Die  Aufgabe  ist  an  und  für  sich  von  geometrischem 
Inleresse,  sie  hat  jedoch  auch  eine  molepplarphysicalische  Bedeutan^f, 
insofeme  sie  jdie  Anzahl  derjenigen  Atome  normirt,  welche  mit  elncuQi 
gegebenen  Atome  aUerhöchstens  in  directen  Gontact  zn  treten 
mOgen.  Aiidera  fpriniUlrt  kOnnisn  fdr  mch  89^:  Ifan  isnieht  dur- 
am,  wie  viele  Atome  sich  zn  gleicher  Zeft  in  der  Wirkm^pli^ 
dnsB  Atomea  von  doppeltem  Badins,  also  achtfiMhem  köiperiichen 
lahalte  MUen  JUtaaan.  ffieM  l0t  äkMm  i^ä»  dmwin»  Atom 
ab  kugelförmig  TonuMgesetet;  allein  ^e  imSg  vmm  Gfiadii  diaanr 
Bjpothese  zur  Seite  stehen  mögen,  ao  werden  wir  nns  derselben 
llpMIlwoU  im  Interesse  der  Het^nng  ^  einer  lUieraichtiiehen  Dar^ 
iteBmig  der  Eraeheinnngen  nicht  enftaelilagat  kOnnen. 

Die  Auf U)enng  von  Bender  war,  wie  in  einer  Notiz  ^)  der  Be- 
daction  kWTorgohaben  wurde,  fnsofeme keine  genigende^  4ds<ale  zwar 
nachwies,  dass  hei  einer  ^»estiianiten  Anordnung,  Iftr  12  Kngebi  Platz 
?oriiand^  sei,  es  aber  nnentsdiieden  Hess,  ob  nicht  dnrch  ge9)|gpeti^ 
^«Schiebung  dieser  Kngeln  der  anm  Auflegen  einer  dretzehnten  Kogel 
vMeHiehe  Baum  hergestellt  werden  konnte.  Biesen  Kernpunkt  der 
hm  Hoppe  in  jener  Awner]q99g  erledig  und  geizeif^  daa^  ^ 
m  der  TM  die  Mailmalzabl  ^  P»  je^oph  m  d|iGp9r  F^palpIpiQm^g 
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die  Yfliifttloii  von  6  Kagdn  Terwandt  wurde,  so  dflifte  es  sich  woU 
empföhlen,  die  nämliche  Untecsnchnng  savor  mit  Hlllfe  einiufaerar 
Betrachtungen  dnrohzofilhren.  Um  noch  einmal  in  Kflne  das  Ziel 
der  eigentüchen  Angabe  za  fiziren:  Ea  soll  gezeigt  werden,  daas  ee 
nnmOglich  ist,  13  Reiche  Engeln  mit  einer  ehenadchen  zorBertthrnng 
an  bringen. 

1)  Bender,  Baetimmniig  der  grCstten  Aimbl  toh  Kogebi,  welche  sieh 
enf  ^ne.gldehe  Kogel  enf legen  lawen,  Ardüv  d.  ICath«  n.  VhjB,  56.  Baad« 

8.302. 

2)  Budde,  üebcr  die  Abweichungen  der  Gase,  insbesondere  des  Wasser- 
Stoffs,  vom  Mariotte'echen  Geseti,  Zeitachr.  L  Math.  luPhjs.  19.  Jahrgang. 
8.  298. 

3)  Hoppe,  Anmerkung  zu  Bender's  Aufsata  Archiv  d.  Math.  u.  Phjra. 
66.  Band.  S.  307. 

§.  2.  Denken  wir  uns,  es  seien  wirklich  auf  die  Engel  vom  Ba- 
dius  i2  13  ihr  gleiche  Engeln  aufgelegt,  nnd  l^;en  wir  an  jede  der- 
selben ans  dem  Mittelpunkte  der  gegebenen  Engel  (wir  wollen  die- 
selbe mit  I  bezeichnen)  einen  Berührungskegel;  alsdann  ist  ersichtlich, 
dass  keine  zwei  dieser  Kegel  einander  schneiden  dürfen,  indem  aonst 
auch  mit  den  von  ihnen  umhüllten  Engeln  das  Gleiche  der  Fall  wftre. 
Jeder  solche  Berdbrongskegel  ist  eine  Botationsflftche  und  schneidet 
deshalb  aus  der  concentrischen  Kugel  I  einen  Ideinen  Kreia  TomBft» 
dius  Q  aus.  Der  obigen  Bedingung  können  wir  dann  auch  die  aub- 
atitniren,  dass  diese  Kngelkreise  sich  nicht  schneiden  dürfen.  Im 
Ganzen  entstehen  nnarer  AmfainwA  gemftaa  13  solche  Kreise,  deren 
Fl&chen  zusammengenommen  kleiner  sein  müssen  als  die  Oberfläche 
Ton  Kugel  I.  Daaa  sich  dieaa  wirklich  so  verhält,  kann  ohne  Schwie- 
righeit nachgewiesen  werden. 

Bezeichnen  wir  die  Oeffnung  jedes  einzelnen  Kegels  mit  a,  so  be- 
steht offenbar  die  Relation 

a  R 

also 

Den  sphärischen  Badiua  p  eorgieht  demzufolge  die  Proportion 

^:2rÄ  =  30:360, 

woraus 

folgt.  Der  in  sphärischem  Masse  gemessene  Inhalt  eines  kleinen 
Eugelkreises  vom  Badius  ^  bestimmt  sich  gleich 
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r*.2;i(l  — cosg). 
Setzt  man  somit  der  Einfachheit  halber  r     1,  bo  ist  der  Inhalt 

2n  ^1  — cos^)  =  2Jt(l  — CO8300)  =  ä(2— yS). 

"Wird  dann 

V3  =  1,73205 
angenommen,  so  erhält  man 

13  J  =  13 .  3^416 .  (2  — 1,73)  =  10,9433. 

Hingegen  ist  die  Gesammtoberfläche  der  Kugel  I  gleich 

4r^n  =  4.3,1416  =  12,5664. 

Die  Differenz  hat  also  den  Wert 

12,5664—10,9433  =  1,623. 

Eff  fragt  sich  also  nunmehr,  ob  die  sonst  noch  in  Frage  kommenden 
Oberflächenstücke  nicht  einen  grössten  Flächeninhalt  liefern,  als  die 
so  eben  berechnete  Zahl  ausdrückt. 

§.  3.  Um  hierüber  ins  Klare  zn  kommen,  denken  wir  uns  die 
13  Kugeln  in  eine  möglichst  nahe  Lage  gebracht.  Der  bessern  Ueber- 
sicht  halber  beginnen  wir  mit  4  Kugeln,  die  wir  so  anordnen,  dass 
das  zwischen  den  vier  zugehörigen  Kreisen  mit  dem  Radius  q  ein- 
geschlossne  Stück  der  OberflILche  von  Kugel  I  ein  Kleinstes  wird. 
Damit  überhaupt  diese  Figur  eine  geschlossne  sei,  müssen  die  4  Ku- 
geln so  liegen,  dass  je  zwei  davon  eine  dritte  berühren.  Die  weitren 
Betrachtungen  können  wir  entschieden  auch  an  vier  in  Einer  Ebene 
befindlichen  Kreisen  vornehmen,  indem  die  uns  hier  interessirenden 
Verhältnisse  auf  der  Sphäre  die  nämlichen  sind. 

Es  seien  (Fig.  1)  die  4  gleichen  Kreise  um  C,  V  so  con- 

struirt,  dass  bezüglich  in  den  vier  Punkten  E,  Fy  G,  H  Berührung 
eintritt;  es  entsteht  dann  ein  Rhombus  ABCD  mit  der  Seite  er  und 
dem  spitzen  Winkel  ABC  =  qp.  Um  zu  ermitteln,  bei  welchem  Winkel 
<p  das  (in  der  Figur  schraffirte)  krummlinige  Viereck  EFGH  ein 
(natürlich  nur  relatives)  Kleinstes  wird,  sehen  wir  zunächst  zu,  unter 
welchen  Umständen  sie  ein  Grösstes  ist,  und  verschieben  hierauf  die 
Kreise  so  lange,  als  es  angeht,  die  so  erreichte  Schlussstellung  wird 
dann  das  gesuchte  Minimum  repräsentiren. 

Der  Inhalt  des  Rhombus  ist 

2r.2r8inot, 

u* 


Ifc^  )Ogle 
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Die  vier  SeetOFea  AEH,  BEF,  CFG^  DQH  eigeben  zasammen  den 
KraiiiBlialt 

so  dass  demnach  der  Inhalt  jener  Figur 

f  —  ir'nna — f^n 
sein  wird.  Der  Ausdruck  erhält  seinen  grössten  Wert  dann,  wenn 

sin«  — 1,  «  —  90^ 

ist 

Wird  niiiDBehr  Hai  Qilädnt  bei  gleieUildbeiider  Seitenlftiife  ver^ 
schoben,  eine  weitere  Yerschiebong  nicht  mehr  mOglich  ist,  so 
gelangt  man  zn  einer  Anordnung  der  Kreise,  bei  welcher  zwei  der 
Yorhin  getrennt  liegenden  einander  tangiren,  und  ans  der  viereddgen 
Fignr  EFQH  dnd  zwd  congniente  dieieddge  mit  einem  gemein- 
schaftlichen  Eckpunkt^  geworden.  Für  den  Winkel  9  Ist  dann  die 
Relation  diese: 

^^'^2      2;  "  *» 
9  —  60^. 

A«f  die  SngelflAche  flbertnigen  hintet  dieses  fieftoltat  DO: 

Vier  eine  gegebene  Kngelfl&che  ton  gleichem  Radint 
bertthrende  Kugeln  nehmen  t OH  Jener  dann  den  gering- 
sten Ob  er  flächenteil  in  Ansj^rneh,  wenn  die  durch  die 
▼ier  Bertthrnngspunkte  der  yon  den  Tangentialkegeln 
«ns  der  ersten  Kugel  ausgeseluiUtetten  Kreise  gebildete 
«ph&rif ehe  y iereok  ili  iwei  oongrnente  Dreiecke  lerf&Ut 

§.  4.  Die  nächste  Frage,  Welche  Wir  uns  totlegen  missen,  ist 
(Ke  nach  dem  FHWieninhalt  eines  soldben  BieiMte.  B,  C  (Fig.  2) 
mfllgen  die  sphärischen  Gcmtra  dreier  solcher  Kreise  sein,  so  dass 

AD'^AE^BD^  BFs±  CB  ^  CT—  p 

ist.  Wir  suchen  dea  Flächciimhalt  l  des  (schraffirteu)  sphärischen 
Dreieckes  DEF  zu  bestimmen. 

Versteht  man  unter  1'  den  Flächeninhalt  eines  der  drei  Sectoren 

•     ADE^  BFD^  CEF, 

nnter  T  hingegen  den  Flächeninhalt  des  fesammten  Dreiedces  ABC, 
so  Ist  offenbar 
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Sowohl  fkbr  l'^  als  aach  for  I",  ist  die  KftBmtniss  dos  WiokoU 

BAC^  ACB  «  CßA  -*  ^ 

erforderlifih.  Eine  bdoumte  Formel  liefert 

€QS2(  —  COS'^^+UA^^^OOS^, 

woraus 

»  cos  2p  (1  --co82y)        cos  2g 

äch  ergiebt  Setst  man  flir  9  den  früher  getadenen  Wert  ein  ,  so 
ffiesst  Ueraos  weiter 

cos-^ 

iß  ^  arccos  s»  aiooos|. 

1+COB  J 

Dann  gilt  die  Proportion 

arcco8j:2w  —  i':J,  * 

nnd  mit  Sabstitntion  des  bekannten  Wertes  vo«    au  i  2, 

2— ys  - 
Tsas — ^arcoosf 

Sind  er,  y  die  drei  Winkel  eines  sphüriachen  Dreieclu,  so  ist  dessen 
FUdheninhalt  durch  den  Ausdruck 

gegeben;  in  unsrem  Falle  sind  diese  drei  Wii^fiel  unter  sich  gleich, 
und  man  hat 

f  —  Sarco08|-^9i. 
Da  ^'  nnd  ^'  jetst  gefnnden  sind,  00  hekowat  vm  vim  Schlosse 

l  =  jy3  arccosi— «. 

Wie  oft  dürfen  wir  diese  GrOsse  I  za  sich  uXM  nddiren,  um  die 
oben  echalliono  2Wil 

1,633 

m  Jeaelkümj  reap.  an  Htbefsobreiltii? 

§.  5.  Die  ganze  Rechnung  soll,  da  sie  nicht  zur  Feststellung 
von  GrÖssenbeziehungen,  sondern  nur  zur  Erkeuntniss  gewisser  Grenz- 
bedingungen dienen  soll,  unter  Annahme  der  günstigsten  Umstände 
geführt  werden.  Zar  Berechnung  des  obigen  Ausdrucks  hat  man: 

arccosi-»  0,39183.»;  tV3  — 2^9808 
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I6in  wird.  ii<T 
IH. 

bi-h(ttittl\ ,  t»l '  »  III 


4ui  Khm^'UI.i 

\  U'  i  tu 

l'  o  i  a  tu  V*  uUv* 

1.4 


»»^  ..ich 


fr 


ffft 
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8«  —  », 

and  ZOT  Bestimmang  von  x  besteht  die  Gleichung 

n&x—n)  —  4», 

woraus  der  Wert 

n+4 

lieh  herleitet 

Die  Seite  y  berechnet  sich  aus  der  bereits  beuauteu  Gleichung 

jmm  GMchniig  giebt,  irie  oben,  zmi&ehBt 

cosv 

iIbo 

cosx 

ttttd,  mit  Einsetzung  der  gefundenen  Werte, 

n+4 


C08Jf  =  


1-«»*  3« 


inderanellB  ist  jedoch  y  insoweit  bestimmt,  als  es  eine  Grenze 
giebt,  welche  diese  GrOsse  nicht  ftberschreiten  darf,  ohne  die  Aufgabe 
flloBorisch  zn  maehen;  es  darf  n&mlich  y  nicht  kleiner  sein,  als  die 
Distanz  zweier  BerOhnmgspnnkte  der  Kugehi.  Diese  ist  60^,  und 
wir  haben  demgemfiss  die  Gleichung 

n+4 


COS«  ^ 


C08600-i=-   ^4.4 

u&alteen.  Diess  giebt 


l-cos«-3^ 


3coB«— ^  —  1, 


n  —  arccos^- 

Kuü  ist  .  ^ 

22+4     13«  ^  . 

3722  '=■33 

23+4      9n  ^  1 

i  h.  bei  22  Dreiedcen  giebt  es  noch  eine  Lösung,  bei  23  hingegen 
lieht  mehr.  Erstere  Zahl  widerspricht  nicht  dem  Falle  von  13  Eu* 
Bas  hier  angewandte  Yer&hren  kann  also  nicht  a  priori  ent- 
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Das  Product  ist  uicht  gauz  1,018. tt,  also 

i  =  0,018^  =  0,05655. 

Diese  Zahl  ist  in  1,623  etwas  mehr  als  28  mal  enthalten.  Nun  kaun 
jede  aufgelegte  Kugel  nie  mit  6  andern  in  Berührung  kommen,  also 
nie  6  Bogendreiecke  wie  DEF  begrenzen.  Lassen  wir  aber  anch 
diese  zu  hoch  gegriffene  Zahl  gelten,  so  werden  zwischen  den  auf- 
gelegten Engeln  immer  erst  |  13  ^-i  26  solche  Zwischenrftnme  ent- 
stehen, also,  da  noch  28  Pktz  haben,  die  Unmöglichkeit  der  Be- 
rtdumng  von  13  Kugeln  nicht  daigetan  sein.  Zum  Beweise  ist  es 
demnach  erforderlieh  den  durch  die  Anordnung  notwendigen  üeber- 
schuBB  der  Zwischenrftume  tkber  ihr  Ifinimum  in  Rechnung  zu  ziehen, 
ein  Standpunkt,  Ton  dem  jeder  neue  Yersnch  einer  YereiniiEM^hung  des 
citirten  Beweises  auszugehen  hat.  Es  hat  sich  ergeben: 

Selbst  trotz  des  absichtlich  zu  hoch  angenommenen 
Wertes  einer  gewissen  Zahl,  nehmen  Je  8  von  13  gleichen 
eine  Kugel  des  nämlichen  Radius  berfthrenden  Kugeln 
keinen  so  grossen  Teil  jener  Kugel  fllr  sich  in  Ansprucli 
dass  sich  die  Unmöglichkeit  ergäbe,  18  Kugeln  in  der 
verlangten  Weise  anzuordnen. 

§.  6.  Die  bisher  angestellten  Betrachtungen  hatten  nur  den  Zweck, 

die  Unmöglichkeit  Yon  13  congrucntcn  Berührungskugeln  ein  und  der- 
selben Kugel  darzutun.  Es  könnte  jedoch  möglich  sein,  a  priori  die 
grösste  Anzahl  solcher  Berührungskugeln  zu  bestimmen.  Die  Angabe 
einer  solchen  Methode  ist  der  Zweck  der  nächsten  Zeilen,  es  verhilft 
uns  dazu  folgende  Ueberlegung. 

Wir  nehmen  an,  es  gäbe  n  solcher  Kugeln;  n  ist  natürlich  ehie 
ganze  positiTe  Zahl.  Wir  nehm  es  es  als  m^^ch  an,  diese  n  Kugeln 
in  eine  solche  gegenseitige  Lage  zu  bringen,  dass  die  ihre  Gentra  mit 
dem  Mittelpunkte  von  kugel  I  verbindenden  Radien  sämmtlich  gleiche 

Winkel  mit  einander  einschliessen.  Irgend  drei  der  Berührungspunkte 
werden  dann  ein  sphärisch  gleichseitiges  Dreieck  bilden,  und  es  er- 
hebt sich  die  Aufgabe,  die  Kugelfläche  in  n  solche  Dreiecke  einzu- 
teilen —  eine  Aufgabe,  wie  solche  bereits  den  arabischen  Mathe- 
matikern bis  zu  einem  gewissen  Grade  sehr  geläufig  gewesen  zu  seia 
scheinen.  Jene  Aufgabe  liefert  uns  in  ihrer  Lösung  die  Seitcnlängo 
jenes  Dreiecks,  und  es  bleibt  uns  dann  nur  noch  zu  untersuchen,  für 
welches  n  diese  Länge  noch  statthaft  ist  Für  alle  ganzzahligeu 
positiven  Werte  n  ist  alsdann  die  bewusste  Anordnung  nicht  mehr 
möglich.  Den  uns  unbekannten  Winkel  des  Dreiecks  setzen  wir  gleich 
X,  Dann  ist  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks,  den  Radius  zur  Einheit 
genommen. 
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und  zur  Beitiiiimiiiig  Ton  «  bettehi  die  Oleushang 

»(3«—«)  —  4«, 

woiaw  der  Wert 

•4-4 

lieh  herleitet 

Die  Seite  y  berechnet  sich  ans  der  bereits  benOtsteu  Gieichuag 

oosy  —  cosV+BmVcos«. 
Diese  Gleichmig  glebt,  wie  oben,  znnftchat 

cosy 

also 

Cosa; 

and,  mit  EiuseUuag  der  gefondeaM  Vierto, 

Andererseits  ist  jedoch  y  insoweit  bestimmt,  als  es  eine  Grenze 
giebt,  welche  diese  GrOsse  nicht  überschreiten  darf,  ohne  die  Aufgabe 
Ulnsorisch  za  machen;  es  darf  nämlich  y  nicht  kleiner  sein ,  als  die 
Distans  zweier  BerOhningspankte  der  Kogehi.  Diese  ist  60%  und 
wir  habea  demgemftss  die  Gleichung 

n+4 
cos»  -gj^ 

iMiftaUMD.  Diess  giebt 


1  —  cos»  — 


Scos»-^ 


Kon  ist 


—  arccosi- 

224-4      13jt^      ^  . 


23-H      9 «  ^  1 

d.  h.  bd  22  Drdecken  giebt  es  noch  eine  Lösnng,  ba  2S  hingegen 
nicht  mehr.  Erstere  Zahl  widerspricht  nicht  dem  Falle  von  13  En- 
geln. Das  hier  angewandte  TerfiJire&  kann  also  nicht  a  priori  ent- 
scheiden. 
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ifiieettm. 


1. 

Kam  Kotfat  sa  dem  AAllntke  des  Herrn  H.  Bath  ««IMe  müonttoi 

Breieeke«'  (Archiv  T.  LVI.  S.  188  ff.). 

In  der  eben  cititiRSIl  ibttttesBaitten  Abhandlung  hat  Herr  Kath 
Übersehen,  dass  eine  grosse  Zahl  seiner  Sfttze,  auch  derjenigen,  welche 
er  für  neo  hiit,  schon  in  der  ÜBtte  des  X.  Jahrhundeitd  tlnsrer 
2eitrecluiiing  Yon  den  Arabern  aaflgesprocken  und  ll>ewltten  äind. 
F.  Woöpcke  hat  iSSi  ebe  Oelbeneiziing  Idneb  «Kkonsmiea 
mentes  li^nsgegeW^),  idas  Aäi  mit  derttüdung  def  ireditirfaikllg^ 
Breiedce  in  ganzen  Zahlen  beachliiygt .  Ans  dies^  fiiSt  volldtittidigen 
iVagmento  —  es  fehleli  nv  einige  AnlEuigszdlen,  und  deshalb  auch 
der  Name  des  YeriufslBrs  —  «itn^me  Ich  nater  andern  folgende 
Sätze,  welche  sich  dkünmtlich  auf  Primdreiecke  beziehen,  denn  nur 
solche  (triangles  souches)  betrachtet  der  Verfasser. 

Kein  pythagoreiflches  Dreieck  ial  f^dchschenklig. 

Jede  Hyi)otenusenzahl  ist  ungerade;  sie  lässt  sich  in  die  Summe 
zweier  Quadrate  zerlegen^ 


I)  Beehetehes  lur  plaBienr^l  «iiTragos  de  Leonard  de  Pise 
d€couvert8  et  pnblUt  par  M.  le  Princ«  B.  Boneompagn!  et  sar 
les  rapports  qti  existent  enlre  tün  ontrages  et  lei  traraaz  ma» 
th^mstiques  des  Arabes.  1'  partio:  Eztraitf  et  tradnctiona 
d'otttrages  arabes  in^dita.  Iii.  Tradnöltoll 'A*tin  fVagtnvttt  Ano- 
nyme äüt  la  fo^lnätiön  Üeii  trtangles  tetstanglek  eh  htmhttB 
entieirS)  et  d'an  tr'aitd  »tr  le  täitat  snjet  pfclr  AboA  Dja*lar 
hammed  Ben  Alb09alii.   Boiii«  1861.  ' 
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Jede  HypotemiBeiiialil  hat  die  Fem  oder 

INeee  letzte.  Eijseiiscliaft  gilt  nidit  umgekehrt,  et  ist  also  nicht 
jede  Zahl  y(m  der  Form  13m-|-l  oder  12iii-|-5  eine  Hypotennaen- 
saU|  Bondem  Mr  diejenigen,  welohe  aich  in  die  Somme  zweier  Quad- 
rate aerlegen  laaaen. 

Ist  die  Zerlegung  der  HypoteuusiMizahl  m^'-j^n^,  so  ist  diu  For- 
mel für  die  drei  Seiten  des  betreffenden  Dreiecks 

a  s=  tn* — n*,    b  =  2fiin,    c  = 

Pas  sind  die  von  Herrn  Rath  sogenannten  indischen  Formeln,  die 
aber  sehen  J)iophant  in  seinem  YL  Bücfa»  constant  heontat 

Haft  hat  stets  «14-«»» ^4-1«  ^  ^  ^  iauner  eine  unge- 
rade Zahlp  m  nnd  »  sind  relatiY  prim. 

Eine  Kathete  ist  stets  eine  gerade  Zahl,  die  ^>'potmmse  nnd  die 
andere  Kathete  beide  ungerade. 

Der  anonyme  Autor  beuutst  dann  seine  Eesultate  zur  Losaug 
der  gleichzeitigen  Gleichungen 

das  heisst  er  versacht  die  Lösung  der  Aufgabe  von  den  cougmenten 
Zalilen,  to  ist  dabei  eine  gegebene  Zahl  In  einer  am  Ende  ange- 
hängten ZusammeuBtellung  der  Resultate  geordnet  nach  den  Uypo- 
torasenxahlen  finden  sich  sanuntliche  Resultate  des  Herrn  Rath  bis 
zur  Hypotenuse  205  eingeschlossen,  nnd  ausserdem  noch  die  Lösung, 
welche  fiBr<2«*13,  «  —  linder  Eath'schen  Tabelle  aaltretea 

&  — 195,  «-«197. 
Ton  den  congnienten  Zahlen  hat  der  Anonymus  die  90  folgenden 
gefunden 

6  34  210  429  2730 
6      65     221      546  3670 

14  70     ^1     1155  429Q 

15  UO  286  1254  5610 
21  154  ^  1785  7954 
^    100    480    iM6  10B74 

DisFhiditt  der  eongMBien  2alditt  Mna^tai  «wetten  teslit 
•m  Alho^Mn  €br  ^dgeiMilche  flwMk  dar  Tbasriete  fyiimffOMischmi 

Dreiecke. 

Thom,  Juli  1874.  M.  Curtze. 


1)  Herr  Rath  hat  die  Furm  4n-|-1  angegeben.  Da  aber  keine  Hypo» 
tenusenzahl,  wie  man  sich  leicht  Qbcrzeugt,  durch  3  teilbar  sein  kann,  so  f^llt 
die  Form  12^4^9,  welche  io  4n-^l  iteckk,  w^;  hier  ifil  also  der  Araber 
genauer  als  üerr  Kaih. 
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2. 

Heber  dis  mag onftlenlttiilieek  eises  frei&fttBfeekes. 

A^A^A^A^A^  in  Fig.  1.  seien  5  aufeinanderfolgende  Punkte  einer 
Kreisperipherie.  Es  bezeichne  dann  a,  die  Seite  -4i+2^i+3,  wo  der 
Index  k-\-b  mit  dem  Index  k  zusammenfällt  Die  5  Diagonalen 
dieses  Kreisfünfeckes  bilden  selbst  wieder  ein  Fünfeck  B^B^B^B^B^, 
wo  Bi  der  Schnittpunkt  zweier  Diagonalen  ist,  die  von  den  End- 
punkten der  Seite  gi  gezogen  werden  können. 

Es  besteht  nim  eine  Relation  zwischen  den  Winkeln  dieser  bd- 
den  Fftnfecke,  welche  anf  folgende  Weise  gefunden  werden  kann. 

Jeder  Winkel  Ai  des  Kreisfünfeckes  wird  durch  zwei  Diagonalen 
in  drei  Winkel  geteilt;  wird  der  mittlere  derselben  mit  tu  bezeichnet, 
so  erhftlt  man: 

Bi  —  211 — Uf+l — —  «f<+W+2+ori+8 

Ai  +  Bi  =  2i2+a,  =.  i4*+i  +  ^,+4 

somit 

Bi  =»  -4^+1  +-4,+4 — Ai 
welche  5  Gleichnngen  die  gesachte  Beziehong  darstctUen. 

Wien,  den  13.  Jan.  1874.  Emil  Hain. 


8. 

Ueber  Kreise  im  Dreleek. 

Werden  in  einem  Dreieck  ABC  von  den  Ecken  durch  einen 
merkwürdigen  Punkt  O  gerade  Linien  gezogen,  welche  die  Seiten  in 
A^B^Ci  treffen,  so  entstehen  drei  Paare  Yon  Dreiecken,  deren  In- 
und  Umkreisradien  in  gegenseitigen  Beziehungen  stehen.  Bezeichnen 
wir  die  Umkreisradien  der  Preiecke  ABA^^  ACA^  mit  roi,  rae  und 
die  Inkreisradien  mit  (w;  so  haben  wir  zonftchst  flBor  O  als  den 
Schwerpnnkt: 

1       1  e-^h 
9«ft         ifba  9*2 
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wo  aherqF  Seiten,  Um-  und  InkreisrAdiiu  und  Flädieiiinhalt  des 
Urdreioekee,  q'  der  Inkreisradiiui  des  Ton  den  SchwerpnnkttransYer- 
salen  als  Seiten  gebildeten  DreieckeB  sind. 

FUr  den  Uöhenpuukt  erh&It  man: 

^  £ 

ITpo»  =  IlQha 
^a6(p  +  «  —  *)+pac(p  +  «— c)  =» 

c 

Fttr  das  ümkreiscentnun: 

1  J_     a—b  1 

r*  i 


arba      r'         dro*      2r  -4-4^ 

Endlich  gelten  fOr  das  Likraiscentram  folgende  Relationen: 


.  Wo*    ff/      \ff«c  e/ 


\ff<*  \9hä     9/  Ißr«« 

n(ro6  +  rae)  -  2rh 

Ausser  diesen  ein&cheren  Formeln  fttr  die  vier  wichtigsten  merk- 
würdigen Ponkte  können  auch  allgemeine  Bedehongen  an^gesteUt 
werden  wie  z.  B. 

—  28injBA4i 

Wien,  Ende  Febmar  1874.  Emil  Hain. 
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m 

4 

Orenzeu  für  die  Baats  der  ■»tttrlieliem  JLogaritiuMB. 

1.  Ans  der  beikanoten  Formel: 

ergiebt  sich,  wenn  a  >>  6,  die  üngldchnng: 

Hieraas  findet  Selilömilch  in  seiuem  Gümpendium  der  IVXathematik 
für  a  —  1+i  mid&  — IH — ' 

lud  somit: 

(i+fy<a+i)^<(i+i)ä<a+i;'  etc. 

3.  Eb  ist: 

Nnn  ist  für  »  >  0;  (l+a?)»  >  l+na?  mithin  audi 
tfSO  am  so  mehr 


>1+- 
'  II 


und  4ienit 


('+^x)->('+r' 
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3.  Für  die  Tontehende  Ungldehnng  kami  man  ancb  Bebreibeii: 


und  auch 


oder 


(.-r>(-.-i-.r"- 


also  ist: 

(l-«-i>(l-i>-«>(l-i)-»>(l-l)-*  etc. 

4.  Da  Bon  «  — liin^l  +  ^^  —  lim^l— fllr  a     oo,  so 

ergiebt  sich  aus  Nr.  1.  und  Nr.  3. 

(-r>->('+ir 

oder  «Hell 

(^;)'>'>m- 

wodnreh  «  so  genau  bereclmet  werden  kann  als  man  nnr  will. 

5.  Ana  4.  folgt  noch,  wenn  a  nnd  y  >>  0, 

Hieraus  durch  Moltiplication: 

und  wenn  man  2«  statt  «  seist: 

Uj^^j    =e»-f  €(aj  — y)  — «y. 
rar  n  «  00  werden  «  nnd  2^  gldkdi  Ndl,  also: 

.-«•(Si-ir- 

Für  n  =  1000  giebt  diese  Fonuel  e  auf  sieben  Stellea  richtig,  während 
^1 4-      eine  solche  Oenanigkeit  erst  bd  «1     10^  ^ebt 

Kiel,  den  la  Oktober  1874  Ligowski. 
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5. 

bommation  directe  et  ^lementaire  des  earr^s,  des  eabes  et  des 
quatrlömes  ptiissanees  des  »  premiera  nombres  entiera. 

1.  Somme  des  earr^s*  Noas  avons 

(n+l)(2n+l)  —  2i»«+3n+l,  ' 

(n— l)(2n  — 1)  =  2n2— 3»+l-, 

d'oü  noiis  tirons,  en  retranchant  membre  k  membre, 

(n+l}(2»+l)  — (n— 1)(2»— 1)  =  6n. 
Multipliant  par      nous  obtenons  TidcDtite 

n(n+l)(2n+l)      (n-l)n(2n-l)  . 
W   6  6  " "  • 

Dans  cetto  formule,  reniplagons  n  successivement  par  tous  les 
nombres  eatiers,  depois  1  josqu'ä  n,  notis  taroavons  la  suite  des  ^galites 


1« 
2« 


42  = 


1.2.3 

6  • 

2.3.5 

1.2.3 

6 

3.4.7 

2.3.Ö 

6 

6  • 

4.5.9r 

3.4.7 

6 

6  • 

(n— l)n(2n--l)      (2ii-2)(n»-l)  (2n--3) 

,      »(n4-l)(2n+l)      (n  — l)n(2n— 1) 
"  6  6 

81  nouB  Pontons  membre  k  membre  et  que,  dans  le  seeond 
membre  de  r6|^t6  rßsiiltante^  nous  supprimons  las  termcs  ^gaax  et 
de  sig^B  contraires  qni  sont  en  ^vidence  et  qui  s^entred^tnüBeiii» 
nous  anrons  la  somme  des  carr^s  des  1»  premien  nombres  entiers 

(U)    l»+2*+3»+4«+...+(«-X)^+«»  -  -^-31-^^--^^ 
2.  Carollaire.  Poisqae 

l+2+3  +  4+...+(n-l)+«  = 
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nouB  obtenonS)  en  divisant  membre  ä  membre, 

/im  li+2«+8«+...+«i«  _ 

1+2+3+.. . +11  3 

c'est-ä-cUre  que 

La  aoamie  deB  oerr^s  des  «  premiersiiombresentiers, 
diTis^e  par  la  somme  de  cos  mimes  nombres,  est  igale 
an  tiers  de  la  somme  da  dernier  nombre  n  et  du  nombre 

Buivant  n+1. 

3.  Somme  de»  eabes.  II  est  £uUe  de  volr  que 

(«+l)2-(«-l)»=r4n; 
multipliant  par  ^ »  bn  obtient  Hdentitö 

n«(n  +  l)»    (if-DV  . 

Si  nons  rempla^ons,  dans  cette  formule,  n  successivement  par  tous 
les  nombres  entiers  depois  1  josqu'ä  n,  noas  aurons  la  soite  des 
6qiiatioiiB 


13  = 
2»- 
3»- 
4»- 


4  • 

2«.3« 

1«.2« 

4 

4  • 

3«.  4« 

2«.3* 

4 

4  ' 

4«.  5« 

3^.4=» 

4 

4  • 

 4  4 


n«  («+!)*  («-ly»» 
 4  4  ' 


qa*il  &01IB  Buffira  d'ajouter  membre  membre,  poor  trouver  de  suite, 
aprte  snppreBBioa  dea  parties  conrnranes, 


(V,  =!i!i±i)!.i.4.2.+8.+...+(«-l)»+«'-[^J- 

Afarf  la  Bomme  dea  cubeB  des  n  premierB  nombres 
entierB  eat  ^gale  an  carr6  de  la  Bomme  de  cea  n  premiers 
nombres. 
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4.  CoTollalre.  ElevoBS  an  earrt  lee  deax  niembrw  de  l'^gaUt^ 
(n),  et  diyisons  r4|g«]it6  r^snttanAe  membre  ^  memlire  i»ar  (V),  noiis 
obtenons 

CVAi  18+234.38+...+n3       [       3       J  ' 

OQ,  en  laagsge  ordinftire; 

Lc  carre  de  la  sorame  des  carr^s  des  n  Premiers 
iiombres  entiers,  divise  par  la  somme  des  cubcs  de  ces 
meines  nombres,  est  egal  au  carre  du  tiers  de  la  somme 
du  dernier  nombre  n  et  du  nombre  suivant  n-\-l. 

Georges  Dostor. 
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XI. 

Distanees  da  point  ä  Ui  droite  et  du  polst  m  pUm. 

Pur 

Georges  Dosior. 


1.  IMitanee  4*ui  point    ob«  trotte.  Soient 

(1)  j«4-j?|f+c  — 0 

l'^qnation  de  la  droite  et  sc',  les  coordonn^es  du  poiut  donii6  P. 
De  ce  point  abaissons  sur  la  droite  la  perpendiculaire  PQ  =  p  et 
d^signons  par  a,  ß  Ics  angles  qn'elle  fait  avec  les  axes  de  coordon- 
iiees  et  par  6  TaDgle  de  ces  axes. 

Par  le  poiat  f  menons  4  la  droite  (1)  la  paraU^e 

(2)  Ax+By  =  Ax'+Bjf*. 

Les  deox  lignes  (1)  et  (2)  eoiq^t  Taxe  des  «  des  distances 
de  rorigine  qui  sont  re^pecttTemeiit 

a  a-       -j  , 

et  Taxe  des  y  ans  distaaoes 

l  ——. 

B'apr^  cela,  ü  est  ^Tident  qu'on  a 

p  —  (a'—a)  COS«  —          ^     —  COi«, 


Digitized  by  Google 
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d'eä  noitt  tirons 

Snbstitnons  ces  Taleurs  dans  la  relaüon  *) 

1      OOB«  eo8/) 


(3) 

eeUe-d  devieat 
1 

Ap 


cos  a      1      cos  6 


=  0; 


Ap  Bp 

Ax'+By'+C   Ax'+By'  +  C 


A^+B/+C 

Bp  

Ax'  +  By'  +  C 


1 

CO80 


cosd 

1 


0. 


*)  L'^qnatioii  (S)  «xprime  la  relation  qui  exitt«  antra  let  incli* 
nftiBons  mtttitelles  de  trols  droUes  issoes  d'aa  mftm«  point  On 
peilt  la  d^daire  de  Celle  ^ni  dooM  1' angle  de  devz  droitei  es  T»losr 
dos  inelinaitone  de  eee  de««  droitea  aur  laa  »xaa  da  aoot- 
donn^ea« 

Soient  OD,  OD'  lea  deax  droitcf,  V  lanr  angle;  n  tt  ß,  et  laa 
aoglaa  qn'dlea  font  avae  laa  deax  a»a  da  eoordomidea  OX,  OY,  Fbnr  dAar^ 
nhier  F,  aar  la  pnoiftra  drolta  OD  ptanon  «na  leqgiiaar  Olf  =  1  et  dd- 
aigiMHia  per  y  laa  aootdmte  UP,  OP  dn  point  IL  Frogatoiia  la  longnaur 
Oü  et  la  Ugne  bri«^  OPM  anaceariva—it  anr  la  saaonda  dnita  OD^  et  aar' 
laa  dorn  aaEoa  02^^  0X\  mn  ^itmnm  lof  4«K|dB 

coiF — arcosa' — ss  0, 
cos«  —  X         —  ycosfl  =0, 

aotie  lea  qoeUaa  il  aoflit  d'dUarinar  laa  variablaa  — »  et  ^y  poar  iromr  1« 
relatioa  demandde.  OaQo-ol  «et  ahui 


6i  la 
aoaFaaoa^ 

tion  (S> 


co»F  coaa'  cos/?' 
coB«  I  ooa^ 
ooa^   0000  1 

dwrfta  OD*  ae  confond  arec  la  premi^re,  on  aara 
1»  Q0i«'s3aoa«»  eoe^  =  coi^,  oa  qni  Imnnit  la  rala* 
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Moltiplions  la  prmd&re  figne  et  U  pnaiira 

 ^  *  noas  obtenoDS  requation 


(1) 


qni  donne 


A 
B 


«086  1 


0, 


O     A  B 

A  1  eo8« 
B  eoee  1 


Koos  en  tirons 

pmnr  la  Catalice  demaadte. 

La  distance  de  rorigine  O  k  ]a  droite  (1)  s*obtieiidza  en  poMot 
=  jf^  =  0  dans  QJ)  et  sera 

±VA*+B»—^€Oß$ 
2.  Aagle  de  deux  droites  donn^s  par  lenn  ^qaatiMs 

p  0t  y  kB  perpendicolaires  abaiss^es  de  rorigine  sor  ces 
\\  vom  mm  tfalMid,  en  ooittervant  les  notations  de  la  aote 

Cosa— — CMß'^^^t 

Si  iiiras  mettODB  mb  lü&m  dna  la  niatioii  (4)  de  la  ftote,  i^urte 
sv<Hr  multipli^  la  premi^  colonne  par  et  la  piemidre  ligae 

par  9  eUe  deviendra 

P 


<!▼) 


CC^cosF 
PP' 
A 

B 


A* 

-0, 

1 

eoB9 

1 

16« 
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228      DoMt^n  Ditkmeu  du  jvomI  ä  la  drotte  et  du  pomt  mu  pbuu 


et  doBnm 
PP' 

Nous  en  türons 

cos 


0  A* 

A     1  C08^ 

B  cos6  1 


[AA'+BB*—(AB'-\~BA*)eose^\ 


mais,  eu  vertu  de  la  formule  (III),  uous  avous 

_i  .  • 

•  y  2ilÄcös  ö)      +  Ä«—  2>l'Ä'ooa  6) ' 

par  snite  nous  obtenons,  ea  sabstitnant  dans  (lY), 

AA'-\-  BB*—{AB'+BA')co%e 


(V)    COBF  — 


y  r-  2-4/^  cos  ö)  ( J'^ + -         cos  6) 


3.  CoBilitloii  de  perpeitdlenlarlM  «te  devz  droltes  (5).  Ette 
a'obtient .  en  posant  coaF  dans  Tiine.  ou  l'antre  des  6gaUt68  (4),  (lY) 
et  (Y)  et  Beora  ezprim6e  par  l^nne  queleonque^^dea  reUUioiis 

0       COBO'  C08/3' 
COBff        1  COB0 

cosjS  co%0  1 

=»  0  =  (C0S«C0Ba'+C08/Sc0Sj3')  — (co8«cos/<'+cos^co8«0co86, 

A       1       CO80  «0=i<i<'+M'— (ili?'+Äi<0cO8Ö. 

B  cosd  1 

4  IHstanee  d^an  poInt    vn  plan.  Soient 

(5)  Ax+By+Cz+D^O 

l'4quation  du  plan;  a?',  y',  z'  les  coordonnees  du  point  doim6  P\  p  la 
perpendiculaire  abaissee  de  cc  point  sur  le  plan  (§);  et  «r,  ß,  y  les 
indinaiBoiiB  de  cette  perpendiculaire  sor  les  trois  axes  de  coordonn^. 

Par  le  point  F  menons  le  plan  parallele  a\i  plan  (5);.  Bon  ^qna- 
tion  sera 

(6)  Ax+  By+  Cz  «  Ax'+  By'+  CzK 

Lea  deux  plana  (5)  et  (6)  conpent  les  a^es  de  eoovdonnöes  anx 
diitances  de  Forigine  reqtectiYement  Egales  i 


A'     *  B* 


-TS' 
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A        •    ^  *   C  

I>'apr^8  Oda,  ü  est  ^vidrat  qn'oii  a 

ilar'-i-  By*-^  CV-^-  D 
p  =  {a*  —  a)C0Ba  —  * — ^  ' — coso, 

p  =  {b'  —  b)C0Sß  =   ^   -2—008/3, 

AsB'4-By'-\-Ckf'\'D 
pi»(c'  —  c)co8/  —  ' — ^ — r-* — oosy, 

d'oü  noiiB  tirons 

 Ap  - 

Cp  _ 
SabfltitooiiB  ces  Tatoun  dans  la  niation*) 


•)  L'equation  (7)  cxj)riuie  la  relation  qui  existe  entre  les  incli- 
naisons  mutuellcs  de  qaatre  droitcs  issues  d'un  meme  point. 
On  peat  la  d^duire  de  celle  qai  donne  l'angle  de  deaz  droit«!  en  va* 
lenr  des  inelinaiione  de  eee  deux  droitea  snr  lea  axes  de  eoor- 
donn^es. 

Soient  OD,  OZ)'  lea  deox  dioitea ;  V  lear  a^gle;  fi*  T  ^  ß'^  y' 
lea  anglea  qa'elles  fönt  aTe6  les  trois  axes  de  ooordonn^  OX,  OY,  0Z\ 
X,  ¥  les  indinaisons  ntntnelles  YOZ,  ZOX,  XOY  de  eea  axes.  Sur  la 
preml^re  droite  OD  prenons  une  loi^ear  OM'=i  I  et  d^sigpnons  par  r,  « 

lea  eoordonnees  3iP,  PQ,  QO  du  point  Projetons  la  longuenr  OM  et  la 
Ugne  bris^o  OQPM  successirement  sur  la  scconde  droite  0J>*  et  snr  les  trois 
axes  OX^  OY,  0Z\  nous  obtenons  les  ^galites 

cosF — xcosa' — ycoBß' — «cosy' =  0, 
Cosa — X  — ycoav  — zcos/*  =  0, 
cos/? — XC08V    — y  — 2C0sil  =0, 

cosy  —  X  cos  ft  — t/cosX   2  =0 

entre  les  quelles  il  suffit  d'eliminer  les  quantit^s  — *,  — Jff  — «  pour  avoir  la 
relatioD  demand^e.    Cclle-ci  est  donc 

eosF  eos«'   eos^'  cos;'' 
eos«      I      cosv  cos/* 
coBß  eoBp       1  coaX 
COSy    OOS/»     cosl  1 
8i  la  seconde  droite  OD'  se  eonfond  avec  la  preni^  OD,  on  anra 
eoeF=  eoiOs:  1,  cos«' s=  cos«,  eos/f'sscos/?,  eosj^'scosjr,  oe  qni  fonmit 
la  relation  (7). 


(«) 


=  0. 
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( 


if  du  pomt  au  phm» 


(7) 


celle-ci  devient 


1  CM«  OMfi  eotf 

cos«  1  COBV  COSft 

eotß  Goa»  1  eosl 

OWy  CM|t  OMl  1 


-Os 


1^  ^-S»  $ 


5 


+ 


Co 


s 


s 

00 


+ 

+ 

$ 


§  i 


I 

p 


+ 
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Mnlttpllmis  la  premidre  ligne  et  la  premi^e  colonno  par 
 '  ' — 9  mm  oblenona  Viqpatum 


P 


(VI) 


qni  domo 


(dai'+By'+Cz'+D)* 

A 

B 

C 


A    B  Z  C 


X  cosv 

tMIß  1 
C08J*  OOti 


~^  ?  


cosA 
1 


B  C 


oü  nou  avoiu  poe^ 

1       C08V  COS|l 

CMif     1  coai 

COSjti    COSA  1 

De  rägalit«  (9)  noiiB  tironB 


0  A 

A       1     C08V  COSj* 

^  C08V    1  cosA 

C  colf»  omA  1 


(VU) 


il'BiiiUH-20C(co8fico8  V  -^ooeA) 

+  ß*8in*|ii+2  Ci4  (cos  V  cos  A — cos  ft) 
+  AB  (cos  Aco8  |ft  — cos 

pour  la  distance  demandde. 

La  distance  de  l'origiiie  O  an  plan  (5)  iTobtiendra,  «n  postnt 
^       0  dam  (TU);  «Ue  atta 


(TOI)  ji 
ea  fidsant»  poor  abr^er, 


(10) 


i4^sin2A+2ÄC(cosf*C08v  — cos  A)  j 
+^>8mV+2Ci4(coBtrco8A— eos^)  >  Ä 
+  C*sm*v+ailB(cosAcos*i— cos»)  I 


5.  Anale  de  denx  plans  donn^s  par  leer  dqaatlonB 

(11)      Am+B^-i-U^D  ^  0,  A*$i^B*^+C'M'{^D'  -  0. 
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du  pöiü  a  la  drwU  et  du  poiut  au  plan. 


Soient  p  et  j»'  les  perpendicnlaireB  abaisseeß  de  Terigine  sur  oeB-plans; 
nous  avoiis  d'abcörd,  en  oonseirant  les  notatioiiB  de  :1a  note  qvi 


Ap 

cos«  '"^~^» 


cosß  — — 


cos«'— —  ^»  —  cos/— — 


Bp 


cosy  —  — 


Si  nous  mettons  ces  valeurs  daus  la  relatiou  (b)  de  la  note, 
apr^s  ayoir  midtlp]i6  la  yteaäksi^  colonne  par  et  la  premito 

par  j%  eile  deviendza 


et  donuera 


DD*  cosF 

A 
B 

C 


A'  »  C* 

1  COSV  COSfi 

eoflv  1  cosil 

C0B|ft  cosi  1 


0 


(12) 


0  A*  ß'  a 

A  1  COSV  cosfi 

B  eoBv  X  COSA 

C  eosfi  cosl  1 


en  fiBusant  encore,  par  abr^viatioii» 

(13)  =  AA'smn  +  {BC*+Cri')(costico?iv~cosX) 

+  ßB'sm^^+  (6M'+^C0(cos  vcosA-cos^i) 
+  CC'faJihf+(AB'+BÄ')  (co8icos|i— cosv). 

Mais,  en  vertu  de  la  formule  (VIII),  nous  avons 


pp 


HW  ' 


par  saite  nous  obtenons,  en  soMtaant  dans  (12), 


C08F  = 


BH'* 


ou,  en  remplagaut  A',  H  et  H'  par  leors  d^veloppemeuts  (10)  et  (13), 


i 
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(X)  CMFss 


AA*  tmn+iBa + CB*)  (GOSfiCOBv— cosX) 

+BB'mi*ii-\~{CA*+  ^C0(cO8  vcosX  —cos  jt) 

y     +  CC*  sin^ V  +  ( /<    +  jgil 0  (CO 8  il  cos  I*  —  cos  v) 


^^siaU  -|-2/?C  (cos f& cos COSA)' 
Ä'sinV  +2Ci4  (cosvcosi — C08|») 
4-6'^sm*v  (cosilcosf*  — cosv) 


X 


\ 


1/  +Ä'=»8ij 


siu-A  +2Ä'C  (cusftcus  V — cüsA) 
sin  V  +  2       (cos  y  cos  i — cosfi) 
+C^flm^  +2ii'^(cosioot|i— coav) 


6.  CoB^oB  de  perpoBdiciilariM  tfe  denz  plane.  £De  s'obtient 
en  posaat  F»  0  dans  Tone  oa  Tantre  des  ^galit^s  (EQ  et  (10) 
et  sera  ezprim^  par  l'nne  qnelcoiiqiie  des  relatioiis 


0  coso'  cos/3'  cos/ 
cos«     1  '  cosy  eosf» 


0, 


(xn) 


(xni) 


-0, 


cos/3  cosy     1  eosl 

cos/   cos^  cosA  1 

0  A'     B'  C 

A  1  cosv  cos^i 

B  cosv    1  cosA 

C  cosft  cosX  1 

AA^smn  +  C  +  CÄ')  (cos  |ii  cos  v  —  cos  X) 
+BB*  sin  V+  +  A  C)  (cos  v  cos  A  —  cos  fi) 
+  CC'ainhf+(AB'+BA')(GQalQW^-'COBv)  —  0, 


dont  la  demi^re  pent  encore  se  mettre  sous  rime  ou  Taatre  des  deuz 

forme  s  suivantes 

(XIV)  il^[ilBiii'jt4*^(<^^co9fi»eosy)-f  ^(cosycosA — cos^)] 
+/J'[Bsiii  V  +  C(co8  jtt  cosy— cos  A)+i<  (cos  k  cos  ft — cos  v)] 

+ C  [Csin*  v-\-A  (cos  v  cos  A  —  cos  fi) + Ä  (cos  cos  v — cos  A)]  =0, 

(XV)  A  [Afm^l + (pos^ fi— cosy)+  C (cosy cos A— cos fi)] 
+ B  [B'sinV + C  (cos  cos  y — cos  A) + X'  (cos  Acos  f» — cos  v)] 

+  C[C8in*v+  A*  (cos  v  cos  A  —  cos  ^i)  +  B'  (cos  /i  cos  v— cos  A)]=0. 
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B9^hh4imi  Dm  gtmüeku  J^keomk  «mmt  Qitmim 


m 

IHe  gcnifldito  Poloeöaik  iwefar  Geraden  besfigliek  der 

Diiferentialciir?e    der  FarabeL 

Von 

Adolf  Hothkoim. 


die  Oleichung  einer  gegebenen  Parabel  in  homogenen  Coordiaaten. 
Construirt  mau  mit  Hülfe  einer  bestimmten  Strecke  k  die  zagehörige 
Differeutialcurve,  so  ist  die  Gleichung  derselben 

(2) 

Wir  bezeichnen  die  Coordinaten  eines  Ponktea  mit  4>  I7t  £»  dann 
entspricht  der  GJeiduiQg 

iy»+aiW»-l*W«0  (8a) 
die  coniBclie  Pokure,  nnd  der  Gleichung 


1)  Zieht  man  tu  allen  Tangenten  einer  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinaten- 
system  bezogenen  Curve  y  =  f(x)  durch  einen  Punkt  ( —  fc,  0)  Parallelen  und 
trägt  jeden  der  Abschnitte,  welche  von  dieaen  auf  der  Y-Axe  gebildet  werden, 
mit  Berücksichtigung  seines  Vorzeichens  auf  der  dem  entsprechenden  Berüh- 
rungspunkt zugehörigen  Ordinate  vom  Fusspunkte  aus  ab,  so  ist  der  geome- 
trische Ort  der  Endpunkte  der  Abschnitte  die  Differentialcurve  der  Carre 
y  =  /(x),  Vergleiche  die  Schrift  des  Verfassers:  üeber  die  DiffeMütUlrarm 
der  KfigdtehpiUe^  VerL  Lorii  ISUkmL  187«. 
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die  gerade  Polare  des  betr.  Panktea  beiOglidi  der  DUbreatialeiirTe 
der  Parabel 

Es  mögen  zwei  gerade  Linien  A  und  A'  ihrer  Lage  nach  be- 
stimmt sein.  Wenn  man  zu  jedem  Punkte  der  Geraden  A  die 
oonische  Polare  in  Bezug  auf  die  Differentialcurve  der  Parabel  nimmt 
und  bezüglich  jedes  dieser  Ketgelseliaitte  den  Pol  der  iweitett  Geraden 
A*  anftucht»  so  ist  der  geomeldsehe  Ort  dieser  Pole  ein  Xiagelsflliidtt» 
weleher  die  gemischte  Poloooidk  der  beiden  Geradea  A  und  Af  ge- 
aaiiat  irird. 

Sind  die  Gleichnngen  der  Geraden 

(A)a^x+aiy-{-a^z  =  0  (4a) 

und 

(A*)a^'x+affy+  V«  -  0  (4b) 

80  ist  die  Gleichung  der  gemischten  Poloconik 

0    Ol    «4  ^ 


Ol'    0    2y  0 

ag'    2^   2a;  0 

V    0    0    — IjbV« 


oder 

Geht  man  mittelst  der  Snbstitatioiien 

X  y 

zn  rechtwinkligen  cartesischen  Goordinaten  Uber,  so  erhftlt  na& 

—  W  ''^ 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

1)  Die  gemischte  Poloeoaik  der  beiden  Geraden  A 
mnd  A*  ist  eine  Parabel,  deren  Aze  der  «-Aze  parallel 
Iftvft,  deren  Parameter 

ist,  nnd  deren  Seheitel  die  Goordinaten 
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besitzt 

2)  Der  geometrische  Ort  VLeSbt  uiTe^dert,  \nm  man  die  bei- 
den Geraden  A  und  A'  mit  einander  Yertanscht. 

Die  gefundoue  Parabel  ist  demnach  der  geometrische 
Ort  der  Pole  irgend  einer  von  den  Geraden  A  und  A'  in 
Bezug  auf  die  Hyperbeln,  welche  die  conischen  Polaren 
der  Punkte  der  anderen  Geraden  bezüglich  der  Diffe- 
rentialcurve  sind^). 

3)  Setzt  man 


«1  —  «1'»  «2  = 


a  —  ^3  1 


80  geht  die  Gleichung  (öc)  Uber  in 

d.  h.  läBst  man  die  Gerade  A'  mit  der  Geraden  A  zusam- 
menfallen, so  geht  die  gemischte  Poloconik  Aber  in  die 
gewöhnliche  Poloconik der  Geraden'  A  in  Bezog  auf 
die  Differential cnrve. 

4)  Für  «1  •=  0,  oj'  =  ü  geht  die  Gleichung  (öc)  über  in 

yi-0  (7) 
Darans  folgt:  . '      ■  • 

Lanfen  die  beiden  Geraden  A  nnd  A'  der  0-Axe  pa- 
rallel, so  degenerirt  die  gemischte  Poloconik  derselben 
in  die  »-Axe. 

5)  Ist  nur  a^^O,  so  ergiebt  sich 

oder 


2)  Dur^ge,  Cui-v.  dritt.  Ordn.  pag.  188. 

3)  Construirt  man  zu  allen  Punkten  einer  Geradeu  (Ä)  die  geraden  Po- 
laren in  Bezug  auf  eine  Curvc  dritter  Ordnung,  so  werden  alle  diese  Geraden 
Ton  einem  Kegelschnitt,  welcher  die  Poloo6il{k'der  Geraden  Ä  heissft,  «ing»- 
liallt.   VergL  Dnr^ge,  Cnrv.  dritt.  Ordn.  psg.  178. 
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d.  h.  läuft  nur  eiue  der  beiden  Geraden  der  a?-Axe  paral- 
lel, so  degenerirt  die  gemischte  Poloconik  derselben  in 
zwei  parallele  Gorade,  toü  denen  die  eine  mit  der  x-Axe 
zusammeuf  äUt. 

6)  Für  0%  oder  a^'  gleich  >iull  erhält  man  aus  (öc) 

(ojV+agCjOy  —  «lOi'«  (9) 

Geht  demnach  eine  der  beiden  Geraden  oder  aneh 
beide  durch  den  Anfangspunkt  des  CoordinatenBygtems, 
so  degenerirt  die  gemischte  Poloconik  derselben  in  eine 
Oerade,  welche  ebenfalls  durch  den  Coordinatenanfangs* 
pnnkt  geht 

7)  Setzt  man  In  (5c) 


flo  erh&lt  man 


d.h.  schliessen  die  i^eiden  Geraden  A  und  A*  suj^plemen- 
tftr«  Winkel  mit  der  x-Äxe  ein,  so  breitet  sich  die  Para- 
bel symmetrisch  zur  te-Axe  aus  und  ihr  Scheitel  fallt 
mit  dem  Goordinatenanfangspulikt  zusammen. 

Femer  ergeben  sich  folgende  Kesultate: 

8)  Verschiebt' man  eine  der  beiden  Geraden,  so  dass 
sie  ihrer  ursprünglichen  Richtung  stets  parallel  bleibt, 
so  ändert  sich  die  Lage  und  der  Parameter  der  gemisch- 
ten Poloconik,  doch  bleibt  ihre  Axe  der  x-Axc  parallel. 
Rückt  die  eine  Gerade  in  die  Unendlichkeit,  so  degene- 
rirt die  gemischte  Poloconik  in  die  a;-Axe. 

9)  Wird  eine  der  beiden  Geraden  A  und  A*  oder  beide 
um  die  Punkte  gedreht,  in  welchen  sie  die  «-Axe  schnei- 
den, so  bleibt  der  Paramter  und  die  Axenrichtung  der 
gemischten  Poloconik  ung^ändert,  dagegen  andern  sich 
die  Goordinaten  des  Scheitelpunktes. 

10)  Dreht  man  endlich  eine  der  beiden  Geraden und 
A'  um  den  Punkt,  in  welchem  sie  die  y-Axe  sehneidet, 
so  Iftuft  die  Axe  der  gemischten  Poloconik  der  a;-Axe 
stets  parallel,  dagegen  ändern  sich  der  Parameter  und 
die  Coordinaten  des  Scheitelpunktes. 
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11)  Oonstniirt  maa  nt  Jedem  Punkte  der  gemischten  Poloeonik 
•is  Pol  die  ooniwlie  Polare  besQgUdi  der  BUrerentielGarve  der  Pft> 
raM,  so  entsinrieht  das  %8tem  von  Hyperbeln  d«  Qkklimig 

deren  beide  vertnderiicbe  Parameter  lx,  %  der  Gleiehiing 

genügen  mfleaen* 

Eliminirt  man  ana  diesen  beiden  Gldchongen  mit  Halle  von 

40303'  ^  40303' 

die  yariabeln  Parameter,  so  erhält  man  als  Gleichung  der  £nveloppe 
des  Systems  von  Hyperbeln: 

(«iöi'  +  fls|öi')yi+2oiOi'ai  =  dt  21/0,01' W  (11) 

Das  System  der  conisehen  Polaren  (bexQgUcfa  der  Düfe» 
rentialcorYO  der  Parabel),  deren  Pole  anf  der  gemischten 
Poloeonik  liegen,  wird  demnach  eingehtlllt  von  zwei 
parallelen  Oeraden,  welche  gleiche  Abstftnde  von  dem 
Coordinatenanfangspnnkt  haben. 

12)  Die  Gleidumg  der  conisehen  Polareii  (fl)  des  Punktes 
%9  td  bezOgUch  der  Düferentiakorve  der  ParaM  ist 

Die  beiden  Geraden  A  und  A\  deren  Gleichungen 

sind,  mögen  in  Bezng  auf  dieee  conische  Polare  conjugirte  Ckrade 
sein,  d.  h.  jede  möge  durch  den  Pol  der  andern  besügUch  der  coni- 
sehen Polaren  hindurchgehen« 

Die  gerade  Polare  eines  Punktes  x-^^  V\y  H  in  Bezug  auf  die 
conische  Polare  {H)  besitzt  die  Gleichung 

2fliÄ«+2(ai%+|F,fa)jr— ifc«p«ife»  —  a 

Bringt  man  diese  in  Einklang  mit  der  Gleichung 


V 
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entwickelt  die  X}oordiiuiteii  des  beMMten  Polei  md  wtst  diese 
Ml  SteUe  von    y,  •  in  die  Oleichong 

ein,  M  nuus  nach  der  YoxMusetiang  diese  Gkiolning  eine  identisdie 
werdm.  Es  ergieM  sicii  anf  diese  Weise  swisdien  ^,  1^  folgende 
Relation 

Daraus  folgt: 

Die  genLischte  Poloeonik  der  beiden  Geraden  A  nnd 
A'  ist  der  geometrische  Ort  der  Pole  derjenigen  coni* 
sehen  Polaren  (in  Bezug  anf  die  BÜferentialciinre  der  Parabel)^ 
in  denen  A  nnd  A'  conjngirte  Gerade  sind. 

In  Shnlidier  Weise  läsat  sich  leicht  das  Besnltat  ableiten: 

Ist  P  die  gemischte  Poloeonik  der  beiden  Gerades 

A  nnd  A'  nnd  construirt  man  zu  jedem  Punkte  derselben 
die  Polare  bezüglich  der  Differentialcurve  der  Parabel, 
80  sind  die  beiden  Geraden  A  und  A'  in  Bezug  anf  jede 
dieser  conischen  Polaren  conjugirte  Gerade,  d.  h.  jede 
geht  durch  den  Pol  der  andern. 

Magdebnrgy  im  Aogust  1874. 


Aomer\iiQg*  Unter  Poloeonik  wird  Tentsnden  die  fiinhüllende  der  Po- 
laren eines  in  gerader  Linie  bewegtes  Pmiktei  in  Bemg  auf  die  vorliegende 
Cnnr«.  (D.  Bed.). 
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AnflSsnng  eines  beeoadecw  Sjretemea  Uneerer  OMehugeB. 

0 

Von 

Siegmund  Günther* 


f.  1.  Das  System,  linearer  Oleichnngen,  mit  welchem  wk  uns 

Ofi^t     "h<*8t»8    + ... +aaiiflPn     — a^oßt^^i     — ... 
•  •  •••  ••••  .  ••••••  •••• 

a2;»-ll  aTj + a2n-12  a^«  +  •  •  •  +  a2n-lH  «n + a^m^u^ni^l  +  • . . 

Bestimmt  man  Merans  eine  inllkOrliche  Unbekannte,  etwa  »r,  so  er- 
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-1  JiSa^S 

<ISt— 8r<fl 

• 

12  «ttt-lS 

-1  *2t-l 

a2$2 

a2s3 

•  •• 

02«r— 1 

a2«r+l 

OSm-U 

48»- 

flt2wl 

«2»r— 1 

«11 

«12 

«13 

Ölr-1 

air 

«lr+1 

«21 

«88 

«83 

•«• 

«2r-l 

a2r 

a2r+l 

••• 

«81 

«M 

«88 

«8r.>l 

OSr 

flSr+l 

^41 

«48 

a«r~l 

a4r 

a4H-i 

Ö2M-11 

a2w-12  a2M--i3 

<iÖn— Ir- 

-1  a2M-lr  a2H-lr+l 

«8n8 

osms 

«Snr-'l 

«BUr+l 
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im  Folgenden  beschäftigen  werden,  ist  durch  die  Eigentftmlichkeit 
ausgezeichnet,  dass  in  der  Iten,  3ten  ...  (2r  — l)ten  Gleichnng  je 
zwei  gleichweit  von  Anfang  und  Ende  abstehende  Coefficienten  ein- 
ander gleich  sind,  wogegen  zwischen  zwei  ebensolchen  Coöfficidnten 
der  2ten,  4ten  . . .  2rten  Gleichung  entgegengesetzte  Gleichheit  besteht 
Das  System  wird  dann  also,  wenn  wir  die  Anzahl  der  Gleichnngen 
als  eine  gerade  Zahl  (=  2n)  voraussetzen,  nachstehendes  seini 


•  •  •  —  Osta^i«— l      —  aiiX2H      «=  /fcj, 

...  -|-aaii~i8fl!^.i-|-a2ii-iijpeN  H^-h 
hält  man  in  bekannter  Weise 


•»  Olli  Oin 

«Irfl       air  «Ir-l 

<»1S       «Ii  «11 

...  fl2w  02« 

— «ar+l  — a2r  — air-l  ... 

Olrfl      OSr  «Qr-l 

...  Ol»      — Oln 

— CHr-fl  — a4r  — «r-1  ... 

— «4S   — «4f  — «41 

...  OSg— Im  a2f—ln 

02j-lrJ-l  aiq-ir  asg—ir-l ... 

020—13  a^—u  asq^u 

•••  «2j»     — «Sj» 

— «8|S  — OSga  —02}! 

...aSf-fl»  äSi+ln 

OSg-l  Ir+l  OBg^-lr  OS^-l-lr-l ... 

<nq+  U  OSf -I-IS  0294-11 

— «2«— 2r-#-l — 02$—2r — 02»—2r- 

-I...  — «S»-23 — «-28-22 

— aa*— 21 

...  oa»— Im  o^In  , 

OSv-lr-l-l  <>2i-lr  OStxlr— 1  ... 

ast-isasf-Masv-u 

•••«mm  — OSM» 

— flSwr+l  — a2$r  — OSar— 1  ... 

— osis  — osis  — a2«i 

...  a2H-ln  OiH-lH 

a2»-lrf  1  a2H—lr  aa»-lr-l ... 

«211^13  a^M- 12  42M-U 

— <W»r+l  — «SNir  — OSNr-1 ... 

— aa»i8 — osms  — «sbii 

...  Olw  aiM 

«IS  «« 

...  «ISm  — «Sm 

— OSr+l  —OSr  — ... 

— «ts  — «»  — %I 

•••  OBh  OSm 

OSr+1       08r      «är— t 

«83       «3«  <*31 

•••  fli»  — 04n 

— a4r+l  — a4r  — Oir-l  ... 

— «4B  — ^48  — ^41 

...  OSw^lfi  aait-4n 

OSM-lr-f  1  OSM-lr  02«— lr-1 ... 

OBn-IS  as»i-.12  <l9n-ll 

— a2nr+l  — a2Hr  — flänr-l  ... 

— 02m8  — a2n2  — «2»»! 

16  . 
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Günther'.  Artung  em««  besonderen  SytUmu 


Zerlegt  man  die  Determinante  V  nach  den  Elementen  der  rten  Go- 
lonne  in  erste  Unterdeterminanten,  bo  stellt  sich  av  dar  als  eine  alge- 
brsdscfae  Somme  mit  dem  aHgemeinen  Gliede 

du 

■ 

Da  ersichtlich  ein  Unterschied  obwaltet,  je  nachdem  p  eine  ge- 


an  «12 

«13 

...  air-1 

«lr  +  1 

...  Ol» 

Oln 

...  a2r— 1 

a2r-|-l 

...  OSn 

—02« 

«81  «^Ä 

...  OSr— 1 

...  08n 

OSw 

»41  »4i 

«43 

..;  Oir-x 

04» 

a2v-ll  «2?- 

12  «29-13 

...  Ir- 

-1  029-lr4-l 

...  «2^— Im 

02?— In 

aSf^-U  029412  a2q+Vi 

.«  a2«-t>lr- 

-1  02f  ^.Ir-fl 

.»  02f-hl» 

OSn-U  a8»-l2  afiN->18.*<  Ogw-ir-l  OSn-lrf  1     Of^ln  OS».-!» 

«2nl      «2»»2      Ö2w8     ...  a2«r— 1      02nr-fl     ...  02»» 


In  dieser  Determinante  (2»— l)ten  Grades  snhtraMren  irir  nun  von 

jeder  (n-f  Oten  Colonne  die  {n^t-{-l^te,  nachdem  vir  zuvor  die- 
jenige Colonnc,  deren  zweiter  Index  r  ist,  zur  ersten  gemacht  haben; 
durch  diese  Operation  ist  vor  die  Determinante  der  Factor 


Olr 

«12 

«1« 

...  air-i 

Olr+1 

OSf 

»u 

«22 

«M     OSf  ■  1 

08r-|-l 

OSr 

«88 

...  08(^1 

OBr-l-l 

<Hr 

«41 

o« 

«43 

...  Ö4r— 1 

Oif^fl 

OSf~lr  OSg-ll  029-18  08f-lS  ...  OSf-lr-l  OSf-lr^-l  ... 

OSf^-lr  0894.11  O894.IS  O894.U  ...  aa94.l«^-.l  «Og^-Ir-fl  ... 

02»-lr  02»-ll  a2w-12  a2n-13  ...  «2n-lr-l  «2M-lr41  ... 

oa»r      oanl  02*2      02m3      ...  02Mr— 1  02»r41 


In  der  so  umgeformten  Determinante  sind  diejenigen  Elemente,  welche 
(w— 2)  Verticalreiben  mit  (2w  — 1  —  (?^  —  2))  =  {n-{-l)  Horizontal- 
reihen gemein  haben,  durch  Nullen  ersetzt;  es  kann  also  sofort  das 
bekannte  CoroUar  ^)  des  Laplaceschen  Detenninantensatzes  in  Kraft 
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nde  oder  ungerade  Zahl  vorsteüt,  so  schreiben  wir  die  Heihe  besser 
in  folgender  Form: 


§.  2.  Die  beiden  hier  auftretenden  Determinanten  sollen  nna- 
mehr  nntersucht  werden.   Es  sei  also  zunächst 


Olr 

— «Sr+l 

— Oftr 

• 

— Ojt 

—«11 

OS» 

••• 

<^ 

«81 

••• 

— Oir 

04r-l 

•  •• 

— «« 

H« 

aet-i-18 

<'29<fll 

Ö2w-lr+l 

Ö2«-Ir 

«2n-lr  1 

02«— 13 

oaN-ii 

— 02itr+l 

— a2»r 

— O&nS 

heransgetreten.  Man  erhält  so 


«In 

0 

0 

0 

...  0 

0 

t) 

— a«» 

...  — Sosr^-l 

— 2<qr— 1 

— 2a,8 

~2a,. 

...  «3n 

0 

0 

0 

.«  0 

0 

0 

—  aiM 

—204» 

...  »2a4r-fl 

— 2a4r+i 

...  ~*2<l4g 

— 2a4t 

— 2att 

0 

0 

0 

...  0 

0 

0 

<>29-f  In 

0 

0 

0 

.»  0 

0 

0 

0 

0 

0 

...  0 

0 

0 

— 2aaM»  ...  — 2aterf  1  — 2£QMfwi ...  — 2a8M8  — 2aafeit  ^2<iiM 

treten,  und  es  ergiebt  sieb,  wenn  man  noch  den  jeder  (f»-}"!)^ 
(2*— .l)ten  Colonne  gememschaftlichen  Factor 

—  2 

berOckiichtigt, 
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Mr  «not  •liimr  ^teiifiaL  Ziel 


0w  >«t 


^'-a  »Ha 

3«a 

^  Äfu — s 

»>  J 
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^  «> 

••> 

M  */ 

M 

^  0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

♦> 


0 


TarOltt  »ui  hUxr  pux  ebensos.  wie  m  |u  2^  so  «gieftl  sidi 


«51  «st 

1 

«2»- 11  a2H-12  <>2»-lt~.  42ki-lr-l  <^>M-lr4-l  —  (72m-Im; 

Scr  ift  die  ervteDetermniaiite  Tom       l)teiiy  die  zweite  tob  «ten 
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AS» 

...  C%9 

Oft 

...  a4r-f  1 

04r-l 

***  ^48 

a6M 

...  a6r+l 

OGr-l 

... 

«6» 

«61 

oa^aw     aat-9r^.i  a^v-ar-i-...  osf-as  ost-aa  osf-ai 

n2</+9n  ...  a29f2r'M  OSf-f-ar— 1  .»  Oa^l-aS  a:29f22  «üf-l-ai 

ai»~2N  *..  aÄn-2ri-l  a2M-2r->l  ...  a2M-2i  t^2M-a2  (<2m-21 
OShh     ...  OaNT+l     «Onr-l      ...  OaNS      «Sn2  «SmI 


§.  3.  Nanmehr  möge  auch  der  andere  Fall  in's  Auge  gefasst 
werden,  wo  p  ==  2«— 1  ist  Addireu  wir  hier  zu  jeder  Coloniie,  •!<  n  u 
zweiter  Index  kleiner  als  9,  bezüglich  diesem  gleich  ist,  die  ihr  gleiche, 
resp.  entg^iengesetzt  gleiche,  so  wird 


••• 

axr+i 

«18 
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— oar-1 

—«15 

 «18    •  ~"«11 

«88 

«88  «81 

«.  — <*lr+l 
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—«43 
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•••  ~ 
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— 021-23 

— a3«-22  — «2«- 

-21 
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— oatr-i 

— «a* 

— «Bia       — «8»! 

... 

fl2»-lr+l 

«2n-lr— 1 

02M-13 

a2n— 12  «2h 

-11 

...  '"'^'faw.n 

oaMT 

— oaiw— 1 

— a2»a 

— «2112       — «2i»l 

(t^n  ••• 

«•2r+l 

«2r  aiar- 

1 

...  «23 

«22  «21 

Oir  a4r- 

-1 

...  <*43 

«42  «41 

•6» 

«er  oer- 

•1 

...  Oßj 

«68  «61 

X 

«23— 2n  — 

«28— 2r4-l  Ö2t— 8r  08»- 

aH-i 

...  aa>-ai 

1  «20^88  «S»-81 

• 

-1 

...  ai&r 

«aft2  «2äi 

a2»r      ÖSitr— 1 

...  «ShS 

«9nS  «3»! 

§.  4.   Wenden  wir  uns  scUiesslich  zu  der  im  Nenner  des  obigen 

Brueiius  bcliudliclicu  Determinante, 
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«IS 

«If 

«It 

—an 

— «M 

— «tl 

"33 

''s? 

«8i 

— «« 

— «48 

-«41 

«dM-is 

"911-12 

Otn- 

— flaut 

tten  C'olomie  die  (2m  — i+l)tc,  so  folgt 


...  0 
...  0 


2ain 
0 

0 


... 

«1« 

«11 

— as»-i 

... — »18 

— «M 

-«tl 

«8n 

...  Ags 

^  «8t 

«81 

— «4« 

—  «4m-1 

... — «48 

— «4t 

— «4l 

0            0        — OtNw     — «2im-l       — OSnS  —  02»f  — «tili 

«22  «21 

«4»  «4j 

«et  «61 


«2h-2»i  fl2-H2H-l  «2»— 2m-2  «2m— 28  «2n— 22  «2h-21 
«2»iH       «2MM-i       «2mi»-2       ••.  «2«3       «2»*2  «2hI 

ZU  miiltipHciren.  Wie  man  sieht,  hebt  sich  alsdann  der  erste  Deter- 
minatmifActor  von  17'  gegen  den  ersten  Beterminatenfactor  von  U, 
Zar  Bildimg  TOn 

u 

möge  ebenso  vcrfohren  werden;  es  hebt  sich  ferner  in  analoger  Weise 
der  zweite  Factor  fort  So  gewinnt  man  das  Schlnssresnltat 
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«11 

tflt 

...OSr— 1 

«'S« 

«61 

...Ooi-—! 

Oön-1 

«6» 

A9i^  aS»-S?...a8i-Sr-.l  ffflt-Sr-l-l  ».Oft^Sii-S  «8>-8ii-l  <I2»-3m 
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"la     •  • 
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02li<-12 

.  a2N— In— 2 

«8»— 

§.  ö.  Die  zuletzt  entwickelte  Relation  kann  zur  Herldtang  eini- 
{er  nicht  'münteressanter  S&tze  Aber  solcUe  Determinanten  verwendet 
rerden,  deren  Elemente  gewisse  goniometrische  Functionen  und. 
^etnditen  wir  n&inlieh  folgendes  GleichipigB-SystQin 
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T  r>r^  i  f  —  (2»— 1)» 


2m+ 

i*t  Am  b«Me«  Gleichimgeii  gehen  aber  ans  trigonometiischeii 
Ohm««         «Mer  aSe  beiden  folgenden  hervor: 


t  =  — a  I  ^  - — f 
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Es  erfüllt  also  das  zuletzt  aufgestollto  System  alle  die  Bodiiigungeii, 
welche  wir  dem  eingangs  betrachteten  allgemeineren  auferlegt  hatten. 

£b  bat  nun  ünferdinger  ^)  durch  Anwendung  einiger  sinn- 
reicher Eniistin^e  gezeigt,  dass  dies  letztre  System  eine  seiur  einfache 
Anfldsuig  zulasse;  nach  ihm  ist 

 z  l-Zt-S1tl   --.Im.  J^lsa^Bin-- — . —  . 


Benutzt  man  andrerseits  die  Entwickinngen  von  §.  4.,  so  liefert 
die  Gleichsetznng  zweier  Coeffidenten  yon  ha^  nnd  ftsi-i  nachstehende 
Beziehniigen: 
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GüHthtrt  AußBnung  «mm  huondtrtn  i^$teme$ 


2qtn      2  {2n  —  <7  + 1)1» 

{28-\)tn  ,  (2n-<  +  l)(2.--l)jg  ^. 

I   —  (2« — X)n 


2n+l 


2*1+1 


ist.  Aus  diesen  beiden  Gleichungen  gehen  aber  aus  trigoaomotriscboa 
Gründen  sofort  wieder  die  beiden  folgenden  hervor: 

"*2n+l  ^  2H^1  ' 
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sin  


2»+l 


1. 


2» 


4» 


47r 


8jt 


Sin, 


sm 


sin 


6« 

2n+l 

V2it 
2n+l 

18ff 
2n+l 


.  (2rz    2)n  .  2(25— 2)ä.  3(2^—2)» 

s^^-2«+r  »^''"MT' 


sin 


(2g+2)jr  .  2(2g+»2)?g  .  3(2^+2)« 


2qrn 


Sin»  I  ^  » 


2ii+l 


4 


sin 


2fH-l 

2n7t 


Sin 


2ii+l 


4nlt 


2a+l  ^^"2n-fl 


sm 


6n7S 

2ii+l 


sm 


2;« 


sm; 


2»+l 

Alt 
2«+! 


sin 


An 


sin 


sm 


.  (2q-2)7t 

sin-s— r--—  sin 


2n+l 

2n+l 

2»+l 
2(2g— 2)ä 


sm 


2ii+l 
2qit 

2"ir+T 


2n+l 


.  2.2./7C 


(2g+2)»  2(22+2)w 


sin 


2w7r 


sm,: 


Amt 


2n+l 
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Es  erfüllt  also  das  znletzt  aufgestellte  System  alle  die  Bodingnngeo, 
welche  wir  dem  eingangs  betrachteten  allgemeineren  aoferlegt  hatten. 

Es  hat  nun  Unf erdinger')  durch  Anwendung  einiger  sinn- 
reicher Kunstgriffe  gezeigt,  dass  dies  letztre  System  eine  sehr  einfiushe 
Auflösung  zulasse;  nach  ihm  ist 

Benfltzt  man  andrerseits  die  Entwickinngen  von  §.  4.,  so  liefert 
die  GleichsetzuQg  zweier  Coefficienten  von  k2q  und  -i  uacbstehcade 
Beziehungen: 


.  2(r-l)»g 
-™  2n+l 

.  4(r-l)« 
...  BUl' 


Sin 


2n-|-l 
6(r— l)?t 
2n+l 


2(r+l)»» 

4(r4-l)« 
6(r+l)« 


.  2(n-l)jt 

...  sm- 


sin 


2«+l 

4(n—l)n 
2«+l 

.  6(n— 1)» 
2«+!" 


sin 


sin 


sin 


2n7t 

2Hhi 

4n7C 
2ii+l 

2H=1 


.  (r—l)(2q-2)7t  .  (r+l)(2(?-2)7r       .  (n—l)(2q-2)7t  .  «(25-2)jt 

- M5 — — 2b+i —  - ™-2iH^-^^^-a^f r 

(r-l)(2H-2)«  .  (r+l)(2g+2)^        (n^l)(2g+2)^„.  «(2g+2)« 


.  2(r — l)njr 


sin- 


2(r+l)»» 
2«+l 


.  2(n— 

'^^-2«+r 


Sin 


2(r— 1)» 
2iH-l 


Sin, 


.  4(r-.l)j 
am- 


2r7t 
2»+l 

Ar  7t 


2ii4-l 


sin 


.  6(r— 1)» 
2n+l 


sm 


2»+l 

2n+l 


Ö;ll)(2^2)>r  r(2g-2)« 

™    2n+l  2n+l  " 

.  (r— l)(2ri+2)7r  .  >^2-|-2);c 


.  2(n— l)?t 
.  4(7i— l)jr 

•  6(n— 1)« 
•••«^  2n+l 


sm 


2»7{ 


2»+l 

4n9K 
2^+1 


Sin 


(n-l)(2g-2)«„.  >i(2g~-2)  7^ 
•   sqii  2-+1 


.  n.2flf7( 
Sin^—,^ 


.  (n-l)(2rj-2)7t  ni2q+2)n 


2(r-l)nag 
"""2n+l 


2rn7r 


sinv 


2n+l 


.  2(w-7'l)n3t 
2»+l 


sm 


n.2nn 
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TL 


n 


Sin 


sm, 


sm 


2«+i 

3;r 
2»+l 


sm 


sm: 


2?g 
6« 


.  IOä 


Sin 


sm 


sin 


2n+l 


.  (2*— 3)» 
sm 


-__^/«  .  2(2^3):t  .  3(2£— 3)» 
2«+l         2»+!  ^''  2»4-l 

.  .  2(2»+l)w  .  3(2*+l)7r 


.  (2 


-l)rst 


2ii+l 


^  .  (2i*— .  2(2m— 1)7»  .  3(2n— l)w 


2«+l 

*^2i+i 


.  (2«— 3)» 
2n+l 


.  2(2* 
sm 


-3)3t 


sm- 


2n+l 
2(2«— l)a 


2H-1 

.  2(2«+l)a 


.  (2n— 1)»      .  2(2n— 


Diese  beiden  Relationen  durch  blosse  Determinantentraüsforma- 

tionen  herzustellen,  dürfte  mit  bedeutenden  Schwierigkeitßn  verbun- 
den sein. 

In  Worten  lässt  sich  das  Ergebniss  der  letzten  Betraehtnngen 
folgendennassen  als  Lehrsatz  resnmiren: 

Die  beiden  Ausdrüclce 
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.  (r—l)n  .  (r-\~l)n  .  (n-  l)n  .  nn 

2«-}-l  27i-f-l  2n-|-l  2»+! 

.  3(r-l)7t  .  3(r-fl)»  .  3(n— 1)3|  .  3nn 

...  sin— K — rv~  sm-A  -V^—  ...  sm  -^r — r--^  sin; 


^  5(r~l)»  .  5(r+l)»  .  5(n— 1)«  .  5n)B 

«^■as+r     "^"mt-     -»"^-äs+r  "^»aS+i 


,J2*-3)(r-l)ff^(2^-3)(r+l)«     ^(2^— 3)(n~l)jt  (2.-3)»7r 

— äJi+i — — 2n+i~~  — 2«+i — "^"^r 

.  (2*+l)(r-l)7C  .  (2f+l)(r+l)«       .  (2Ä+l)(n— l)7r  .  (2*+l)«7r 


.  (2»-l)(f— 1)^^,.(2»-1)(;4-1)^  ^^(2n-l)(n-l)«^_^(2n-l)n7r 

„.Bin  ^o^n  8in  5  ,  .  — ...  sin  — ^5 — nr- 

2?i-|-l  2n-^l  27i-j-l  2«-}-l 


,  (r — \)n  ,     rrt  .  (n — 1)71;  ,  utc 

.  3(r— 1)«  .    3rJt  .  3(n— 1)«  .  3«« 

.  Öfr — l)n  .    örJf  .  5(n — l)w  .  Öwtt 

.  (2«— 3)(r— l)w  .  (2«— 3)r»      .  (2»— 3)(»— .  (,2s—S)nn 

—  SDI  s — — — Mn  n~n — ~.  SM  .i    i  ,  MD — „    i  , — 

2n-|-l  2n-|-l  2n-)-l 

.  (2»-l)(r— 1)«  .  (2«— l)>rr  .  (2«— 1)(b— 1)»  .  (2»— l)nir 
^(8t+l)(r-l)»    (2»+!).«        (2»+l)(i.-l)»  (2«+l>.» 

-'^    2>.4-i         2»+i  ~  — äH5 — 2»H-1 

^(än-lXr-l)«^  (2»-l)r»  (2«— l)(n-l)»  (2n-l)«» 

2«+x — 2«+r-  •••    — sM-i — 

könneu  als  Quotienten  zweier  aus  ähnlich  gebildeten 
trigonometrischen  Functionen  zusammengesetzten  De- 
terminanten vom  bezüglich  (n  —  l)ten  und  7tten  Grade 
dargestellt  werden,  und  zwar  besitzt  dieser  Quotient 
die  Eigenschaft  der  unmittelbaren  Transformirbarke  it 
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in  einen  «gliedrigen  Kettenbrach'),  q,  r  Bind  belie- 
bige ganze  positive  Zahlen 

8)  Unferdinger,  lieber  die  Auflösung  des  linearen  SysieoM  von  Glei* 
cbangen: 


ArcbiT  d.  Mnib.  n.  Phy«.  56.  Band  S.  lOS. 

3)  Gftatber,  Beitiigs  snr  Theorie  der  KettenbrOebe,  ibid.  55.  Uanä. 
&  S90. 


Anracrknng.  Die  2  Indiccs,  welche  <He  2n.2ii  Elemonto  a  unterscbeiden, 
liesson  hiv-h  ans  Mangel  an  Raum  nicht  sicbtlicb  trennen.  Nichtsdestoweniger 
wird  das  Lesen  keine  Schwierigkeit  haben,  wenn  man  bloss  beachtet,  daiss  der 
erbte  Index  durch  die  izimzo.  Horizuntah-cihe,  der  zweite  durch  die  ganze  Ver« 
ticalreihe  gleichlautend  hindurchgeht.    (i>.  Red.). 


Z  sin 


7/i 


+  1 
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XIV. 

Knill  Problem  des  dreifieli  orthagonalen  Fliehensysteiiifl« 

Fünller  Artikel.   ForiMtnuff  TM  N.  lU. 

Von 
Jt,  Hoppe, 


1&  IUI,  w«  w  linear  In    und      aber  A*t  nicbt  linear  In  ist. 

Im  vorigen  Artikel  hatten  wir  angenommen,  dass  n  nicht  linear 
und  ^4  86L  Setzen  wir  jetzt  zur  Behandlung  des  restirenden 

^  Yu  Yi  Fanctionen  Tonw  sind;  dann  nehmen  die  61.  (124)  fol- 
Solide  einfachere  Gestalt  an: 

^«nier  lassen  sich  nun  die  Integrationen  (123)  (s.  d.  folgenden  Al>- 
^zungeu)  in  Ausführung  bringen,  und  man  hndet: 

5— (yi+y,<i)co8A— ygg^sini-f^  j 

d  \  ^^^^ 
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Fflfart  mau  diese  Werte  in  die  Gl.  (123)  ein  und  setzt  zur  Abkürzung 
Xo  =   sin  X -|- sin  «  cos  A 

ya  «y'+yi'+2b«'+^^'sin« 

so  kommt:  (185) 

Dies  vergUchen  mit  (183)  giebt  4  Gleichungen,  Mschen  denen  wir 
Bu 

erst  gj^  eliminiren  wollen.  Mau  erhält  so:  (^^^ 
Bfi  dL 

=  C-y^-y/+(q-yjZ>^-y,0<*+(Ci-yjji^j)f»i 
und  nach  DIfoentiation: 

und  nach  Elimination  von  L  und  -öt  : 

^-y^+(4i-yA+y.)f*+(^-y/>,+yiOiH 

+(Q-yA)j(f4-M»)f.,-H(|)^(.+  g:)j  -0  , 
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^i+yi^i+(^,+yi/>,~y,0  (i^+|^,)-(C'i-y,^x-y,0  ('*+ali) 

Inach  der  letzten  Gleichung  ist  entweder 

=      (Panction  tob  w  alMi)  (187) 

oder 

Mnltipllcirt  man  GL  (187)  mit  dfk  und  integrirt  bei  coustantem  w, 
so  kommt: 

gegen  die  Bedingung  von  §.  12.  Es  bleibt  also  nur  der  letztere  Fall 
zu  betrachten,  in  welchem  die  3  übrigen  Gieichongen  sich  reduciren  auf 

4-yi>+(j,-yA+ro-n'+^i-nA)ii-(^-i^-yiOi*» 

A-y^i+yo-yi'+ci-yA+(-^-y^s+yi>-(<^i-y*^i-y»>i 

Die  zweite  lisst  sich  nur  erfiUlen  durch 
Infolge  dessen  redndren  sich  die  übrigen  aof 

ii-r^+U,-yi>j+y'+yjO**+U»-yA+yiOf4  =  o 

TeU  LTO.  17 


Digitized  by 


258    Hopptx.  JSmn  FrMm  4m  drtißaick  «rAogonalen  FUUktnMjfMUmt* 

und  geben; 
JetKt  ist 

A 


A^yD 

Die  dritte  der  GL  (186)  laatet  jetzt: 


A  yiA 


^.--yA+yi'^  aöS) 

=  y,i?, 

089) 


und  hiermit  sind  die  ftbrigen  sämmtlicli  erfüllt,  und  dadurch  die  4 
Gl.  (185)  identisch  geworden,  so  daw  sie  simmtlich  vertreten  werden 
dnrch 


(190) 


dk 
dw 


Aus  der  zweiten  Urgleichung  (121)  « 
geht  durch  Einsetznng  eines  Specialwerts  fOr  v  hervor:  (191) 
»  emgeflüirt  gishtt 

+  (^-ii|)|-0  (192) 

Ist  nun  4g — -^4^  ^^^^  constant  null,  so  erhalt  man  durch  Ein- 
setsmig  eines  neuen  Spedalwerts  fftr  v; 

(*  - 1 S)  *  -       ^ + ^.  (*  -  *  S) + 

und  die  Gieiehnng  wird: 
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Ist  liier  der  Coefficient  des  Torietsten  Tenw  nicht  eonattnt  nll,  so 
ergiebt  tan  neuer  Specialwert: 

-  <'+fl'>»  +  «t|*+(?3öi  096) 

« 

Saferentürt  man  die  GL  (193)  (195),  m  kommt: 

und  oach  EUmination  voQ{g^: 

Dies  wieder  differentiiit  giebt: 

und  nach  Addition  Yon  (195): 

Demnach  führt  die  Annahmo  auf  den  bereits  behandelten  Fall  eines 
in  Ä  quadratischen  k  zurück;  der  vorletzte  Coefficient  in  (194)  mnsa 
null  sein.  Wäre  luui  der  letzte  nicht  null,  so  hfttte  suui: 


und  nach  Integratioii: 


k  «  Ji+^A+^i  j +  -^1?  (197) 


Fahrt  nsn  dies  in  (193)  ein«  so  ergiebt  sieb  «^t —  0,  und  h  ist 

17» 
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wiedemm  quadratisch.  Es  bleibt  daher  nur  flbrigi  dan  aOe  6  Coef- 
fidenten  in  (194)  imU  sind.  So  erhftit  man  5  Gldchmigeii: 

-^7  +  ^Ä^8  =  €^8|^i     ^9+i^4^8  =  G^4|ä  ^^^^^ 

(wo  die  Werte  der  (?  aus  (194)  zu  entnehmen  sind).  Die  Werte  (123) 
der  A  gestalten  sich  nach  Einführung  der  Werte  (182)  und  (183), 
wenn  mau 

Bit, 

setzt,  folgeudermassen: 

Dies  in  die  vorigen  5  GUeidningen  (198)  eingeführt  giebt: 
(y*4— ri*<»+^)-^  =       ff— -B— yJli+Fft+»' 

Ist  nun      nicht  constant  nnll,  so  geben  die  2  letzten  Gleichnngen: 

«nd  nach  Integration: 

 j^f^-^j^ —     Function  von 
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üso  linear  in  f*,  gegen  die  Voraussetzung  des  Paragraphen.  Folg- 
lich ist 

j^Q^O  oder 

^=«'C08/J-/>.|^  (201) 

Jetzt  werden  die  Gl.  (200)  erfüllt  durch  J  =  =  ...-=  0,  d.  i.  nach 
Einsetzung  der  Werte  für  die  G  durch 


E  =- 

B+yD,-F(E,+D,)-x' 

C—yD^-F,(E^  +  Dt) 

D,-F,(E,+Dt) 

^5  = 

D-F,{E,  +  Dt) 

(202) 


Die  zweite  Urgleichung  ist  jetzt  erfüllt;  es  hat  sich  keine  neue  Be- 
stimmung für  fi  ergeben;. die  einzige  Bestimmung  bleibt  Gl.  (190). 

Führt  man  die  Werte  (183)  (l82^  in  die  erste  Urgleichung  (120) 
ein,  so  müssen  die  Coefficienten  von  (i  und  ^ij,  so  wie  der  freie  Term 
einzeln  verschwinden,  und  man  erhält  die  3  Gleichungen; 

^i  +  yifls+A  +  ^iÄ  +  Ci|V^i^  =  0  ^  (203) 

Setzt  man  für  H,  H^,  £r,,       die  Werte  (122),  darin  für  ^  den 

Wert  (191),  in  diesem  wieder  für  ...  die  Werte  (202),  führt 

endlich  die  Werte  (188)  ein,  so  gehen  bei  Anwendung  von  (189)  die 
3  Gleichungen  (203)  über  in 

/        Bk  .  h^BK'  ,   \(dh  .  ^  ,  « 

a*jk 

Der  Factor  g^a+y«  <iarf  nicht  constant  null  sein,  weil  sonst  k  qua- 
dratisch in  h  wäre;  folglich  ist 


) 
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dh  ,  . 

^  +  D~D^h+D^  j^O  (205) 

Jetzt  bloibon  zur  Bestimmuug  von  ik  dio  2  GL  (191)  (193).  Letztere 
giebt  iutegrirt: 

t-ilÄ;     *i  (206) 

Entere  geht  nach  ginflllining  dieses  Wertes  uud  der  Weite  (202) 
(188)  Aber  in 


WO 


gesetzt  ist.   Dies  differeutiirt  nach  h  giebt  vermöge  (206): 

Ist  nun  der  Coefficient  von  nicht  constant  null,  bo  ist  rational 
in  h.  Das  Integral  (206)  kann  2  rationale  Formen  haben:  ist  JS^ 
kein  Quadrat,  so  ist  h  der  Zähler  von  iE:,,  nnd  dieser  ist  zweiten 
Grades,  mithin  der  Fall  zn  verwerfen;  ist  hingegen 

H^^lih-M)^  (206) 

10  ündet  man: 
wo 

F^  =  2F+2F^M+F^M^',         ^  Fj,+F^ 

gesetzt  ist,  ni^  nidit  eonstaht  nnU*  sein  darf,  damit  k  nicht 
quadratisch  in  h  wird,  la,  gleicher  Form  lässt  sich  entwickeln  .- 

B  ^0  -  I     2^  , 

(A— Jf)*^A— i<f"^  » 
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welche  Gleichung  unahhängig  von  h  za  erAUlen  ifll,  MI  4aM  sich  6 
Belatioaeu  Ergeben.  Hierzu  kommt  vermöge  (206): 

-  3f  j      F4  -  iiC« 

■nd  man  findet: 


wo 


Z3b  -  2x>— aBiJf+xJbAr» 

1>5-.  — + 

gesetzt  ist,  die  (Heichnngen  fttr  die  (7  keine  nene  Beetimmnng  ent- 
Man  kann  nun 

yo»  yi>  yu       ^o»  ^5 

als  wUttAriiche  Functionen  yon  w  ansehen;  dann  werden 

i^O»  ^6.  ^1.  ^1,  ^>  y»  ^1»  ^1»  ^>  ^6»  ^4 
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durch  die  gefundenen  Gleichungen  bestimmty  und  man  hat: 

*  -  *  j^+^^+.m-^+im-j^^  (210) 

Die  Oleichnng  Dq  =  iM'  zeigt»  dass  h^M  dne  Lösung  der  GL 
(205)  ist  Das  ToUstftndige  Integral  ist  daher  Ton  der  Form 

unter  uj  eine  Fuuction  vou  u  yerstaudeu.  Dies  eingeführt  giebt: 

tli+tri"*"tii+iri"*"2(tti+tri)«~ 

woraus: 

und  nach  Integration: 

wo  0  »  1  gesetzt  werden  Icann.  Fahrt  man  den  Wert  (209)  Ar  Dg 
so  kommt: 

—  yj^o  "V  v^^ 

Die  Bestimmungen  ton  il  und  fi,  enthalten  in  (201)  und  (190), 
ganz  ehenso  wie  in  §.  6.  GL  (85)  und  (88)  *),  weldie  nach  Suhstitu* 
tion  von  — D,  D^t  — 1^  hzhw.  fttr  dg,      ^  in  die  gegenwftrtigen 
Gleichungen  Übergehen. 

Die  Yorstehende  Losung  ergab  sich,  wenn        ^^^^  nicht  eon- 

staut  null  sein  sollte.  Dieser  Bedingung  widerspricht  anch  =.  0 
nicht,  weil      ganz  anbestimmt  bleibt  Sei  jetzt 

^«.jE^j^    oder   g^  =  /J'co8o+£4||  (212) 
du 

Ist  alsdann      — nicht  constant  null,  so  erhftit  man  durch 

Einsetzung  eines  Specialwerts  für  v  in  (192)  die  GL  (196),  und  GL 
(192)  geht  über  in 


I 


*)  Gl.  (88)  ibt  in  den  beiden  letzten  Tcrmcn  auf  Seite  257.  nach  Seite  256. 
zu  berichtigen. 
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+       OtA  -  (^+ CA)  Ii  }y 

Wäre  der  Goeffietent  dee  letzten  TermB  sieht  constant  nnU,  so  wäre 

^  quadratische,  also  k  kabische  ganze  Function  von  A,  nach  deren 

länsetsung  in  (193)  sich  jedodi  zeigt,  dass  der  Goeffident  T<m 
indl  8^  mnas.  Es  Ueibt  daher  nur  flbiig»  dass  aüe  4  Coeffidenten 
Tersdiwindem,  und  man  hat: 


Jetzt  ist 


Führt  num  also  die  Werte  (199)  für      ^5». ein,  so  ergiebt  sich: 

E+G  (E^- D^)-B+k'^yD,  =  (D^+Ej{(y+G)ti,-ntii\ 
E^+G,  (E,~D,)  -  C+yD,  =  {D,+E^)  ly+G^ii^+y^ii:,] 

£«+G^»(^~/>i)+Ci-yA  (i^t+^4)l~yi+(ö.-y,)Mtl 

Wäre  nun  nicht  D.,-\-E^  constant  null,  so  wäre  nach  der  letzten 
Gleichung  ftg  linear  in  fi^,  also,  wie  im  vorigen  Falle  gezeigt,  ft^  linear 
in  II,  Andernfalls  sind  die  4  linken  Seiten  null,  und  man  hat: 

E+a  (B,-D^)+y,D  -YD,+y  +y,'+H'  -0 
E,  +  G,(E,--J)^)  +  y  D^-y^D  ~y/  =  0 
E^+G,(E,-D,)+y^D,-y^D^+yt' ^0  }  (213) 

^6+<?»(^— ^1)— ^  -  0 

Differentiirt  man  Gl.  (191)  nach  Gl.  (19ö)  nach  10,  und  eliminirt 
ätr'  ÖÄ^'  se  erhält  man: 
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üL  (195)  einzeln  di&rentiirt  uid  inttgrirt  giebt  biliv.: 


9iL 

-(öi+A)gp-0,  +  (7,il 


015) 


Wtee  leteterer  Ausdrack  rational,  so  wäre  k  qnadratiflch  in  ä,  folg- 
lieh miisa  er  einen  Logaritlunas  enütalten,  und  Gl.  (214)  kann  nur 
erÖUlt  werden,  wenn  der  Gk»efficient  Ton  k,  nach  Reduction  dea  Diflfe- 
rentialqnotienten,  verachwindet.  Dies  giebt: 

^'3+^4A+  (G,+Ä)^4  =  0  Oder 

woraus: 

^4-0;     E^^G^'-E^G^  (216) 
Hiernach  redodrt  sich  QU  (214)  anf 

^-^öi  +^(?+  öl  ((?,'  -  J^6?,)  -  & 
woraus  zunftchst: 

B^+Bßt+^'  =  0  (217) 

infolge  dessen  zweitens: 

integrirt: 

^1  -  ^^ö^a+c  (218) 
und  infolge  dessen  drittens: 

E-E^Qt+Efi+iO^G^+o){G^'^B^G^)^G* «  0  (219) 

Führt  man  die  aus  (216)  (217)  (219)  (218)  fliessenden  Werte  von 
^4»  ^6)  ^8»  E,  Gl  in  die  Gl.  (213)  in  der  Reihenfolge  5,  3,  4,  2,  1 
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ein,  berücksicbtigt  Jedfiflinal  die  neog^aBdenen  Werte,  ninlich  toa 
1^  i^t,     £4,  und  setzt 

so  erMU  man: 

Eb  bleiben  denmacb  wiUkflrUch 

Gj,  0=4,  y,  yi, 

wenn  wir  die  letzte  Gleidinng  durch     erfUlen  lassen.  Jetzt  geben 

die  Ql  (212)  (190)  aber  in 

Erstere  glebt  iutegrirt: 

X  =  «i+vi;   d»!  —  eosad/};  0|  Fimetion  von  v  (220) 

Infolge  dessen  wird  letztere: 

-|-/3'nn«C08(«i+^}  ^  ö 

und  nacb  Integration: 

6?4(^—  Gj)  =  f^—  TTcosvi—  TTi  sin«!  (221) 

d.sincr  sinto« 

öir=-  G4(8m«>i0a+tgaö8iai0i)  «=»  6^4  jjjjj^j — * 

öTKi— <?4(co8»iö«+tgaöcoflwi)  -9»  ^4^^^^^^ 

Die  erste  Urgleichnng  zerfällt,  wie  vorher  in  die  Gl.  (203), 
welche  anch  bei  Einsetzung  der  nenen  Werte  f&r  die  und  E  in 
die  Gl.  (204)  ttbergehen.  Daher  ist 

VW  Cr^  ,  Ow 

integrirt: 
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Fflbrt  man  die  Integration  (215)  au,  so  tonmt: 
h  -  ö~i((?4+yi)löt«+(Ga+Ä)'l~«G^t-<ö,+A)lQg^^ 

alsü  nach  Einführung  des  Wertes  (222)  von  Ä: 

Durch  Differentiation  findet  man: 

AUe  fllwigw  Gr<to8en  sind  in  den  gefundenen  bereite  entwickelt 
dargestellt. 

Wir  liaben  drittens  den  Fall  zn  nntemchen,  wo 

-'»--^^■-^5  ^»-Ä4|i==0  (223) 

dagegen  der  Coeffieient  des  letzten  Terms  in  (194)  nicht  oonstant 
nnU  ist.  Hier  erhalt  man  sogleidi  die  Gl.  (196)  (197)  und  nach  Ein- 
fUimng  des  Wertes  Ton  k  in  (191): 

Da     nicht  nnll  sein  darf,  so  ist  zunächst 

-F^  =  0  (224> 

demnach  weiter 

Ji  =      — E^Jj^-^-Ej^J^ 
Jg'  M  —  2E^J'(g 

Ferner  wird  jetst  mit  Anwendung  Ton  (223)  (224)  nach  (123) 


folglich 
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=         i^  — 0 

Vermöge  dieser  Werte  gestalten  sich  die  Ausdrücke  (199)  folgMider- 
massen: 

und  die  zweite  Urgleichung  (121)  wird 
woraus: 

Hier  können  1?,  y^,  y^?  /a?  -^s  willkürlich  sein,  dann  kann  man 
die  Gleichungen  von  der  letzten  anfangend  successive  erfüllen  durch 

Nach  Emseteuiig  der  gefundenen  Werte  gehen  die  Gl.  (203) 
wieder  in  die  Gl.  (204)  aher,  nur  dass  zur  Bechten  der  ersten  der 
Tenn 

hinzukommt»  welcher  infolge  der  beiden  andern  null  sein  moss.  Dies 
ist  nur  mfiglich  iDr 

Man  hat  also: 

—  0;  Ji  —  tf  —  Gonst 

Setzt  man 

=  — «'0' 

80  wird  * 

h  -  tio+wo  (225) 


Digitized  by  Google 


Ferner  ist  jetzt 


Mier  nach  Einfllhrting  in  (197) 

(226) 

ferner  wegen  ^  =  0;      —  /> 
Entere  Gleichiuig  giebt  integprirt; 


A  =  vj-j-tfj  j        »=»  cos adß 


(227) 


infolge  dessen  letastere: 


(228) 


wo 


W  -r/(aittt9i9«+eosi0ismaa/3)&= 
Wj  «-/(cosiciö« — smt9|8mad|3)  = 


8  (sin  sin«) 
cos« 

3(cos?rj  sin«) 
cos« 


gesetzt  ist 


18.  Fally  wo  «r  nnd  /»,  linear  in  /<  sind. 
Ist  fii  linear  in  fi,  so  ist     von  der  Form 

fft  =  ^cosA+^sinA-f-d, 
nnd  n  hat  dieselbe  Form 

»  —  s(acoBl+aisinA)+ft 
wo  d,  dj,  dji,       Functionen  von  «9  sind.  Hier  wird 

Bn  d^i 


(280) 


(229) 
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daher 

Nach  Einführung  dieser  Werte  iu  (123)  erhalten  sämmtUche  A  die- 
selbe Form;  zunächst  ist 

«  Äic08A+74  8inl4-i2g  \ 
^1  =i%cosi+r3  8inA  +  üf  f 

=  ^  cos  A+  2i  sin  A+ « '     1  ^^^^ 

^,  —  ^coai+^iSinA+V  / 

wo  die  Coefficienten  sich  saocessive  bestimmen  durch 

^1  —      cos  a+a' 

8^  —  <S;,'— »/8'sina+ro/J'c08« 

Beo^emSsB  nimmt  auch  die  erste  UzgleidiiiDg  (120)  die  Form  an: 

Ä  cos  A -|- sin  A -|- iij  =  0 

woraus: 

Ä  =  0;   Äi  =  0;    Ä,  =  0 

das  ist: 

+ fii    + flaO       kJ^  + 1'    +  Ä  7-3  +  2;  «  0  • 

Vermöge  der  beiden  ersten  Gleichungen  würde  k  quadratisch  in  h 
sein,  wenn  nicht  die  Coefficienten  der  homologen  4  letzten  Termc 
proportional  öid^  wären.  Sei  also 
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dann  fallen  beide  GMchongen  in  die  neue  zoaanunen: 

Bi+H^t+S^+f^  +  2  «*+A»4+«k  —  0  (234) 
und  die  GL  (232)  rednciren  sich  auf 

woraus  dann  w^fter: 

ji^  «  («'  —  w^8^)     +  (fj  fda) 
dl» 

IHe  zwdte  Uigleichiiiig  (121)  hat  jetzt  die  Form: 
woraus: 

|-^5r+4^y,  (236) 
und  zwar  unabhftngig  Yon  ^,  oder  es  ist  zagleich 

-^»-^^  (237) 
Die  eatwii&elten  Werte  sind: 

—  t«i+iA-  "ä-  +*i*+(«.-*V)|i 

WO  zur  Abkürzung 

gesetzt  ist.  Setzt  man  nach  deren  Einführung  in  (236)  den  daraus 

dk 

erbaltsiieii  Wert  von  ^  nebst  seiner  Ablettnng  in  die  Gl.  (283) 
(234),  80  lassen  sich  diese  in  folgender  Anordnung  schreiben: 
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Beide  werden  all^  MtiMgL  durch 

gi-«i»i+*(''i-4V)-0  (238) 

deuu  jeder  der  2  Coefticicnten  dieses  Factors  null  gesetzt  würde  ein 
in  h  quadratisches  k  ergeben.   Setzt  mau  zur  lutegratiüu 

ff'— to^<f+d(w,  — Jtf*)  —  0 

indem  man  a  als  willkürliche  Function  von  lo  ansieht,  und  die  Glei- 
chung durch  tr^  oder  erfolit,  so  ist  das  vollständige  Integral 
von  (238): 

wo  uq  wülkürhche  Function  von  und 

loga^,=f(tc^  +  &a)dw',   >ro  =  -~if^Codic  (240) 

ist  Die  Function  k  wird  aUein  durch  die  GL  (236)  bestimmt,  welche 
die  Form  hat: 


und  zwar  ist 


Nach  (23Ö)  aber  hat  man: 

daher  kann  man  die  Gleichung  auch  schreiben: 

(«conat.)  =  (•.»+*AJ*+*,+»iÄi+*,  y  (24X) 
Femer  ist  nach  (240) 


tt?i+^ffÄ$^;  ^^0  — — 


ffo'         V  -V 

folgUch  nach  (239) 
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und,  bei  coustautem  ^  int^grirti 
Demnach  giebt  die  Integration  von  (241): 

h  * 

oder  entwickelt: 

(«o+wo> 


wo 


 ST  ^ 

Zur  Bestimmung  von  A  hait  man  nach  (287): 

^  -  /J'co8«+^(-~d8inA+djC0sA) 
oder  in  rationaler  Form  geechrieben: 

1  1 

Zur  Integration  setze  man: 

^  =  iS'co8a+^(— ÄBini+^iCOST) 

betrachte  t  als  willkllrliche  Function  von  7^»,  und  erfülle  die  Gleichung 
dlirdi     dj,  ^,  /3  oder  «;  dann  ist  das  vollständige  Integral: 

WO     wiUktlrliche  Function  von  v,  und 
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ist.  Hiermit  sind  die  gesnchten  FaQctioiiett  tfmwtHch  ia  cntwifikeltfir 
Form  bestimmt 

Es  bleibt  noch  der  Fall  zu  untersuchen,  wo  Ql  (235)  durch 

erflUIt  wird,  also  X  nnbeBtumat  UeSbt,  Zar  AbkOrzung  sei 

dann  wird  k  durch  die  2  Gleichungen  bestimmt: 

dk  Bk 

Letztere  lässt  sich  schreiben: 

(iV— - 

und  gicbt  integrirt: 

^ — «Äi4-et  — 
, .  o       ■  —  Fonctioii  von  t» 

Der  betrachtete  Fall  entspricht  also  nur  einem  in  h  quadratischen  k. 


Um  die  Ergebnisse  zusammenzustellen,  so  hat  sich  die  Aufgabe, 
sämmtliche.  dreifsu^  orthogonale  Flächensysteme  zn  finden,  deren  eine 
Schar  zu  einem  ebenen  System  von  Geraden  und  parallelen  Trajec- 
torien  gehört,  in  folgende  Fälle  geteilt 

I.  Ist  k  quadratische  Function  von  ä,  so  werden  nach  einander 
fi,  A,  n  durch  je  eine  Differentialgleichung  bestimmt,  während  h  sich 
entwickelt  darstellt  (s.  §.  6.).  Für  unveränderte  Lage  des  Systems 
der  x^y^zi  im  Uaume  ist  in  §.  7.  die  vollständige  Lösung  gegeben. 

n.  Ist  n  nicht  linear  in  fi,  fi^,  und  ist  k  kubische  Function  von 
so  eigiebt  sich  in  f.  10.  die  entwickelte  allgem^e  Lösung. 

in.  Ist  7t  nicht  linear  in  ft,  j«, ,  un^ist  k  nicht  quadratisch 
oder  kubisch  in  A,  so  lassen  sich  k  und  h  entwickelt  in  u  darstellen; 
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dagegen  sind  il,  f»,  «  durch  je  eine  partielle  Differentialgleichung 
bestiiiuiit,  deren  Lösung  nicht  gefiinden  ist;  fttr  den  hesondem  Fall 
—  0  ist  dieselbe  in  f.  11.  entwickelt  Die  Ol^chnngen  &kr  1^  ^ 
n  stimmen  mit  denen  Im  Fall  I.  bis  auf  dnen  Punkt,  in  welchem 
sie  spedeOer  sind,  überein. 

rV.   Ist  n  linear  in  aber  jitj  nicht  linear  in  fi,  so  teilt 

sich  die  Untersuchung  wieder,  je  nachdem  von  2  Relationen  zwischen 
den  von  v  abhängigen  Coefficienten  der  zweiten  Uigleichung  keine, 
eine  oder  beide  bestehen:  im  ersten  Falle  bestimmen  sich  ft  und  k 
wie  in  L,  in  den  übrigen  werden  diese,  und  in  allen  3  FäUeo 
A  nnd  ib  voUstftndig  entwickelt  (s.  §.  12.). 

V.  Sind  und  n  linear  in  fi,  so  ergiebt  sich  in  §.  13.  eine 
entwickelte  Lösuiig. 
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XV. 

Die  Küstenentwickelung^  ein  mathematiscber  Beitrag 
mr  yerglaiclienden  Erdknnde« 

Von 

Siegmund  Günther, 


f.  1.  Der  Begriff  der  Kastenentwickelmig  wurde  mit  BewnsBi- 
sein  zuerst  von  Carl  Ritter  in  die  geographiflcbe  Wissenschaft  ein- 
geftlirt.  Derselbe  hat,  wie  Peschel^)  anmerkt,  ,,viel  Gewicht  darauf 
gelegt,  die  grössere  oder  geringere  Grliedemng  der  Festlande  dadurch 
zu  bestimmen,  dass  er  ihre  Küstenausdehnung  mit  ihrem  Ländorraum 
verglich,  ...  um  die  Verschiedenheit  der  Gestaltungen  fühlbar  zu 
machen  und  um  zu  zeigen,  wie  eine  höhere  Gliederung  der  Festlande 
günstig,  eine  geringere  ungünstig  auf  die  Entwickelung  ihrer  Be- 
wohner gewirkt  hat."  Sein  hierauf  gebautes  System  bezeichnete 
Ritter  als  „vergleichende  Geographie",  und  wenn  auch  die  neuere 
Wissenschaft  mit  letztrcm  Titel  ein  etwas  abweichendes  Wissens- 
gebiet, nämlich  die  Lehre  von  den  durch  die  Naturkräfte  bedingten 
Gestaltäuderungen  der  Erdoberfläche,  l)ezeichnet,  so  glaubten  wir 
doch  hier  an  der  ursprünglichen  Bedeutung  des  Wortes  festhalten 
zo  sollen. 

Ritt  er  *s  Anschauung  lässt  sich  am  besten  durch  die  Worte 
charakterisiren,  mit  welchen  er  in  seinem  geographischen  Haupt- 
werke^) die  Topographie  von  Afrika  beginnt.  „Da  nun  in  Afrika, 
als  feste  Form,  dem  Coutinente  (xar  ^^op;v),  auch  gleichermassen 
in  der  Küstenbegrenzung  die  einfachste  Form  liegt,  wie  in  der  gleich- 
massigen  Verteilung  des  Hoch-  und  Platt-Landes  und  in  der  geringem 
Ungleichartigkeit  ihrer  Oberflächen,  und  darum  auch,  nach  allen  übri- 
gen Richtungen  hin,  dieselbe  Einförmigkeit  in  der  Natur  bedingt  ist: 
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80  erdfbet  dieser  Erdteil  mit  Becht  die  Beihe  der  Betrachtnngen, 
welche  der  BidiTidualit&t  der  Erdteile  gewidmet  isf-  In  diesem  Satee 
ist  bereits  implicite  die  Wahrheit  enthalten»  dass  zur  genauen  Kennt- 
niss  der  Gontinentalgliedening  die  blosse  2Sahl 

L 

unter  L  die  Küstciüäiigc,  unter  den  Flächeninlialt  verstaudon.  uiclit 
hinreiche,  insofern  dieselbe  bei  den  verscliiüdensteu  Formen  gleich- 
wohl den  nämlichen  Wert  annehmen  kann.  Indes  ist  Kitter  über 
diese  primitive  Bestimmungsweise  nicht  liinausgegangen. 

I)  Peachel,  Heue  Ffsobleme  der  Teigleichenden  Brdknnde,  Leipzig 
1870.  8.  2. 

8)  C.  Bitter,  Die  Brdkviide  im  Veihlltidea  rar  Katar  und  rar  Geschichte' 
des  Menschen,  oder  allgemeine,  -veigldehende  Geographie,  1.  Th^  1.  Bneb, 
Berlin  ISSS.  6.  12. 

§.  2.  Erst  lange  Zeit  nachher  begann  man  das  völlig  Unzu- 
reichende der  Ritt  er 'sehen  Verhältnisszahl  zu  erkennen.  Der  erste 
Angriff  auf  dieselbe  rühirt  von  Eeber  her,  welcher  zwei  wichtige 
Gegengrflnde  geltend  machte  3),  einen  rein  mathematisch-logischen  und 
einen  mehr  sachlichen.  Er  wies  darauf  hin,  dass  es  nnmöglich  sei, 
lineare  mit  Flächen -Grössen  zu  vergleichen,  ging  jedoch  noch 
weiter  und  wies  nach,  dass  auch  der  allenfallsige  ans  dem  froheren 
Berechnnngsmodos  resnltirende  Nutzen  dadurch  völlig  illusorisch  werde, 
dass  eben  eine  geometrische  Figur  durch  Inhalt  und  Umfang  noch 
nicht  yOllig  bestimmt  sei  Ohne  vorerst  eine  Verbesserung  vorzu- 
schlagen, begnügte  er  sich  damit,  die  Unhaltbarkeit  des  Bestehenden 
daxgetan  zu  haben,  fordoie  jedoch  an  VerbeaseriingarorscfaUlgen  an& 

Diesem  Vorschlage  inmen  bald  Tersehiedene  Geldirte  nach.  Be- 
sonders aeceptabel  erseheint  die  Idee  von  Bothe^),  dem  Bitter- 
sehen  Quotienten  den  folgenden 

L 

zu  substituiren.  Zur  besseren  Vergleichung  beider  Methoden  hat 
H.  J.  Klein  ^)  eine  Tafel  gegeben,  deren  erste  Columne  nach  Rit- 
ter, die  zweite  nach  Bothe  berechnet  ist  Man  hat  so  eine  Meile 
KUsteuentwickeluug  bei 

37;  10,750, 
105 ;  8,555, 
163;  4,816, 
60;  10,423, 
94;  6,001, 
78;  5414 


Europa 
Asien 

Afrika 

Nord-Amerika 

Süd-Amerika 
Australien 


auf 


9) 


Meilen. 
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Der  Anblick  dieser  Zusammenstellung  lehrt,  dass  die  zweite 
Columne  bei  weitem  befriedigeiidere  Resultate  ergiebt,  als  die  erste. 
"Wenn  aber  auch  durch  Bo  the's  Festsetzung  der  erste  von  deu  Ein- 
würfen Küber 's  beseitigt  ist,  so  besteht  doch  der  andre  in  unge- 
schwäcbter  Kraft  fort,  und  wt-nu  der  Erfinder  (a.  a.  0.)  sagt:  „Mit 
der  Einführung  dieses  Quotienten  in  die  Geographie  wären  alle  die 
Scbwicrigkoiten  besiegt,  auf  welche  Dr.  Keber  hindeutet;  jeder  so 
erhaltene  Wert  stellt  die  Grenz-,  resp.  Küsten-Entwickelung  als  eine 
wahrhaft  wissenschaftliche,  für  alle  Masssysterac  gültige  Zahl  dar", 
go  stehen  dem  noch  grosse  Bedenken  entgegen,  wie  weiter  unten  ana- 
fahrlicii  gezeigt  werden  aoU. 

Mit  Bothe 's  Vorschlägen  kommen  diejenigen  zweier  andrer 
Mathematiker  nahe  tiberein.  Nach  Schümann  ^)  soll  man  dio 
Kttstenentwickeluiig  als  das  Verhältniss  der  Küstenlänge  eines  Landes 
zu  dem  Umfang  eines  Kreises  von  gleichem  Flächeninhalt  auffassen, 
80  dass  hiemach  die  Küstouentwickelong 

Bein  würde.  Diese  Anschaanng  von  der  Sache  ist  bereits  firOher  yoü 
ElÖdenO  mit  den  W<Hrten  ausgesprochen  worden:  ,,Ein  Kreis, 
welcher  denselh«!  FlfteheninbaH  wie  eins  der  Gontinente  hat,  wUrde 
den  kleinsten  möglichen  Umfang  für  dasselbe  Areal  abgeben."  Beil&afig 
sei  bemerkt,  dass  der  nämliche  Oelebrte  ^)  nodi  eine  andre  Anfbssmig 
von  der  Lösung  unsres  Problemes  hatte;  er  meint  nftmlieh,  das  Areal* 
verhältniss  der  Glieder  (Ualbinaeln  und  Landzungen)  emes  Gontinents 
zum  letztren  selbst  könne  ebenfalls  als  Mass  der  Eflstenentwickelung 
betrachtet  werdöu.  Dies  ist  an  and  für  sich  nicht  unrichtig,  würde 
aber  zu  eine^  genauen  mathematischen  Fixirong  der  Grösse  k  nicht 
ausreichen. 

Schliesslich  wäre  auch  der  Meinung  Ton  Steinhäuser^  Er- 
wähnung zu  tan.  „Herr  Steinhauser  schlägt  vor,  die  Ettsten- 
omfiüigB  m  Quadrate  zu  verwandeln,  um  hiedurch  homogene  Yer- 
bältnisszaUen  zu  gewinnen,  welche  unter  sich  anstandslos  veigUcheii 
werden  IcAnnen."  Im  zufolge  mflsste 

aein.  Wie  man  sieht,  stimmen  Bothe,  Schumann  und  Stein- 
hauser pnndpiell  ttberein. 

8)  Kl  eh  er,  Fläheniobalt  und  KftiteDlAng«:  «ia  stohender  MiMbravch 
bda  Venileieh  denelbeQ  dnrch  Zahleo-Aogabea,  Peternano't  geographische 
Mittbeilsogen,  Jahigang  IS68.  S.  809. 
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4)  Bothc,   lieber  die  Beziehungen  zwischen  Iflärheninbah  und  GreB»> 
ItOge  der  Grcnzländcr,  ibid.  Jnlirir.  IBC.'i.  S.  406. 

5)  II.  J.  Klein,  Popal&re  Mtroaom.  Encyclopädie,  Berlin  1871.  S.  1S7. 

6)  Rothe,  8.  406. 

7)  Klöden,  Handbuch  der  phjrsiichcn  Geographie,  Berlin  1859.  S.  73. 

8)  Ibid.  S.  74. 

9j  Bothe,  b.  40C. 

§.3.  Jniss  <lio  vcrscbicdcneu  ztir  VeibesscTuug  iIlt  Kitte  r'schen 
Methodik  iu  Vorschlag  gol»ra<  litt'ii  Bostimmungsweisen  sänimtlicb  nur 
«Ich  Miiioii  der  von  Kcbor  angciiiorktoii  Punkte  bcrücksichtigeu,  hat 
letzlriT  in  rincr  KrwiiMlt'ruiig  (^nergiäch  betont.  Durch  Zerleuung 
oiuor  cinfachon  gcometrischrn  Figur  weist  derselbe  nach,  dass,  wenn 
man  nur  dem  Worto  Küstenentwickelung  den  richtigen  geographisch-  . 
historischen  Sinn  unterlegt,  auch  bei  Anwendung  des  Bothe' sehen 
Quotienten  sich  Ungereimtheiten  ergeben  können.  Dem  von  Keber 
gegebenen  Beispiele  möchten  wir  noch  das  nadistehende  aaschemend 
besondon  prägnante  zur  Seite  stellen. 

Coustruireu  wir  die  durch  die  beiden  Gleichungen 

X  ^  2co8q(>-|-2cos!<p, 
y  =  2Bin9?  —  2sinjiqp 

charaktorisirte  Hypoc^klolde,  so  stellt  sich  dieselbe  dar  als  eine  ans 
fünf  congrnenten  und  in  Einem  Punkte  zusammenlaufenden  Bl&ttem 
bestehende  Gurre,  so  dass  sich  also  offenbar  für  das  yon  der  Gurve 
umschlossne  Flftchenstflck  eine  äusserst  günstige  Küstenentwickelung 
ergiebt  Nun  bat  Dnröge*^)  die  interessante  Bemerkung  gemacht, 
dass  eine  Ellipse,  welche  die  beiden  Strecken 


bezüglicli  zur  grossen  und  kleinen  Axc  bat,  sowohl  an  Flächeninhalt, 
wie  auch,  an  Umfang  mit  jener  stcruförniigeu  Hypocykloulo  überein- 
stimmt, und  wir  müsstcn  sonach  beiden  Figuren  die  namJicbc  Küsten- 
entwickelung zuti'ilen.  Ein  Blick  auf  Fig.  3.  überzeugt  uns  von  der 
gänzlichen  Uubrauchbarkeit  des  Ausdruckes 

L 

Yf 

in  diesem  Specialfalie. 

Einen  berichtigenden,  jedoch  die  uns  hier  haui)tsäch]ich  inter- 
essirende  Frage  ebenfalls  nicht  beachtenden  Zusatz  zur  Schumann- 
Botho'  schon  Methode  hat  S  c h  u Uz  e     geliefert.   Insofern  nämlich 
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beim  YorschUige  des  Ersteren  Ton  einem  Ereifle  die  Bede  war,  lag 
stiUscbweigeBd  die  Yoraiusetziiiig  einer  ebenen  Figur  zu  Grunde; 
Schnitze  führt  die  analoge  Bestimmnng  für  die  Kngelflftche  dnrch 
und  findet  so,  nnter  E  den  Oberfl&cheninlialt  der  ganzen  Erde  yer- 
standen. 


Mit  Becbt  wird  bemerkt,  dass  bei  Untersuchung  vou  Läudercomplexcn, 

F 

oder  gar  yon  Erdteilen,  der  Bruch  j\  nicht  als  yerschwindend  klein 

betrachtet  werden  dürfe.  Indess  betrifft  dies  nui*  eine  untergeurdnete 
Correction. 

Dagegen  hat  die  Kritik  Ton  t.  Prondzynski^)  den  Nerv  der 
Sache  richtig  getroffen,  insofern  als  derselbe  betont,  dass  ans  der 
blossen  Kenntniss  Ton  Um&ng  und  Inhalt  sich  noch  gar  kein  richti- 
ges Urt^  Uber  die  Gesammt-Kttstenentwickelniig  gewinnen  lasse. 
Freilldi  nrtclilt  derselbe  zn  pessimistisch,  da  ans  seiner  Abhandlung 
deutlich  hervorgeht,  wie  er  eine  mathematisch  -  richti^ro  Berücksich- 
tiguug  der  so  sohr  verscliiedcucn  gestaltlicheu  Verhältnisse  eines  Lan- 
des für  uiiijiö<.'lich  halte.    Er  vcrlässt  also  die  Bothe'sche  Verhält- 
nisszahl als  solche  ganz  und  gar  und  schlägt  vor  „bei  Zusammeu- 
stellungen  über  Küsteueutwickcluug  gar  uiclit  derartige  Augabeu  zu 
machen,  sondern  den  Quotienten  für  irgend  ein  ])estinimtes  Land, 
etwa  Europa,  auf  Eins  zu  reduciren  und  die  Küstenentwickclunz  aller 
andren  Länder  dann  als  Teile  oder  vielfache  dieser  Einheit  anzugeben." 
Dieser  Vorschlag  ist  an  sich  gewiss  beachtenswert;  wir  werden  aber 
im  Folgenden  zu  zeigen  suchen,  dass  sich  eine  Grösse  fi  derart  finden 
l&sst,  um  • 


mit  allem  Hechte  setzen  zu  können. 

Erwähnt  möge  noch  werden,  dass  Bothe^^)  gegen  Kcber's 
zweite  Arbeit  Verwahrung  eingelegt  und  dabei  besonders  hervorgehoben 
hat,  dass  er  seinen  Satz:  „Aehnliche  Figuren  ergeben  dieselbe  Ent- 
wickclungs-Constante"  durchaus  nicht  als  einen  umkehrbaren  habe 
betra eiltet  wissen  wollen,  in  der  Tat  ergiebt  sich,  wenn  man  an 
diesen  Ausspruch  die  bekannten  Kriterien  der  Umkehrbarkeit  an- 
legt, sofort  die  Unmöglichkeit  einer  solchen.  Hier  ist  also  Bot  ho 
im  Rechte,  wenn  er  jedoch  sich  dahin  vernehmen  lässt,  die  Aufliudung 
eines  ähnlichen  aber  umkehrbaren  Theoremes  sei  absolut  unmöglich. 


k  = 


Vf 
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80  werden  die  nachsteheudeu  Zeilen  sor  Widerlegung  dieser  Ansicht 
dienen. 

10)  Dr.  Iteber's  Binwand  gegen  Dr.  Both«*«  VonehUg,  Feter 
nann's  geogr.  Mittheil.  Jahfg.  1864.  S.  91. 

.11)  DuT^ge,  üeber  eine  besondere  Art  ^eUseher  Canrea,  Zeitielir.  Air 
Heth.  lt.  FhjB.  Jabig.  1864.  8.  816. 

19)  Dr.  Keber'e  Einwand  ete.,  8.  99. 

13)  Lfent.  T.  Prondsynski'a  BrOrtemng  nnd  Vorschlag,  Ibid.  Jahrg. 
1864.  S.  92.  * 

14)  Botlie,  Flächeninhalt  und  Grenzlänge.  £ine  Brwiedemng  auf  erho« 

bene  Bedenken,  Ibid.  Jahrg.  1864.  S.  232. 

15)  Günther,  Uebcr  cinij^c  Anwendungen  und  Erweiterungen  des  Uaa- 
her 'sehen  Theorems,  Archiv  d.  Math.  u.  i^bjs.,  56.  Band.  S.  26. 

§.  4.  Wir  haben  bereits  im  Yorigc^n  gesehen,  dass  es  durchaus 
nicht  augeht,  den  Begriff  der  Küstenentwickcluug  einzig  mit  Holfe 
von  Inhalt  und  Umfang  zu  formuliron,  dass  es  vielmehr  sich  als  un- 
abweisbare Notwendigkeit  herausstellt,  auch  die  Verschiedenheit  der 
gestaltlichen  Verhältnisse  mit  in  Rechnung  zu  ziehen.  Wie  aber  kann 
diese  Verschiedenheit  mathematisch  formulirt  werden.  Um  hierüber 
zur  Klarheit  zu  gelangen,  ist  es  erforderlich,  die  eigentliche  Bedeu- 
tung jenes  Wortes  einer  eingehenden  Analyse  zu  unterziehen. 

Die  Kflstenentwickelung  ist  nm  so  bedeutender,  je  energischere 
Eingriffe  das  Wasser  in  das  Land  gemacht  hat.  Offenbar  kommt  also 
nicht  allein  der  Flächeninhalt  des  betrachteten  Landes  in  Betracht, 
sondern  auch  der  Flächeninhalt,  welchen  die  durch  Wasser  erfüllten 
Küsteneinschuitto  zusammen  ergeben.  Da  aber  diese  Wasserzungen 
nicht  abgeschlossen  sind,  sondern  mit  dem  Weltmeer  zusammen- 
hängen, so  muss  irgend  ein  Abschluss  herbeigeführt  w^crden,  und  um 
,  diesen  zu  erhalten,  genügt  die  Bemerkung,  dass  bei  kleiner  werden- 
dem Umfang  die  Küstenentwickelung  zunimmt.  Mit  Rücksicht  auf 
diese  Betrachtungen  stellen  wir  dann  folgendes  fest: 

Um  die  Kü8tene]itwickelang  einer  beliebig  ge8talte* 
teten  Figur  zn  erhalten,  be8chreibe  man  am  dieselbe 
eine  andere,  deren  Perimeter  aus  geraden  Linien  (be- 
sflgUch  gr088ten  Kreisen)  zuBammengesetzi  ist  Dies 
geschieht,  indem  man  etwaige  Backkehrpnnkte  einlach 
verbindet,  ausserdem  aber  alle  diejenigen  Doppeltan- 
genten construirt,  welche  zwischen  den  Berfthrnngs* 
punkten  den  Umfang  der  ursprünglichen  Figur  nicht 
schneiden;  durch  diese  Operation  wird  von  diesem  Um* 
fang  ein  Teil  (=»>S)  abgeschnitten.  Linien,  die  ins  Innere 
der  Figur  fallen,  werden  nicht  berücksichtigt.  Behalten 

^  m 
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wir  ferner  die  bisherige  Bezeichnangiweise  bei  und 
setzen  noch  Umfang  und  Inhalt  der  amschriebenen  Fi- 
gur bezüglicb  gleich  L'  und  1*,  so  ist  Jetst  die  Kflsten- 
entwickelnng 

Vf  Vf'—f 

Setzt  man  noch  X'  —  Ai  +  Aj,  +  ...  +  jl„,  unter  X  die  üferlängen 
der  einzelnen  Buchten  verstanden ,  so  kann  man  jetzt  auch  sagen: 
Stimmen  flir  zwei  Figuren  F\  sowie  auch  sämmtliche  l  über- 
ein, so  besitzen  dieselben  die  gleiche  Küsteueutwickelung.  Hiermit 
ist  die  von  Bothe  (s.  o.  §.  3)  als  ewig  offene  betrachtete  Frage  ein- 
fach erledigt. 

8o  hat  die  Figur  ABCDEFG  (Fig.  2.)  in  A  ^nen  Bflckkehr- 
pnnkt  zweiter,  in  B  dnen  solchen  erster  Klasse.  ]lfaa  sieht  AB^ 
legt  Yon  j9  eine  Tangente  nach  C\  yon  C"  eine  solche  nach  E^^  von 

ebenso  nach      und  schliesstich  von  Cr'  nadi      Alsdann  ist 

Jli  «  AJ+JB,  =  BK  -j-  kC,       A3  =  C"D+D£f^  . 

X4  —  E!'F+F&^      Aß  ^  G"H'\-HA^ 

nad  es  f<dgt 

AJ+JB+ßK+KC'+  C"D + DE'  -f  If'F-\-  F&'+  &'U+IU 

AJ+  JB +BK^  KC  '  +  C"D+DE'+ Ef'F+  FG'+  G"H+  HA 
 +AB+BC' + C"E'  +£f'G'+G"A  

Hat  die  Figur  gar  keine  einspringenden  Teile,  ist  ne  vielmehr 
nach  allen  Seiten  convez,  so  ist    —  iS— 0,     —  F,  und  man  findet 

Man  erkennt  Jedoch  sofort  die  Wahrheit  der  Tatsache 

lim  .    '  1, 

nnd  es  zeigt  sich  also  auch  der  geometrisch  zu  erwartende  Umstand: 

Ftir  alle  durchaus  convexen  Figuren  ist  der  Bothe- 
sche  Quotient  das  genaue  Mass  der  Küsteuuu twickeluug. 
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§.  r>.  Als  einfacher  Beleg  möge  noch  folgendes  dienen:  Es  sei 
ABC  (Fig.  8.)  ein  gleichschenklig -rechtwinkliges  Dreieck  mit  der 
Kathete  1;  man  halbire  AB  in  D,  ziehe  AD  und  mache  DJB  —  AD\ 
wird  dann  noch  E  mit  B  verbunden,  so  ist  das  überschlagene  Viereck 
ACEB  entstanden.  Um  die  Kttstentwickelnng  zu  finden,  mass  noch 
CE  gezogen  werden;  alsdann  ist 

AO+CD-\-DE+EB+BD-\-DA  AD+DB-{'BA+  CD+DE+EC 


Far  gewöhnlich  wird  man  sich  zur  Bestimmung  der  für  die 
Berechnung  von  h  nötigen  Daten  mit  Vorteil  des  Planimeters  be- 
dienen. Dass  man  mit  HiUfe  eines  solchen  auch  die  erforderlichen 
Längen  bestimmen  kann,  geht  aus  dem  Cr of ton' sehen  Theorem 
hervor.  Legt  man  nämlich  von  einem  willkttrlichen  Punkte  an  eine 
geschlossne  Curve  zwei  den  Winkel  ^  bildende  Tangenten,  so  ist 
bekanntlich 


und  auch  das  hier  auftretende  Doppelintegral  kann  auf  planimetri- 
schem  Wege  rein  mechanisch  bestimmt  werden.  Hat  man  dagegen 
es  mit  sphärischen  Figuren  zu  tun,  so  wird  man  alles  auf  sphärische 
Dreiecke  redudren  und  das  Legendre'sche  Theorem  anwenden, 
welches,  wie  NelP^)  gezeigt  hat,  einer  grössren  Ausdehnung  fähig 
ist,  als  man  bisher  gewöhnlich  glaubte. 


16)  Neil,  Zur  hOberen  Geodide,  ZeiUchr.  f.  Math.  u.  Fhys.,  19.  Jahrg. 
S.  450. 
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Beweis  eines  Fondamentalsalies  Ton  den  maglselien 

i^iiadraten. 

Von 

Siegmund  Büntker, 


§.  1.  Die  vorliegende  Mitteilung  liat  den  Zweck,  zu  der  in  letzter 
Zeit  wenigstens  bei  deutschen  Mathematikern  ziemlich  in  Vergessen- 
heit geratenen  Lehre  von  den  magischen  Quadraten  einen  kleinen 
Beitrag  zu  liefern.  Um  über  diejenigen  Punkte,  deren  Erledigung 
hier  angestrebt  wird,  Klarheit  zu  erhalten,  wird  es  sich  empfohlen, 
das  in  diesem  Wissenszweige  bisher  Geleistete  mit  kurzen  Worten 
zu  registriren. 

Unyerhürgte  Gerächte  lassen  die  Lehre  von  den  magischen  Qua- 
draten bei  den  Indem  entstehen  ;  historische  Documonte  für  diesen 
Ursprung  lassen  sich  jedoch  nicht  beibringen.  Einem  in  Deutschland 
wohl  wenig  bekannten  Werke  französischer  Zunge  ^)  entnehmen  wir 
folgende  Notiz:  „M.  de  la  Loubere  en  a  trouv6  la  connaissance  r6- 
pandue  dans  l'Inde,  et  surtout  ä  Surate,  te  qui  rend  assez  probable 
qu'elle.  nous  \ient  de  ce  pays  aussi  bien  que  notre  Systeme  de  numc- 
ration Ohne  die  Kichtigkeit  dieser  Angabe  irgend  in  Zweifel  ziehen 
zu  wollen,  dürfen  doch  aus  derselben  weittragende  Schlüsse  nicht 
gezogen  werden;  die  Schriften  der  indischen  mathematischen  Classiker 
enthalten  nichts  hierauf  Bezügliches. 

Dör  erste  historisch  constatirtc  Schriftsteller  über  diesen  CJegen- 
«tantl  ißt  der  Byzantiner  Moschopulos,  wahrscheinlich  im  14.  Jahr- 
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hundert  lebend*).  Denelbe  hat  das  magisclie  Quadrat  bereits  ganz 
in  nnsrem  Sinne  auf;  es  sollen  die  ersten  «i*  natOrlichen  ZaUen  so 
an  einem  quadratförmigen  Schema  zusammengestellt  werden,  dass  die 
Summen  aller  horizontalen  nnd  yertikalen  B^en  (Zeilen  nnd  Colon- 
nen)  stets  die  nftmüche  Zahl  liefern,  irie  die  Sunmien  der  beiden 
Diagonalreihen  —  ^e  Definition,  die  Jede  andre  schembar  oompli- 
cirtere  in  sich  an&immt  nnd  deshalb  anch  hier  stets  festgehalten 
werden  soU.  Mosehopnrs  yon  Mollweide  ^)  reprodndrte  Regel 
bezdchnet  dnen  bereits  ziemlich  hohen  Grad  von  Sagadtftt  nnd  ist 
ein  für  die  Geschichte  der  mittelalterlichen  Mathematik  kostbares 
Denkmal;  sie  beschränkt  sich  übrigens  auf  Quadrate  mit  ungerader 
"Wurzel. 

Der  allgemeine  Charakter  der  Wissenschaft  im  scholastischen 
Mittelalter  lässt  es  nicht  wunderbar  erscheinen,  dass  die  Mystik  sidi 
der  neuen  Erfindung  bemächtigte,  und  dass  so  die  magischen  Qua- 
drate als  Amulete  und  dergleichen  dne  ahnliche  Bolle  spielen  muss- 
ten,  wie  das  pythagorische  Stemfftnfeck^)!  Mollweide^)  führt 
nach  Kästner  einige  solche  die  Numismatik  mehr  als  die  Mathe- 
matik interessirende  Reliquien  an.  Als  ein  Kachldang  dieser  Periode 
sind  auch  die  Phantasien  der  deutschen  Gelehrten  Agrippa  von 
Kettesheim*)  und  Theophrastus  Paracelsus')  zu  bezeichnen. 
Von  Ictztrem  wird  gewöhnlich  nur  die  Schrift  „üc  planetarum  sigil- 
lis"  in  der  uus  hier  intoressirenden  Angelegenheit  genannt-,  indessen 
wandte  er  dem  Gegenstände  auch  sonst  seine  Teilnahme  zu,  freilich 
in  einer  uns  unverständlicheu  Weise.  Es  möge  hier  an  eine  von  sei- 
nem Biographen  Siber^)  citirte  Stelle^)  erinnert  werden,  welche 
von  dem  medicinischeu  Gebrauch  der  Amulete  handelt;  es  heisst  dort: 
,,Als  Beispiel  stehe  hier  das  Sigillum  Saturni.  Es  wird  von  feinem, 
puren  Yillachcr  Blei  gemacht,  auf  einer  Seite  quadiirt,  und  sein  Qua- 
drat mit  3  multiplicirt  und  in  einer 
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jeden  laaie  soU  stehen  1^'^ 

Von  einem  mehr  wissenschaftlichen  Standtpunkto  aus  scheint  zu- 
erst der  deutsche  Arithraetikcr  StiefeP^)  die  Lehre  von  den  magi- 
schen Quadraten  behandelt  zu  haben,  und  M.  Cantor")  sagt  mit 
Recht,  dass  mehrere  seiner  Betrachtungen  aucli  für  einen  Mathe- 
matiker unsrer  Tage  noch  Stoff  genug  zum  Nachdenken  darbieten, 
jedoch  gelang  ihm  ebensowenig  wie  seinem  Landsmann  Adam  Riese^*) 
die  Auffindung  einer  einfachen  Methode  zur  mechanischen  ConatriMttfm 
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dieser  Gebilde.  Wohl  aber  scheinen  sich  im  Besitze  eines  solchen 
Yerlfelirens  Terschiedene  dentsdie  Arithmetiker  ens  der  zweiten  HUfte 
des  sediBzehnten  Jehrhvnderts  beftmden  sa  haben.  So  herichtet  uns 
Doppelmayr von  einem  gewissen  Zacharias  Lochncr  aus 
Ingolstadt,  „dass  er  gar  leicht  und  behend  allerley  magische  Quadrate, 
ja  gar  die  grösste,  zu  deren  jeder  öfters  ein  ^^antzer  Regalbogen  er- 
fordert wurde,  beschreiben  und  darstellen  kundte'',  ähnliches  wird  uns 
auch  von  dem  Xüruberger  Rechenmeister  Peter  Roth  gemeldet**). 
Diese  Angaben  scheinen  darauf  hinzudeuten,  dass  jene  Männer  sich 
bereits  im  Besitze  derjenigen  Methode  befanden,  welche  den  eigent- 
lichen Vorwurf  dieser  Notiz  bildet  und  durch  deren  Anwenduug  die 
vielbewunderto  Geschicklichkeit  jener  Rechenkünstler,  wie  wir  sehen 
werden,  sich  sehr  einfach  erklärt.    Schweuter^^)  führt  als  weitro 
Autoren  über  diesen  Gegenstand  noch  Frauciscus  Spinola  und 
Georgins  Henischius  an;,  er  selbst  erweitert  die  Aufgabe  inso- 
fern, als  er  Zahlenqaadrate  constmiren  lehrt,  bei  welchen  die  der- 
selben Zeile,  Colonne  oder  Diagonale  angehözigen  Glieder  ein  con- 
Stantes  Prodact  geben.    Zn  diesem  Zwecke  constmirt  er  zunächst 
ein  gewöhnliches  ma^fthflA  Qnadrat  und  ersetzt  jede  heliebige  Zahl 
»  derselben  durch 

unter  a  eine  willkürliche  ganze  positive  Zahl  verstanden. 

Um  jene  Zeit  begann  der  grosse  Neubegründer  der  unbestimmten 
Analytik,  Bach  et  de  M6ziriac^®)  sich  mit  diesem  Gegenstände  zu 
beschäftigen;  er  fasste  das  Problem  als  ein  zahlentheoretisches  auf 
und  lehrte  die  Quadrate  mit  ungeinder  Wurzel  coiistruiren.  In  diesem 
Sinne  erregte  die  Aufgabe  auch  die  Aufmerksamkeit  des  um  gewisse 
Partien  der  Zahlentheoric  hochverdienten  Faul  habe r  ^^),  dem  auch 
bei  seiner  unverkennbar  ausgesprochnen  mystischen  Richtung  die 
kabbalistische  Verwendung  der  magischen  Quadrate  imponiren  mochte. 
Auch  wirkte  er  wohl  in  diesem  Punkte  auf  seinen  Freund  and  Schüler 
Bemmelin^^)  ein,  von  dem  Ofterd Inger  bezeugt,  „dass  seine 
Theorie  der  magischen  Quadrate  heute  noch  von  Wert  ist".  Bei  dem 
Polyhistor  Athanasius  Kireher  ^)  tritt  die  wissenscbaittiohe  Seite 
der  Sache  natürlich  zurück. 

Die  erste  grössere  selbständige  Abhandlung  über  die  magischen 
Quadrate  verdanken  wir  dem  französischen  Combinatoriker  Frenicle 
de  Bessy^^).  Derselbe  vertritt,  seiner  wissenschaftlichen  Richtung 
entsprechend,  einen  mehr  comhinatorischen  Standpunkt,  giebt  Regeln 
zur  Bildung  der  Quadrate  von  gerader  Wurzel  und  bestimmt  die  An- 
zahl deijenigen  Quadrate,  welche  sich  über  einer  Strecke  von  vier 
Lftngen^nheiten  enriditen  lassen  —  eine  für  die  Theorie«  wie  wir 
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nachher  zeigeii  werden,  wichtige  Leistang.  Auch  discatirte  er  solche 
Quadrate ,  welche  durch  Wegnahme  änssrer  Bdhen  ihren  Charakter 
nicht  Terlieren,  yon  Montncla^)  „carrös  mago-magiqnes'^  genannt 

Auf  Frenicle*s  Arbeiten  baute  zunüchst  Poignard  weiter, 
dessen  Leistungen  jedocb,  obschon  sie  in  mancher  Hinsicht  eine  Er- 
weiterung des  Fuudamentalprohleins  darbieten,  für  die  eigentliche 
Theorie  von  gering(^rein  Belange  sind.  Die  beste  Abhandlung  lieferte 
bald  darauf  der  in  vielen  Beziehungen  bedeutende  Mathematiker  de 
la  Ilire-')  und  an  ihn  schliessen  sich  eng  an  seine  Landsleute 
Sauveur-^),  Ons-en  Brav ^*')  und  Rall icr  des  Ourmes^^).  Der 
erste  dieser  drei  verdient  in  der  Ges(-hichte  unsrer  Specialdisciplin 
auch  deshalb  eine  Stelle,  weil  er  den  Versuch  machte,  die  Aufgabe 
auf  die  Dimensionen  zu  erweitem  und  magische  Würfel  zu  construiren. 
In  Deutschland  sind  aus  jener  Periode  die  Namen  v.  Claasberg^), 
Kohlfs-')  und  Capito '*)  zu  nennen,  welche  die  wissenschaftUdie 
Seite  des  Gegenstandes  jedoch  nicht  wesentlich  förderten. 

Im  Allgemeinen  Ifisst  sich  der  fttr  das  achtzehnte  Jahrhundert 
überhaupt  charakteristische  Z^tgeist  auch  darin  nicht  verkennen,  dass 
man  mit  der  Stellung  des  Prohlems,  wie  sie  ans  dem  Altertom  über- 
kommen war,  nicht  mehr  sich  zufrieden  zeigte  nnd  allenthalben  Kfln- 
steleicn  daran  anzubringen  versuchte,  obschon  man  sich  die  Ühxn- 
länglichkeit  des  bisher  selbst  für  den  einfachsten  Fall  Geleisteten 
nicht  wohl  verhehlen  konnte.  So  wenigstens  glauben  wir  die  Zusätae 
Tou  Kochau^ki ^^),  Fraucliu^^')  u.  a.  auflassen  zu  müssen. 

1)  Un  mlllion  de  fuits,  etc.,  par  J.  Accard  etc.,  Paris  1850.    S.  91. 

2)  liuttoD,  mathemntical  and  phjsical  dictionarr,  London  1795  —  96* 
Vol.  IL   &  6. 

3)  Mollweidc,  De  quadratis  magida  comnifliitatio,  Lipsiae  I$16.  8.4l£ 

4)  Oftnther,  Lo  irilappo  storico  deUa  teoria  dd  poligooi  stellati  nel 
anlidiitih  e  nel  medio  «to,  trad.  de  A.  Sparagna,  Batr.  ddl  Ballett, 
bibliogr.  e  di  ttor.  delle  adenae  matfaem.  e  fia.,  Tomo  VL   8.  19 

5)  Mollweide,  Praefotio. 

6)  Agrippa  ▼•Kettesheim,  de  oeeolta  Fhfloaophia  libri  m,  Coloniae 
15S8.  n.  &•  SS. 

7)  Theopbraataa  Paraeelavs,  Aioliidoxiaiiiagicae  libri  YII  in sirailai 
Band  der  Opera,  Straasbnrg  i616— 18. 

8)  Bixner  nnd  Siber,  Leben  und  Lebrmeininigen  berOhmter  Fhjiiker 
am  Ende  des  ZYI.  nnd  am  Anfiuige  des  XVIL  Jahrhnnderta,  1.  Heft,  Sidi- 
baeh  1819.  &  88. 

9)  Faraeelani,  Arehid.  mag.  8.  570  ff. 

10)  Stiefel,  Arithmetica  integre,  Npninb.  1544.  S.  24  ff. 

11)  M.  Cantor,  Petrus  Ramns,  Michael  Stifel,  Hieronymni 
Cardanns,  drei  mathematische  Charakterbilder  ans  dem  16.  Jahrlmndert, 
Sehlömileh's  Zdtachr.  i.  Math.  n.  Pbji.  2.  Band. 


Digitized  by  Google 


GUnthkr:  BwtM  cm«  f\mdimeittaUatzM$  vom  4tu  mag,  U/Mdraim,  280 


IS)  Adam  Riese,  Rechnung  nuohder  lenge,  auf  den  Linihen  und  Feder 

Ii.  S.  w.    Leipzig  1550.    8.  Iü8. 

13)  Doppelm ayr,  historische  Nachricht  von  den  Nürabergischen  Mathe- 
naticis  und  Künstlern,  Narnberg  1730.    S.  164. 

14)  Ibid.    S.  165. 

15)  Schwenter,  Dclic'ine  physico-maUK  iuatione.  NürnlHM}:  163^.  S.  100  IV. 

16)  Bache t  de  Mdziriac,  Problcmes  plaihaus  et  tlelcctubles,  qui  se  font 
par  les  nombres,  Lyon  1613. 

17)  Fn  alba  her,  Arithmetischer  cubicogstschcr  Lustgarten,  mit  nenen  In- 
ventiuuibus  gcpUiinzt,  Tübingen  1604.    A.  v.  8t 

18)  Beramelin,  TtT(iayo/vtaouoi  aQjt&fwioiurXtv^  haee  slrvetnra  tabv- 
lanuD  quadmtarnm,  Aug.  Vindelio.  1687. 

19)  Ofterd Inger,  Beitrige  snr  Geschlchle  der  Bfathematlk  in  ülm  bis 
aar  Mitte  des  XVIL  Jahrhunderts,  Ulm  1867.   S.  5. 

20)  Ath.  Kircher,  Arithmologia,  sive  de  abditis  nnmeromm  mysteriis, 
Bomae  1665. 

81)  Fr^nicle  de  Bessy,  Traitc  des  quarres  magiqucs,  Divers  onvrnpes 
de  Math,  et  de  Fhys.,  par  Mssrs.  de  l'Acad.  Boy.  des  Scienc  Paris  1698. 
&  498  £  * 

22)  Montuela,  Uistoirc  des  Maibcmatiqucs,  Paris  1758.  Tome  LS.  848. 
28)  Poignard,  Traitc'  des  quarres  mn^iques.  Bnixclbs  1704. 

24)  De  la  Hire,  Nouvclle  construction  des  quarres  magiques,  M^'m.  de 
l'acad.  royah«,  Annec  1705.    S.  166  und  480  ff. 

25)  Suuveur,  Construction  «««erale  des  quarres  magiques,  Ibid.  Annte 
1710.    S.  124. 

26)  Ons-en-Brny,  Methode  facile  pour  faire  tcls  quarrt  magiques  qne 
l'on  vüudra,  Ibid.  Aunee  175ü. 

27)  Ballier  des  Ourmes,  Memoire  snr  les  carr^es  magiqnes,  M6n.  des 

Savans  etrang.,  1768.  IV. 

28)  V.  Clansberg,  DemonstratiTe  Bechetiknnst,  Lcipslg  1782,  4.  Teil. 

1505. 

29)  Böhrfs,  Kflnstliches  Zahlenspiel  oder  gründliche  Anvreisung,  wie  die 
aogenannten  «rtigiscbs»  Quadrate  leicht  «a  verfertigen,  Buxtehude,  1742. 

801  Gapito;  Alle  rtäglechen  Quadrattafeln  sa verfertigen,  d.i.  die  Zahlen 
aller  geraden  und  ungeraden  Quadraten  gründlich  nusturechnen,  leicht  zu  ord- 
nen, und  viele  Millioncnmal  eben  so  leicht  zu  verSTidern,  dass  sie  in  die  Liln-i . 
Breite  und  ttber's  Crents  einerlei,  und  die  vorlangte  Summe  bringen.  Glüek- 
stadt  1767.  • 

31)  Kochanski,  Con8iderati(»ncs  circa  quadrata  et  cubos  magicos,  Acta 
erudit.    Lipsiac  1686,  1690,  1692.    S.  ;i'.M,  8.  329,  S.  490. 

32)  Frau  Clin,  Expcriraenti;  and  obscrvations  un  Electricity  made  at 
Philadelphia  and  communicated  in  several  Icttcr«  to  Mr.  Collinson  in  London, 
New  edition  o£  thc  Wholc  with  additions,  London  1769.    8.  850. 

§.  2.  Von  neueren  Mathematikern  bat  Mch  fast  allein  MoU- 
weide  mit  den  magischen  Quadraten  beschäftigt  und  diesem  Gegen- 
staude (s.  0.)  eine  eigene  Schritt  gewidmet,  welche  das  Verdienst  hat, 
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die  früher  zcrstmit  iiiitl  unvorinittclt  lnngcstdlti.'U  Kegeln  uutcr  eiutn 
gomeiiischaftliclieii  Gesi(  litsi>uukt  zu  bringen.  Tom  rein  wisseuscbaft- 
lichen  Standpunkte  aus  genügt  demnach  Moll  weide 's  Arbeit  allen 
Ansprüchen;  andrerseits  müssen  wir  jedoch  auch  Muller's^^)  Aus- 
spruch als  gerechtfertigt  anerkennen,  dass  dieselbe  „in  Beziehung  auf 
leichte  und  cinfacLe  Darstellung  der  Zauberquadrate  mancher  Znsätze 
bedarf^S  ^'on  sonatigen  Bemühungen  deutscher  Mathematiker  haben 
wir  anscbeineud  nur  noch  die  volupiinöse  Schrift  von  Hügel  ^)  zu 
veneeichnen,  welche  allerdiugs  einige  neue  Darstellungswciscn  lehrt, 
fOr  ansren  Zweck  jedoch  nicht  weiter  in  Betracht  kommt  Dagegen 
ist  als  ein  weaentlicher  Fortschritt  die  Abhandlung  von  v.  Pessl  za 
bezeichnen^),  welche  das  magische  Quadrat  allgememer  als  magi- 
schen Cylinder  auffasst  und  die  Lehre  von  diesen  Gebilden  in  eine 
Verbindung  mit  jener  Disciplin  zu  setzen  sucht,  welche  wir  gegen- 
wärtig als  Analysis  situs  zu  bezeichnen  pflegen. 

Den  rein  arithmetischen  Teil  der  Frage  hat  in  neuester  Zeit 
W.  Thompson^)  wesentlich  gefordert,  indem  er  eine  Methode  an- 
gab aus  einem  gegebenen  magischen  Quadrat  von      Zellen  ein  an- 
deres von  ip/t)^  Zellen  herzuleiten,  unter  p  eine  willkürlirlie  ganze 
Zahl  verstanden.    Besitzen  wir  eine  Methode,  jedes  Quadrat  mit  un- 
gerader Wurzel  ohne  weiteres  zu  bilden,  so  sind  wir  durch  Tlionip- 
son*s  Kegel  in  den  Stand  gesetzt,  auch  jedes  beliebige  andre  Quadrat 
zu  bilden,  indem  jede  Zahl  in  Primfaeturen  zerlegbar  und  jede  Prim- 
;tahl,  ausgenouinien  2,  zugleich  eine  ungerade  Zahl  ist.     Nur  das 
Quadrat  von  16  Zellen  macht  eine  Ausnahme,  indem  es,  wie  leicht 
zu  scIkmi,  ein  Quadrat  von  4  Zellen  nicht  giebt;  indessen  ist  die 
wissenschaftliche  Discuasion  gerade  dieses  Quadrates  bereits  von  Fr e- 
nicie  (8.  0.  §.  1.)  zum  Abschlüsse  gebracht  worden. 

Die  jetzt  näher  zu  characterisircudo  Regel  zur  Constructiou  magi- 
scher Quadrate  von  ungerader  Zeilenzahl  ist  nun  im  wesentlichen 
identisch  mit  jeuer  des  Mosch opu los,  ändert  dieselbe  jedoch  inso- 
fern bedeutend  um,  als  nun  die  Barstellung  der  Quadrate  selbst  eine 
rein  mechanische  wird  und  die  Kachahmung  der  oben  von  den  Bechen- 
kttnsüern  Lo ebner  und  Roth  angeführten  Kunststücke  einem  je- 
den sofort  sich  darbietet.  Diese  Verbesserung  des  alten  Yerfahrens 
stammt  bereits  aus  dem  vorigen  Jahrhundert,  indem  sie  nach  M al- 
ler *s  Angabe  in  einem  mancherlei  Seltenheiten  enthaltenden^^)  hol- 
ländischen Werke  sich  findet. 

Auf  jeder  Quadratseite  errichte  man,  wenn  (2n-|-l)^ 
die  Anzahl  der  Zellen  ist,  eine  Reihe  von  »  Rechtecken 
symmetrisch,  (s.  d.  Fig.)  die  bezflglich 
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n — 2,   «  —  4,  tt — 6  ...  5,  3,  1 

Zelleu  eiitlialteu;  die  so  eutstaiKUMicn  Fi};nr<'ii.  vou  obiMi 
nach  links  lierumge/.ählt,  mögen  als  erste,  zweite,  dritte, 
vierte  Terrasse  bezeichnet  werden. 

In  das  erste  Feld  der  Terrasse  I  trage  man  die  Zahl 
1  ein  und  fülle  nun  in  diagonaler  Richtung  sftmmtliche 
zu  erreicliende  Zollen  durch  die  Glieder  der  natttrlichen 
Zahlenreihe  aus,  so  das8  in  die  unterste  Zelle  von  Ter-  , 
rasse  III  die  Zahl 

(2/1+1)* 

tritt.  Hierauf  verschiebe  man  eine  jede  Terrasse  parallel 
mit  sich  selbst  so  lange,  bis  jode  Qnadratseite  mit  der 
gegenttberliegenden  zusammen  gefallen  ist;  auf  diese 
Weise  rückt  Jede  Zahl  der  Terrassen  in  das  richtige 
Feld  des  magischen  Quadrates  ein. 

ErsichÜich  können  wir  aber  diese  Operation  der  Verschiebens 
auch  umgehen  und  so  sagen: 

Um  die  j)te  Zeile  oder  Colon  ne  des  magischen  Qua- 
drates zu  bilden  (/^  <  ^0,  zähle  man  die  Anzahl  der  be- 
reits in  der  nämlichen  Horizontal-  oder  Vortica  1  reihe 
stehenden  KU  niente  ab,  dieselbe  sei  /;  zu  diesen  /  Ele- 
menten nehme  man  noch  <lie  Kiemente  jener  Zeile  oder 
Colonne  von  Terrasse  III  oder  IV  hinzu,  weh  he 

2f4+l 

Elemente  aufweist.  Zur  Bildung  der  ("  +  1+20  tcu  Zeile 
oder  Colonne  (p<«)  bedient  man  sich  des  nämlichen 
Verfahrens,  nur  dass  an  Stelle  von  Terrasse  III  und  IV 
bezflglich  Terrasse  I  und  II  zu  treten  haben. 

Mit  Hülfe  dieser  Kegel  ist  in  dem  augelührten  Beispiel  zunächst 
das  Schema  für  li>9  Kiemente  coustruirt.  Die  woitrc  Anwendung 
eigiebt  die  noch  nicht  durch  Zahlen  ausgefttUten  PläUe  in  folgender 
Weise.  £b  ist 

n  =  104,  h  =  116,  c  =  128,  d  =140,  e  =  152,  /-  164,  ^  =  92, 
h  =  117,  {  =  129,  k  -  141,  /  =  153,  7n  ^  165,  »  «  8,  p  —  105, 
q  =  im,  r  =  142,  8  =  154,  t  ^  160,  h  =  9,  »  «  106,  w  —  118, 
^  _  143,  =  155,  t  167,  .1  1<N  n  =  22,  C  =  119,  D  =  131, 
E  =  156,  F  =  168,  (V  =  11,  y/  ^  23,  ./  -  120,  Ä'  =  132,  L  -  144, 
M  -  169,  A' «  12,     =  24,  Q  =  36,     =  133,  S  =  145,  T  -157, 

■  19* 
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17-18,  F-aS,  IV-.37,  X^IU,  Y^l^  Z-168,  «  - 1, 
^-26,  y  =  38,  «-.ÖO,  t  -  147,  ^-169,  ^-2,  ^-.14»  »  —  39, 
«  =  51,       148,  <i-160,  {-16,  »-27,  ^-62,  tf- 64, 

T  —  161,  V  — 4,  v  =  16,  x=»28,  ij»  =  40,  »  —  65,  a»162,  b  — 5, 
C  -  17,  b  -  29,  c  -  41,  f  -^3,  fl  -  78,  i  «  6,  i  -  18,  r  -  30, 
l  «  42,  m  —  64,  n  —  66. 

Hiermit  ist  io  wenigen  Minuten  die  Constructiou  des  manischen 
Quadrates  gegeben. 

A  u  III  e  r  k  u  u  g.  Zur  Vervollständiguug  der  Llteralnrftboraidit  B>Oge 
.  noch  auf  die  sorgfältige  Zusammenstellung  in  Gehler' 8 
Wörterbuch^)  und  auf  Horn  er 's  kürzlich  erschienene 
AbUaudluug  aufmerksam  gemacht  werden  ^^)' 

33)  Hüller,  Anscrlosene  nrnthem.  Bibliothek,  Nflrnberg  1820.  S.  229. 

34)  Hu  gel,  Die  magischen  Quadrate,  matbematiach  behandelt  und  be- 
wiesen, Ansbach  1859. 

35)  V.  Pessl,  Ueber  eine  besondere  Art  magisch,  Quadrate,  Arnberg  1872. 
:i6)  W.  Thoropsun,  On  mogic  Squares,  Quarterly  Journal  oX  pure  and 

applied  mathematicß,  X.  S.  186  IT. 

37 )  Verit«8  quadrata  muthcmatica,  physica,  philologica,  theologica,  Amste- 
lodami  1765. 

38)  Gehler 's  physikulittchuä  Wörterbuch,  2.  Aullagc,  6.  Bund,  Leipzig 
1836.    Artikel:  Magie. 

39)  Horner,  On  the  algebra  of  magic  Squares,  Quart,  joum.  XL  8.  57i 

§.  3.  Einen  Beweis  hat  der  nnbokannto  Erfinder  der  hn  Vor* 
stehenden  mitgeteilteu  Kegel  nicht  für  dieselbe  geliefert;  derselbe 
soll  uuu  im  Folgeudeu  erbracht  worden ,  und  zwar  werden  wir  uns 
liierbei  an  die  zweite  Foriiiulirung  halten.  Der  Beweis  zerfällt  in 
acht  Unterabteilungen;  es  nmss  nämlich  gezeigt  werden,  dass  für  die 
heiden  Diagonalreiheu,  für  jede  ^^tc  Colonne  und  Zeile  (/)<^«),  für 
jede  {u-\-\-\-2))iQ  Colonne  und  Zeile  {p'-^n)  und  schliesslich  für 
die  mittlere  {n-\-\)i(^  Colonne  und  Zeile  der  nämliche  Wert  sich  er- 
gebe, wenn  wir  alle  darin  vorkomineiuleu  Zahlen  zusammenaddiren. 
Da  die  Gesammtuemizahl  dieser  Zahlen 

(2»+l)^ 

ist,  so  ist  ihre  Gesammtsumme 

1  +  2  +  3  + . . .  +  (2/1  +  D'  =  J  (2n  + 1)^'  [(2«  +  1)«  + 1] , 

imd  deren  (2»+l-)ter  Teil  gleich 

4i»»+6fi«+4ii+l. 

Diesen  Wert  muss  jede  der  genannten  acht  Summen  erreichen,  wenn 
die  Construction  richtig  ist. 
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§.  4.  Es  möge  nun  fftr  jode  eiiueliio  dies  vBtenncbt  werdou. 

I)  Im  recbteu  obereu  Ecktüldc  des  (Quadrats  steht  die  Zahl 

l+n(2«+l), 

und  CS  wird  sonach  die  vou  oben  rechts  nach  unten  liulis  gcheudo 
Diagonale  durch  die  einzelnen  Glieder  der  arlthmetischeu  Kolbe 

l+u(2u+l),    2  +  «(2u  +  l),  3+n(2n+l)...2«-fM(2M4-l), 

2»+l  +  »(2n+l) 

ZU  besetzen  sein  (in  dieser  Besetzung  liegt  die  Analogie  unsres  Vcr- 
fiihrens  mit  jenem  des  Moschopulos;  während  aber  dieselbe  hier 
nur  ein  Ansflnss  eines  allgemeineren  Yerfohrens  ist,  ist  sie  bei  jenem 
das  PrimSre).  Die  Summe  dieser  Biagonalreihe  ist  also 

^^ii(l+2/»+l)+n(2;i+l)«  =  41*^+6/*^+ 4/*+ 1. 

II)  Die  andre  Diagoualreihc  beginnt  mit  der  Zahl 

ihre  einzeiueu  Glieder  werdou  also  succesbive  die  lolgeudeu  seiu: 

tt+1,  M+l  +  l.(2u+l),  n+l-[-2.(2n+l)...»+l+(2i*-l)(2t#+l), 

w+1  +  2/»(2m+1). 

Die  Summe  dieser  Glieder  ist 

(»H-1)(2h+1)+Y(2»+1)«  =  4«8+6»*+4«+l. 

III)  Die  (n4-l)te  Zeile  enthält  blos  diejenigen  Zahlen,  welche 
mit  ihr  in  der  gleichen  Horizontallinie  liegen.  Das  erste  Glied  ist 

2,*+!} 

dem  nach  ti'etcn  in  dieselbe  successive  folgende  Zahlen 

2»+l,   2«+l  +  1.2».,    2n+l+2.2n...2»+l+(2»— 1)2«, 

2n+l+2».2». 

Die  Summe  dieser  Progression  ist 

(2M4-l)^+2n.n(2«-|-l)  =4f*»+6ii»+4i»+l. 

IV)  In  der  («»-fi)^^  Ck>lonno  beginnt  die  Reihe  mit  1,  so  dass 
man  die  Summe 

1+1.(2m+2)  +  2.(2»+2)+...2».(2«+2) 
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ZU  nehmen  hat  Dieselbe  ist  gleich  ' 

2»+l  +  «(2«  +  l)(2n+2)  =  4«»  +  6«-+4m+1. 

§.  5.   V)  Nunmehr  möge  für  die  ptB  Zeile  (/><!«)  tüe  Bestim- 
mung vürgeuommeu  werdeu. 

Wir  bezeichnen,  analog  dem  Gebrauche  der  Dctcrminantentheorie,  < 
die  in  der  Zeichnung  oben  stehende  Zeile  nnd  die  am  weitesten  links 
befindliche  Colonne  bezüglich  als  erste  Zeile  und  Golonne. 

Die  />tc  Zeile  enthält  zuuäclisi  alle  mit  ihr  bereits  in  der  näm- 
lichen Horizontale  stehenden  Glieder;  um  die  hieraus  erwachsende 
Summe  zu  tiuden,  hat  mau  die  Progression 

n+p 

zu  summireu.  Mau  erhält  als  Summe 

2=  (w-j~i0^~f""('^~h7*)  (""f"/? — !)• 

Hierzu  kommen  der  Festsetzung  zufolge  noch  die  Glieder  der  |iten 

Zeile  von  Terrasse  III,  welche  ^ 

Glieder  enthält.  Die  Reihe  ist  hier  nachstehende: 

(L>»,+  l)(u  +  p-|-l) 

(2«+ 1)  +1 . 2« 

(2n+l)(«+|,+l)+2.^« 

(2n+l)(«+p+l)+(»-.|,)2«. 
Die  Snmmation  liefert 

r  =  (2»+l)(n+|>+l)(*i  -p+l)+n(»-j>)(«— 

Hiernach  ist  die  Gesammtsuinme  der  Reihe 

JB  +  X'  =  4«»+6n«+4i*-fl.  1 

VI)  Bctracliten  wir  nunmelir  die  (u-\-l-\-p)te  Zeile.    Die  bereits 
von  Aufaug  au  derselbeu  augehürigeu  Zahlen  begiuueu  mit 

(p+l)(2»+l) 

und  bilden  die  Beihe 

» 
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(^  +  l)(2/*  +  l) 

(p+l)(2»+l)+1.2» 

(p+l)(2«+l)+2.2w 

« 
■ 

(l>+l)(2n+l)+(2«  -|»)2«. 
Die  Sommatioii  liefert  die  Samme 

Da  bis  jetzt  (2»— p-j-l)  OUoder  verwendet  wurden,  so  mnss 
noch  aus  Terrasse  I  jene  Zeile  hiuzugenommen  werden,  welche 
(2»+l— 2«+-?  — 1  =1^)  Crlicder  aufweist;  dies  ist  aber  die  71  te, 
welche  demnach  durch  die  Reihe 

P 

P+lr2u 
11+2.2»  . 

gebildet  wird.  Die  Snmmo  dieser  Keiho  ist 
also 

YII)  Die  ZOT  Ansfttlluug  der  /»ton  Colouno  bestimmte  Reihe  ist 
diese: 

n—'p-\~2 

n— 2>-|-2  +  l.(2«-f  2) 
»»-j>+2+2.(2yt+2) 

«-|»+2+(m+p  — l)(2«+2) 

und  ihre  Suuiiue 

2;  =  («-|,+2)(«+p) +  -1)  (/*+/>). 

Hierzu  tritt  uoch  die  ptc  Colonne  von  Terrasse  IV  hinzu,  in  der 
(2n-l-l  —  u  -  p  =  n—2)-\-i )  Glieder  sieb  befinden,  uümlicb  die  Reibe 

(u+p)  (2»+ 1)  -t- 1  + 1 .  (2/* +2; 
(»i+p){2«+l)+l+2.(2»+2) 

(n+p)  (2»+l)+l  +  (2«+2) 
Die  Addition  ergiebt 

S'  =  [(u+p)  (2n+ 1)  +  1]  in       + 1)  +  (»  + 1)  {n -p)  (u  -p  +  1). 
Auch  hier  ist 

£+2' =  4n»+6n«+4»+l, 
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Vlll)  Fflr  die  (»+l+;>)te  Coloime  haben  wir  zunächst  die  i 
Keihe 

l>(2»+l)+l  +  l.(2«+2) 
p(3tt+l)+l+2.(2Ä+2) 

• 

l»(2tt+l)+l+(2»— p)(2»-f  2);  i 

deren  Summe  ist 

£  -  [p (2,.  +  1)  + 1]  (2/.  -p+l)  +  {n  + 1)  (2n-j»)(2ii-.p+.l). 

Aus  der  Terrasse  II  ist  beizuziehen  die  Keihe 

2»— 1>+2 

2n— |»+2+l.(2»+2) 
2«— |>+2+2.(2«-f2) 

2«— j>+2+(p— 1)(2«+2) 

mit  der  Summe 

«|,(2n-p+2)+(«+l)|»(p-l). 
Es  ist  also  schliesslich  anch  in  diesem  Falle 

und  damit  ist  der  vollständige  Beweis  für  die  Richtigkeit  misercr 
Constructiou  erbracht. 

i 

§.  6.  Besomiron  wir  kurz  das  Gesagte,  so  möchten  wir  den  Vor^ 
teil  der  bisher  discntirten  Regel  znr  Formimng  magischer  Quadrate 
andren  fthnlichcn  Yerfahrungsweisen  gogenflber  als  einen  doppelten 
hinstellen.  Die  Untersuchung  über  die  verschiedenen  Arten  von 
Zauberquadraten,  welche  bei  gegebener  Zellenzahl  sidi  construiren 
lassen,  knflpft  am  besten  an  eine  Reihe  bereits  vorliegender  Quadrate 
an,  und  eine  solche  Reihe  liefert  uns  uusre  Methode,  indem  die  Ein- 
schreibuug  der  Zahlen  auf  verschiedene  Weisen  abgeändert  werden 
kann.  In  Verbindung  mit  der  Thompson 'sehen  Regel  (s.  o.  §.  2.) 
wäre  also  eine  Basis  für  irgend  wehdio  weitere  Forschungen  tkber 
diese  Materie  j;o^,'o])en. 

Der  amlre.  Vorteil,  weltlH-ii  wir  oben  nannten,  ist  ein  nietlio- 
disclior.  Man  lietraelit(>te  bisher  die  Lehre  von  den  Zaubercjuadraten 
fast  aiiss(;hliessli(h  als  ein  siiecielles  Capitel  der  ZahleiiMieoric  oddr, 
besser  .i^esagt,  der  iiuijestiiiuiiten  Analytik.  iJer  im  Vorstellenden  ge-  % 
lieferte  Heweis  einer  durch  hohe  Einfachheit  sich  auszeichnenden 
Constrnetion  bedient  sich  da<,'cgen  lediglich  elementarer  algebraischer 
Transformationen  und  ermöglicht  so  jedem  nur  mit  der  Lelire  von 
den  einfaclien  arithmetischen  Progressionen  Vertrauten  das  Verständ- 
uiss  eines  Hauptsatzes. 
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XVIL 

Beitrlge  mr  Theorie  nnreto  periodimher  Beclnialbirfielie. 

Von 

Karl  Broda^ 
Lehrer  Iftr  Matheuatik  and  Physik  io  Wkm. 


Eiu  unrein  ptTiodisclu  r  l)<'cinuillirii('h,  desRon  Periode  eine  fremde 
Stelleuzalil  besitzt,  kann  wenn  /»die  //*  zittrige  Zahl  bedeutet,  die  M)r 
der  Periüd(^  steht,  wenn  x  die  erste  und  y  die  zweite  Hält'tt;  (Ut 
Periode,  und  wenn  /•  ihro  Stfllcuzuhl  vorbtollt,  iminci*  ausgedrückt 
wcrdou  durch  die  Reihe 

l>i«      X      9     j  «Lii 

• 

Soll  die  identische  Gleichung 

qi{p\X)'-\-x)-\rp']-\-a        p     .  _    I        ^       I   |_    I  11 

"9 .  lO"  ( 10'  +  1)  "  10»  10"»  10» +8' lOi»  4»r'r --r  * ' 
wobei  a  eine  constante  Grösse  darstellt,  bestoheii,  so  ist,  wotfu  fttr 

igr^  lOijr-r  nj3r -r  ••• -r 
der  Mher  [Seite  86,  l.  Heft]  gefundene  Wert 

102»^  -  1 

gesetzt  wird 
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9:ia»(i(x+i)  ""iO""*"iö^  10^—1 

Sacht  man  ans  dieser  QleichiiQg  x+p^  so  ist  Dadi  dülscher  Bv- 
dactioa 

X+y  =  a  — ^ —  ^) 

Die  If'tztc  Glfi.  liiiiij.'  i^t  mit  <\ot  anf  Seite  h6  untor  2)  gefuudeueu 
Kelation  überciustiiiimcnd,  woraus  <!!♦*  Anwfii<lbarkeit  der  dort  auf- 
gfstf'llten  8ntzf  für  diesen  Fall  «  rwicsi-n  s.  htMiit.  Die  GleidmngüU 
1)  und  2)  kdnoen  in  doppelter  Beziehnog  Verwertang  tinden: 

I.  Soll  ein  uureiu  periodischer  D«*ciuialbrui'h.  dessen 
Periode  eine  gerade  Stellenzahl  hrsitzt,  und  deren  ein- 
zelne Ziffern  sich  zu  n  ergänzen,  in  einen  irewöh n liehen 
Bruch  verwandelt  werden,  so  findet  man  den  Zähler,  in- 
dem man  die  der  Periode  vorgehenden,  und  die  die  erste 
Hälfte  der  Periode  bildemlcu  Ziffern  als  eine  Zahl  be- 
trachtet, um  die  Tor  der  Periode  8tehen«le  Zahl  ver- 
mehrt, diese  Somrae  TerBeoBfacht,  und  dieses  Product 
um  n  vermehrt;  am  den  Nenner  zu  bilden,  hängt  man  aB 
die  Ziffer  neun  (r  — 1  )  Nullen  wobei  r  die  halbe  Stellen- 
zahl der  Periode  ist]  an,  schreibt  reehts  noch  die  Zahl 
neun,  nnd  so  viele  Nullen  als  der  Periode  Ziffern  vor- 
hergehen. 

Z.  13.  0  123  52412536.  Da  hier  a  =  7,  »  =  5241,  p  =  123,  r-=4 
und  m     3  ist,  so  erhält  mau 

ftr        q[(pl(y+x)+p]+a  =  9[12Sbm+12S}  +  7  —  11118383 

für  iV  =  9 . 10^[ia*+l]  =  9UU09UUU 

daher  ist 

11118283 


U  123  52412086  « 


90009000 


ü  4256543201234.  Da  a  »  6,  «  »  65432,  p  —  425,  r  «  5  nnd  m»3 
ist,  so  mnss 

Z=  9[425ti5i324-425]+^»  =  3ö3092719  und 
zV«=  9UUUÜ9UUUU 

sein,  deshalb  ist 

'W^  )027 1  ^) 

0-4256543201234  =  '^^^^ 
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Ebenso  findet  man  für 

U.  8.  W. 

Setzt  liian  für 


10*^^10»rT^10ir-r  •••  -r  =  jy^iQr 

so  ist  aus  Gleichung  1) 


wobei  für 


geaetet  worde»  und  da  nacb  fielation  5.  [1.  Heft,  Seite  90] 


ist,  80  muss 


^1  ,  •^^'"'^ 


^  =    -  _j_   

sein,  nacb  einfacher  Bednction  findet  man  fflr 

Setzt  man  in  Gleichung  3)  den  eben  gefundenen  Wert,  so  wird 

Z      9[(;)10'+ic)  +  ;;]  +  a  • 


N         9. 10«  (10^+1) 


Gleichung  4)  führt,  wenn  «  =  9  wird,  zu  einer  sehr  eiufacheu  Vor- 
waudlungs-Müthode,  es  ist  dann 

Z     9[(plO'+x)+2q+^  (pl(y+x-\-l)+p 

N'^     9.1(>»(lCr-f-i)     ^     10»(1(>=+1)      '  '  '  ^) 

Ans  Gleichung  5)  folgt  die  Regel; 

Kill  uiiruiu  periodischer  Decinial  brach,  dessen  Pe- 
rle den  Ziffern  sich  zu  neun  ergänzen,  wird  in  einen  ge- 
wöhnlichen IJruch  verwandelt,  indem  man  die  der  Pe- 
riode vorgehenden  und  die  die  erste  Hälfte  der  Periode 
bildenden  Ziffern  als  eine  Zahl  betrachtet,  und  die  um 
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die  Einheit  vermehrte  vor  der  Periode  stehende  Zahl, 
zn  dieser  Zahl  addirt;  die  erhaltene  Summe  teilt  mau 
durch  10»(10^-f-l),  wo  r  die  Stellenzahl  der  halben  Pe- 
riode, nnd  m  die  Anzahl  der  der  Periode  vorgehenden 
Ziffern  y erstellt. 

Z.  B.  0-4  23457654    Da  hier  a  =  9,  a;  =  2345,  »     1  nnd 
r  —  4  ist,  so  erhält  man  fttr  ^Tas  43345+14-4  —  42350,  flElr 
10(10^+1)  «  100010,  daher  ist 

42350 

0 '  4  23457654  = 

100010 

Eben  so  findet  man 

n.  8.  w. 

II.  Soll  ei«  Bruch  von  der  Form  ^jjQ^W^l)* 
r  and  m  ganze  Zahlen  vorstellen,  in  einen  Decimalbrnch 
verwandelt  werden,  so  werden  nur  (i»+r)  Ziffern  durch 
gewöhnliche  Division  bestimmt,  die  zweite  Hftlfte  der 
Periode  findet  man,  indem  man  die  Ergänzung  zu  a  bil- 
det. Die  Ergänznngszahl  a  ergibt  sich  als  Rest  bei  der 
Division  des  Zählers  durch  neun. 

_       1567^9437    ,  „  ^ 

90oäx)()9{)'  t»  —  1  ist,  so  bestimmt  man 

durcli  go.wühulicho  Division  die  H  ersten  Ziffern  50754376.  Durch 
Bestimmung  der  Ziffersumnie  des  Zählers,  und  nach  Weglassung  der 
in  dieser  Summe  cuthaltcuen  Neuner,  ergibt  sich  die  Ergäuzongs- 
zahl  8,  daher  ist 

456789437 

9QQQQQQQQ  =  0-507  54376  8134512 
u.  s.  w. 

Ist  }•  >>  m,  so  lässt  sich  sofort  eine  zweckmässige  VcrwaudkiDgs- 
Methode  aufstoUeu: 

Man  zerlegt  Z  in  9-4-|-a,  von  der  Zahl  A  werden 
die  m  ersten  Ziffern  dieser  Zahl  abgezogen,  uud  der  er- 
haltenen Differenz  die  zweite  Hälfte  der  Periode,  die 
aus  «*  Ziffern  bestellt,  angehängt,  die  zweite  Hälfte  der 
Periode  findet  mau,  indem  mau  die  Ergänzung  zu  a  bildet. 

220830892 

900000900*   ^*        7»  =  2,  r  =  6,  also  r^ia  ist,  da 
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crner  220830892  9 . 24536765 -f  7  ist,  «  =  7  uud  ^  =  24030706, 
daher  24530705—24  =  24530741,  also 

290690682 

900000900-^*2^^^^^*^2^^^ 

«  „      «  645783454  .     .      ^  ,  ^  ^  _^ 

Soll  z.  B.  y(^)(  )(^>()9()(j(j  IQ  ö^oen  Beeimalbrach  verwandelt  werden, 

so  ist  nnter  Berücksichtigung  der  Entwicklung  auf  Seite  88  (1.  Heft), 
dam  =  3,  r  =  5  und  045783454  =  9.71753717  +  1  ist,  «  =  1  und 
717&3717,  daher  71753717—717  «  71753UO,  also  ist 

G45783454     ^  ^n-  a-i^^^ 

yyy^^  -  0-717  63000[-4][-2]lll 

Nimmt  man  aber  als  Ergänznogszahl  fOr  a  =  10  an,  so  ist  sofort 

045783454 


900009ÜÜO 
Wien,  am  21.  Aug.  1874. 


=  0-717  &299958111 
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xvm. 

Zur  Theorie  des  eingeschriebenen  g:leicli8eitigeii  DreieclLS 

ia  d«u  Kegelschnitten. 

Von 

HeiTo  lugeDieur-Uauptmaim  von  ßta^sernchleben. 


Die  Gnrve  y  =fix)  ist  geigdhen,  und  aasserdem  ein  fester  Panlct 
P  mit  den  Goordinaten  m,  «.  Die  Verbindungslinie  zwischen  diesem 
festen  Punkte  ond  cmom  Punkte  der  Gurre  ist  Jedes  Hai  auf  der 
betreffenden  Ordinate  abzuziehen  oder  hinzuzuaddiren;  wir  betrachten 
den  geometrisehen  Ort  aller  Endpunkte. 

Die  allgemeine  Formel  des  geometrischen  Orts  aller  Endpuukte  ist 

Gehen  wir  nach  einander  zur  Betrachtung  der  bei  den  Kegel- 
schnitten entstehenden  Gurven  über,  denen  sich  die  gerade  Linie  als 
Anhang  anschliessen  soll,  so  haben  wir 

I.  bei  der  Parabel 

aus  der  Grundgieichuug  und  der  Scheitelpunktsgleichuiig  derselben 

die  der  gesuchten  Curve: 

Vi  =  ±  Vpx  ±  VWp^  -  ny+{x—m)K  (1) 

Dies  ist  eine  Gleichung  vierten  Grades,  und  wollen  wir  deshall) 
specieller  die  drei  Fülle  ins  Auge  ÜMMen,  wenn  der  gegebene  Punkt 
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auf  den  Brenn-,  Sehatel-  und  An&ugspunkt  der  Parabel  verlegt  ist 
Nach  Substitution  fttr  y  schreiben  wir  y  statt  yi. 

a)  mÄ+|t  »««0. 
Die  Gleichung  (1)  geht  dann  über  in 


V^±Vpx±\/(Vpx)^  +  {x-^^  Oder 
F&r    »  0  ergiebt  sich  y  -=  ±^ ,  für  «  =  +|  y  — 


(2) 


Fttr  Jeden  anderen  Wert  von  x  ergeben  sich  entsprechend  den  vier 
Vorzeichen  vier  Werte  für  y.  Die  gefundene  Curve  hat  vier  Aeste, 
zwei  concave  und  zwei  convexe,  von  denen  die  beiden  inneren  die 
Parabel  schneiden. 

giebt  für  ^  -f  4  •  y  ^  ^"^  Maxiimun  und  ein  Minimum  auf  der 
X  Axe;  alle  vier  Aeste  laufen  in  die  Unendlichkeit  fort 

Um  die  Schiiittiuiiikto  mit  der  Parabel  zu  finden,  setzen  wir  die 
Werte  für  die  Ordinateu  einander  gleich. 

+   Vpx  +  (x+fj  (3) 

Daraus  ergiebt  sich  für  x  dw  positive  Wert  ^  p(l  ±  V  -i) ,  und  für 

y  —  p  1  T-E~v'  l^i^'  Curveii  schneiden  die  Paral)el  nai-b  den  dop- 
pelten Vorzeichen  also  zwei  Mal  und  zwar  für  —  V  3)  und 

y— liVI— ^3  zum  ersten,  für  aj  Ä|>(i+y  3)  und  y=*pV¥+y3 
zum  zwdten  Male,  vide  Skizze  I. 

b)  1»  —  0,  «  —  0. 

Die  Grundgleichung  geht  über  in 

Für  aj  =  0  wird  y  auch  =  0;  für  jedon  anderen  Wert  von  r  er^^eben 
sich  entsprechend  deu  vier  Vorzeichen  vier  Werte  für  y.  Die  Curve 
liat  also  vier  Aeste. 
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Da  ndi  daraus  «  «  0  und  —ip  eigiebt,  kann  die  Corvo  weder  ein 
Maximnm,  noch  ein  Mininrnm  haben,  sofern  in  «^=0  beide  zn- 
sanunen&llen.  Dies  gilt  nur  für  2  Zweige  entsprechend  den  Zeichen 
(+,  +).  Ffir  « <->  0  wird  der  zweite  Bifferentialqnotient  =  oo;  hier 
findet  ein  Rflckkehrpnnkt  nnd  ein  KrflmmnngBradins  »  0  statt  Da 
tr  und  p  stets  positiv  siud,  so  ist  aus  dem  zweiten  Differential« 
quotienten  leicht  zu  ersehen,  dass  die  Cnrve  zwei  zur  Absdssen-Axe 
oencave,  zwei  desgleichen  convexe  Aeste  hat,  vide  Skizze  IL 

Um  den  Schnittpunkt  mit  der  Parabel  zu  finden,  setzen  wir  die 
Ordinatea  einander  ^eich 

Daraus  ergiebt  sich  für  x  der  pofiitive  Wert  »  2p,  Die  zugehörige 
Ordinate  y  =»  i:  p  V  3. 

Hier  wird 

»^±v^±y^+ip»+^  (6) 

Für  »  =«  0  ist  y  =  ±^  >     für  a:  =  ^,    y  =  ±  PÜ  für 

y  fB=  0   wird  JT  =  —  j    Da  jedoch  x  nicht  negativ  werden  kann, 

so  sohneidet  die  Gurve  die  Absdssen-Axe  mtkt.  Dagegen  schneidet 
sie  die  Parabel  selbst,  für  welchen  Punkt  sich  aus 

+  \7^  ---'VFx  +  ya^^  +  ipx  +  ^l  (7) 

der  Wert  x  « |(6 ±VÜ)  und  y = ±| Vöi VsÄ  ergiebt  Setzen 

wir  zur  Bestiraniuiig  dt-r  Maxima  und  Minima  der  DitFcreutialquütieu- 
ten  =  ü.   Wir  haben 

wonuis: 
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oder 

Dieser  Gleichung  geuügeu  2  negative  Werte  uuii  der  positive 

*=1»  4 — 
Erstere  sind  za  verwerfen;  letzterem  entspricht: 

also  ein  Maximnm  nnd  ein  Minimum. 

Der  zweite  Differentialqaotient  hat  2  Paar  entgegengesetzte  Werte, 
denen  zwei  convexe  nnd  zwei  concave  Aeste,  wie  Fig.  3.  zeigt,  ent- 
sprechen. 

11.   Bei  der  Ellipse. 
Wir  gehen  von  der  Gleichung  der  Ellipse 

=  4-  -V —  ii^ 
—  a 

aus,  und  erhalten  daraus  nach  der  allgemeinen  Formel:  . 

y = ±  ^y«^^^  ±  |/(^  Vi«z:it-.,„y-l-(a._„)i»  (7) 

Wir  betrachten  zwei  SpecialMe  näher,  nftmlich 

1)  wenn  »»  =    =  ü,  und 

2)  wenn  i»  =  0,  n  = — a 

ist,  also  wenn  (h^r  gegebene  Punkt  der  Mittelpunkt  oder  ein  Scheitel- 
punkt der  Ellipse  ist. 

1)  mssn  —  O. 
Die  Gleichung  (7)  geht  dann  über  in 

.=  ±\i^-^±Y^^^^^        .  (8) 

Für  «  =-  0  ist  y  ±  2h  und  0,  für  a;  =  +  a  wird  y  ebenfalls  +  a. 
Für  alle  Werte  von  x  zwischen  0  und  x  «  ergeben  sich  für  y  vier 
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Werte;  Uber  ±,a  hinans  existireii  keine  reellen  Werte  fttr  y.  Den 
Differentialquotienten 


znr  Ennittelung  der  Maxima  nnd  Minima  —  0  gesetzt  und  mit  den 
Nennern  mnltipUcirt,  giebt 


Aufgelöst  und  gehoben,  erh&lt  man 

Diesen  Wert  in  Gleichung  (8)  eingesetzt,  ergiebt  sich: 

Die  Curve  hat  demuacli  zwei  Maxima  und  zwei  Minima. 

*     *^       0»  oa;  ' 


Aufgelöst  und  gehoben,  erhält  man 


x^±a/jy  ,;6^3„4ft2—  Ä8l-3a*/>.-a« 

als  lieätimniuug  der  Wendepunkte. 

Um  die  Schnittpunkte  der  Curve  und  der  Ellipse  zu  finden, 
setzen  wir: 


a  a  —  f 


(9) 


woraus: 
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Die  Ellipse  wird  daher  vou  der  Curve  vier  Mal  geschnitteu.  Wie 
Fig.  4.,  ö.f  6.,  7.  uud  8.  zeigen,  ändert  sich  die  Coniigiiration  der 
Curve,  Maxiina  nnd  Minima,  mit  dem  Yerbältniss  des  Wertes  von 

a  i  Ä.  So  ist  z.  B.  für  ==  ^  die  Abscisse  des  Maximums  a;  =  +  «|/^» 
fttr  a5  =  ±«|^'    für  b^a    »  —  0,   und  für  b^2a 

flp  =  +  «  j/^  (ein  unmöglicher  Wert). 

2)  I»     0,  n     — «. 

Die  Gleichung  (7)  geht  daun  über  in 

»^±1  Va*  -^  ±  ]/x^.  (l  -  ^)+2aaf+a^+i*  (10) 

Der  leichteren  Rechnung  wegen  gohon  wir  durch  Substitution  x — a 
f&r  X  anf  die  Scheitel-Gleichnng  der  Ellipse  ttber,  wonach 

y  =  ±  ^  V2ax-^x»  ±  \/~  i2ax-x^)+x^  (11) 

wird. 

Für  ««0  ist  y  ebenfalls  0,  für  aj«+2a  y  =  ±2a,  für« 
negativ  ond  [>2a  wird  y  imaginftr.  Ans 

erhält  man:  ^  

2oft»+fl^  ±  aV    + — 

Die  Curve  hat  also  ein  Maximum  und  ein  Minimum.  Die  Schnitt- 
punkte mit  der  Ellipse  ergeben  sich  aus  der  Gleichung: 

'  ö  a  r  a 

nämlich:  ^  ^ 


0 


.  2flftV3 

Die  Curve  wird  also  von  der  Ellipse  zwei  Mal  geschnitten,  wie  Fig.  9. 
zeigt 


20* 
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III.   Bei  dem  Kreise. 

Um  die  betreffenden  Formeln  fOr  den  Kreis  za  finden,  haben  wir 
nur  a  —  k'^r  za  setzen,  doch  müssen  die  Differentialquotieuten  noch 
ein  Hai  entwickelt  werden. 

Die  Hauptgleichung  ist 

y  —  ±  Vr^— ^  ±  V{y^s^—  m)«+  (tfj— «)«  (13) 

1)  Wird  der  Mittelpunkt  als  der  gegebene  iPunkt  angcuommeu, 
so  geht  die  Gleichung  Uber  in 

y  ==  ±       -    ±  r  (14) 
Für  «  —  Oi8ty=»i:2r,  für  a;=ir  y  ebeuialls  =  ± r. 

gesetzt,  giebt: 

I*  f* 

Die  Ordijiateu  für  die  Schnittpunkte  sind  »  —  ±  g  y  =  ±2* 

Die'  gesuchte  Cahe  ist  also  eben&Us  eine  Kreislinie  und  zwar  be- 
steht sie  aus  zwei  Kreisen,  die  sich  im  Mittelpunkt  des  ursprüng- 
lichen Kreises  berühren,  und  ebenso  gfoss  sind  wie  dieser;  sieh^  Fig.  7. 

2)  Wird  ein  Punkt  der  Peripherie  gewählt,  so  ist  die  Gleichung 

y  —  ±  Vär«— «2  ±  y  2r«  (15) 
Für  «»0  ist  y  auch  «>0,  fOr  «=-f-2r  y«-±2r.  Aus 


Bv  r— flf  r 

^      ± -7=^  4- 0 


findet  man: 


,3  .rys 


Die  Ordinalen  für  die  Schnittpunkte  der  Curvo  und  des  Kreises  sind 

Fig.  9.  zeigt  eine  der  eben  bestimmten  Gurre  ähnliche. 

IV.  Bei  der  Hyperbel. 
Aus  der  Mittelpunktsgleichung  der  Hyperbel  erhalten  wir: 
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iff±l  V«*     ±  VcT^)* (16) 

Fttr  f»  =  n  «  0  gesetzt,  geht  die  Gleichung  Ober  in 

F(ir  a- =  0  wird  ^  imaginär,  desgli-ichen  für  alle  Werte  z>Niselien 
0  und  +  a.  Für  x  ^  -J_ff  wird  y  ebentulls  u;  ist  ^-  ^  '^r,  so  er- 
lialteu  wir  vier  Werte  von  /y  für  den  positiven,  und  vier  für  deuäeibeu 
negativen  Wert  von       Setzt  mau 


80  kommt: 


und  dafür 


4-  lA'+^ 


Die  Cnrvo  hat  demnach  zwei  Maxüiaui  und  zwei  Minima.  Zur  Be- 
stimmung der  Schnittpunkte  setzen  wir: 

-ya;«-a«  -  -  jy»»-a«  +  y  -i-^,  (18) 

woraus: 


Für  diesen  Wert  wird 


Es  darf  daher  a'  +  i?-*  wedtT  tileich,  noch  klciiur  als  a-lr  werden, 
wenn  noch  Scliuittpuuktc  erhalten  werden  äoUtu,  wie  die  Fig.  lü. 
und  11.  zeigen. 

Aus  den  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Scfinittpnnkte  der  ge- 
suchteni  Gurven  und  der  Kegelsehnitte,  also  (3),  (5),  (7),  (12)  und  (18), 
lassen  sich  mit  Leichtigkeit  die  Seiton  des  eingeschriebenen  gleich- 
sritigen  Dreiecks  in  den  Kegelschnitten  berechnen.  Die  Entfernungen 
des  gegebenen  Punktes  {mn)  von  den  Schnittpunkten  sind,  sobald 
derselbe  in  der  x  Axe  liegt,  einander  gleich  und  gleich  der  Ent- 
fernung der  Schnittpunkte  Ton  duander.  Es  bilden  also  diese  drei 
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Punkte  die  Eckpunkte  des  gesacbteu  Droiccics  and  ist  die  Seite  gleich 

der  doppclteu  Ordinate. 

Die  symmetrischen  Schnitte  der  Gurreu  (y)  und  (^i),  iu  der  Figur 
bezeichnet  durch  A ,  bildep  nun  mit  P  jedesmal  ein  gleichseitiges 
Dreieck.  Wir  haben  also 

1.   Fttr  die  Parabel 

a)  wenn  der  Brennpunkt  ein  Eckpunkt  dieses  Dreiecks  PAß  ist: 

«-p(5±Va)    und  y«p^/|±V3. 

Die  Seite  des  eingeschriebenen  gleichseitigen  Dreiecks  mit  8  bezeich- 
net, ist 


8 


Wir  erhalten  also  vom  Brennpunkt  ans  zwei  gleichseitige  Dreiecke 
Aber  den  Seiten 

S-.22)j/^+y3   oder  3,705 

und-=  2p  j/j— ya   oder  —p. 0,027.  Siehe  Fig.  12. 

b)  wenn  der  Scheitelpunkt  ein  Eckpunkt  ist 

oder  =  p. 3,464.   Siehe  Fig.  12. 

c)  wenn. der  Anfangspunkt  ein  Eckpunkt  ist 

S^p  Vb±  y24. 
Wir  haben  also  wiederum  zwei  Dreiecke: 


Vö  — y24  =  p.0,031,  und 

S  —  2^Vb  +  y24  =  2' .  3,140.   Siebe  Fig.  12. 

U.   Für  die  Ellipse, 

wenn  dn  Eckpunkt  des  eingeschriebenen  gleichseitigen  Dreiecks 
in  einem  der  vier  Scheitelpunkte  liegt: 
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FOr  die  Dreiecke  ans  den  Scheitelpuiiktcn  der  kleinen  Achse 
brauchen  die  Werte  von  a  und  0  nur  vertauscht  zu  wtrticu,  also 

Es  lassen  sic  h  also  von  den  vier  Scheitelpunkten  aus  vier  gh'icü- 
seitige  Dreiecke  in  die  Ellipse  einschreiben,  von  denen  die  entgegen- 
gesetzt in  derselben  Achse  liegenden  eina'^der  gleieb  sind. 

Ist  <z  =  ^»^3,  so  wird  j-  (u  >/  —  />,  alsu  S  '2h.  Die  bri(|<  n 
Dreiecke  au  der  grossen  Aclwr  liultcn  also  die  kleine  Achse  iicnicin- 
bchattlich,  Fig.  14.  Die  beiden  Dreiecke  au  der  kleinen  Achse  haben 
dann 

Ist  a^^»y 3,  so  berühren  sich  die  Dreiecke  an  der  «rrosseu 
Achse  nicht,  ist  <T<[/>y  3,  so  greifen  sie,  wie  die  der  kleineu  Achse 
über  einander;  Fig.  13,  15. 

m.  FQr  den  Kreis, 

also  a  =  6  —  r  ist  fOr  jeden  Punkt  der  Peripherie 

Ä  =  rV3: 

IV.    Fttr  die  Hyperbel, 
a)  wenn  ein  Eckpunkt  des  pp.  Dreiecks  im  Mittelpunkt  liegt,  ist 


_*   l/      a^+h^  —  aH^ 
und  üör  die  gleichseitige  Hyperbel,  wo  a  »  6, 

b)  wenn  ein  Eckpunkt  des  pp.  Dreiecks  im  Scheitelpunkt  des 
Hyporbelastes  liegt 

/  
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Im  Falle  ada)  muss  rt<^6y3,  ad  b)  rauss  «>>6y3  soin,  wonn 
ein  pp.  Dreieck  mögUcli  werden  soll,  Fig.  16,  17. 

Ist  «  =  />y'3,  so  fallen,  wenn  der  Kckpunkt  im  Mittelpunkt  der 
Hyperbel  liegt,  zwei  Seiten  des  pp.  Dreiecks  uut  den  Asymptoteu 
zusamiueu  und  es  ist 

5  =  00. 

V.  Die  gerade  Linie. 
Wir  haben  als  ürundgleichung  der  geraden  Linie 

Daraus  ergiebt  sich  als  Gleichnng  für  den  geometrischen  Ort 

=    + Ä>  ±  y  («  — i^hTc«*  +^) — »)*  (1) 

welche  entwickelt  lautet: 

y«— afS— 2aa;y— 2i,y+a;(2f/*+2ai0+2i»»— I»*— =  0  (2) 

das  ist  die  ülcichuug  einer  gleichseitigen  Hyperbel. 

Für  «i  «=  0,  för  n  0  und  i»  =  «  «=  0  gehen  die  drei  Grnnd- 
gldcfanngen  übir  in: 

a)   y     («P+Ä)  ±  Vx^ ia^+lj—x{2 «  »  —  2a6)  +  «» — 2 »ö 
C)    y  ==  (ax+Ä) ±  Va;-^ (a^+ 1)  +  2 

Von  diesen  3  Gleichungen  ist  die  Gl.  c)  für  6  »=0,  d.  i. 

keine  Hyperbel  mehr,  sondern  die  Gleichnng  der  geraden  Linie.  Geht 
also  die  gegebene  Linie  durch  den  Nullpunkt  des  Goofdinatcnsystems 
nnd  ist  der  feste  Punkt  eben  dieser  Nullpunkt,  d.  h.  liegt  der  ge- 
gebene feste  Punkt  in  der  gegebenen  geraden  Linie,  so  besteht  der 
in  der  Aufgabe  gesuchte  geometrische  Ort  in  zwei  ger^^aDn  Linien, 
welche  sich  in  dem  gegebenen  festen  Punkte  schneiden. 

Es  erübrigt  noch  die  Coordinaten  des  ISIittelpunkts,  den  Winkel, 
den  die  x  Achse  mit  der  Hyperbelaelise  bildet,  und  dif  Länge  der 
letzteren  fUr  die.  gefundene  gleicliücitige  Hyperbel  zu  berechnen. 

Um  nicht  mit  zu  laugen  Fermeln  (»i)erireu  zu  müssen,  und  da 
mau  inmier  das  Coordinatensystem  auf  den  gegel)ent  n  festen  Punkt 
verleben  kann,  so  dass  m  =  h  =  0  wird,  nehmen  wir  die  Gleichung  c) 
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als  Ausgaugsgleichuug  für  obige  Operationen. 

Zuvor  sei  bemerkt,  dass  unter  „('orrespondirondon  Puuk* 
teu  an  der  Hyperbel"  solclie  verstanden  werden,  welche  dieselben 
"Werte  der  Ordiiiaten  und  Abscissen,  aber  mit  umgekehrtem  Vorzei- 
chen besitzen.  Daraus  folgt,  dass  die  Verbindungslinie  zweier  cor- 
respondirenden  Punkte  durch  den  Mittelpunkt  der  Hyperbel  geben 
und  in  letzterem  halbirt  werden  mnss. 

IJestiiiinit  mau  iniii  für  eine  hclicbigi'  Lage  der  Hyjierbcl  die 
Maxima  und  Miuima,  so  sind  diese  correspuudireude  Tunkte.  Aus 

^^^^  „0 


ergiebt  sich: 


ab     ,     ab        I  ^ 


2  (ib 

Den  Wert  *  =  —  ö^^i  Gleichung  (7;  eingesetzt,  gi<  l»t: 


oder: 


2aVj_ 
1 


Fflr  ac-»0  wird  y  =  |  1^ 

Wir  haben  demnach  als  Maximum  und  Minimum  nnd  correspon- 
din*ndc  Punkte  die  durch  die  Abscissen  und  Ordinaten 

«  =    ff^O  and       —  i^'^  +  ^l 

bestimmten;  siebe  Fig.  2. 

Da  der  ^littelpankt  der  Hyj)  rlKd  die  VcrbindniK/slinu-  beider 
Punkte  halbirt.  su  hat  «Irrs«  !)»«-  zur  .vr.scisse  und  Ordiuat«.  di«.  lialfte 
der  Werte,  als  der  Miuinialpuukt,  nuinÜch 
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Verlegen  wir  das  Coordiuatcnsystem  nach  dem  Mittelpunk  der 
Hyperbel,  so  mttssen  wir  in  Gleichung  (3)  statt  sb 

ah 

nnd  statt  p 

setzen.  Wir  bringen  zuerst  Oloichung  (3)  auf  den  Ausdruck: 

yj» — a;» — 2a«y — 26y  «  0, 

und  erhalten  dann: 

Aufgelöst  uud  gehoben,  geht  die  Gleichung  (4)  über  in 

yi-^_2a«y  -         -  0  (6) 

Wir  haben  nun  zunächst  den  Winkel  zu  berechnen,  um  den  das 
Coordinatensystem  gedreht  werden  muss,  damit  die  y  Axe  mit  der 
grossen  Aze  der  Hyperbel  zusammenfftllt  Wir  haben  zu  dem  Zweck 
in  Gleichung  (5)  zu  setsen: 

SB  mm  tcos'^'-tesin^. 

Wir  haben  dann: 

(tein  4^-|-«co84^)'^  (icos^— «sin(^)'^2a(<sin9-|-flM$os&).(ico8(^ — usin^) 

Aufgelöst  und  die  Gleichartigen  zusammengezogen,  giebt 

+»<.(2sin2^~2aco8«0+2arin«^)--  =  0  (6) 

In  dieser  Gleichung  (6)  muss 

werden,  und  da  es  2«i  nicht  werden  kann,  so  muss 

8in2^— a(co8*d  — sin*^)  =  0 

werden,  woraus: 


Digitized  by  Google 


glMseiiigm  JDrmdt»  in  den  Ki^MuutUm, 


315 


Drehen  wir  also  Uns  (Koordinatensystems  um  die  üälfte  dos 
Wink(  Is,  deu  die  ui-sprüngiicb  gegebene  gerade  Linie  mit  ihrer  x  Axo 
msMätAi  (siehe  Fig.  2)  so  fällt  <Ue  p  Axe  mit  der  grossen  Aze  der 
Hyperbel  zusammen. 

Setzen  wir  ^  ^^^^  ^  ^      Gleichung  (6)  ein,  so  erhalten  wir: 

=     COS'*  a  ■■ 


Aus  dieser  Gleichung  erhalten  wir  die  Lange  der  Axou,  wcuu  für 
y  =  0  der  Wert  vou  x  entwickelt  wird,  woraus 

X  =  &(cos«)l 

^  « 4- i/:3ZEzz:  ^ + i/i:^ 

l/?+T.(««+l)  y(a«+l)* 
Die  Lauge  der  Axo  von  einem  Scheitelpunkt  der  Hyperbel  zum  an- 
dern, ist  also  , 

Daraus  folgt  nachstehender  Satz: 

Wenn  man  von  einem  beliebigen  festen  Punkte  in  der  x  Axo 
eines  rechtwinkligen  Coordinatcnsystcms  nach  allen  Punkten  der  // 
Axe  Verbindungslinien  zieht,  und  aus  den  Punkten  der  y  Axe  Paral- 
lelen mit  der  x  Axe  gleich  den  entsprechenden  Verbindungslinien,  so 
bilden  die  Endpunkte  dieser  Parallelen  dne  gleichseitige  Hyperbel, 
deren  Axe  (2a)  gleich  der  doppelten  Entfernung  des  gegebenen  festen 
Punktes  von  dem  Schnittpunkt  des  Goordinatensystems  ist;  siehe  Fig. 3. 

Ausucuoiiinicn  von  der  Wahl  dt-r  Punkte  ist  dei-  Schnittjuinkt  der 
Coordiuateii ,  woklicr  nach  deniseibeu  Verfahren  die  Asymptoten  zu 
der  gleichseitigen  Hyperbel  liefert 

Magdeburg,  im  Sommer  1872. 
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XIX. 

üeber  Haroiouikalen  im  Dreieck. 

Von 

Emil  Hain, 


Ist  p,t  die  Nurniale  eines  Punktes  F  auf  die  Seite  a  des  Droi- 
eckos  ABC^  80  ist  die  Gieichttog  von  PA 

wa  076,  xe  den  Normalen  irgeud  dnes  Punktes  der  PA  auf  die  Sdten 
b  and  c  proportional  sind.  Die  Gerade  PA  trifft  BC  in  Die 
Gleichung  von  B'C'  ist  dann: 

J»ft      pc      P«  *** 

denn  sie  t^'fht  durch  den  Punkt  den  Scbuittpuukt  der  PB  und 
^C,  bestimmt  durcii  die  Gleichungen 

—     =  0,    n  =  0 

pc  pa 

und  dnrch  den  Punkt  C\  den  Schnittpunkt  der  Goraden 

 0,      JTC  0 

Pa  pb 

Die  J3'6"  schucidet  BC  in  einem  Punkt  ^j,  dessen  Gleichungen  sind: 
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— ^  =0,    aBa  =  0 

pb      Ih-       pa  ' 

woraus  folgt,  dass  ^  ein  Punkt  der  Geraden 

^«  I     _j_  •^'^  =  0 

Pa      pb  Pc 

ist  Zugleich  liegen  in  dieser  Geraden  auch  die  Punkte  Bj,  (\, 
Weil  nun  die  Ponktreihe  A^A'BC  harmoniscli  ist,  so  nennt  man 
diese  Gerade  die  Harmonikale  des  Pnnktes  P.  Ist  nun  P  ein  Sym- 
metriepunkt  des  Dreieckes,  so  ist  seine  Harmonikale  eine  Symmetrie« 
gerade  des  Dreieckes.  FftUt  z.  B.  P  mit  dem  Schwerpunkt  zusammen, 
so  ist  dessen  Harmonikaie  die  unendlich  entfernte  Gerade  in  der 
Ebene  des  Dreieckes. 

Die  Entfernung  des  Höhenpanktes  von  seiner  Har- 
monikaien ist  zu  bestimmen. 

Hier  ist  p„  =  2rcos/5cosy,  wcun  «r,  ßy  y  die  Winkel  und  r  den 
Umkreisradius  des  Dreieckes  bezeichne».  Demzufolge  ist  die  Glei- 
chung der  Harmonikaien  des  HOhenpunktes: 

Nun  ist  nach  den  Formeln  für  trimetrische  Coordinaten  der  Abstand 
des  Pnnktes      von  der  Geraden: 

gegeben  durch: 

 ^0^«a^  

l/IV—- 2i  öjiÄi  COS  y 

liier  ist: 

£aiX»  =  4Scosa.2rcos/Scos/  =  6r27costt 
'  Sot^  =  Xcoscr>  =  1— 2l7cosa 
2£a^b^cosY  —  617cosa 

Die  zu  bestimmende  Entfernung  hat  demnach  zum^  Ausdruck: 

Vi— Sncos«**^  ~~  V^(i^— 4<P)''^ 

wo  den  FlAcheninhalt  dee  Urdreieckes  und  0  den  seines  HOhen- 
fnsapmiktdreieckes  bezeichnet 
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Die  Harmonikale  des  Inkreitcentrams  steht  seak- 
recht  »Bf  der  Centrale  des  In-  «od  Umkreises. 

Für  cias  Inkrel^c'.'ntmm  ./  hat  man  j*,  =  ^,  Die  liarmonikale 
von  J  bat  also  die  Gieichaug:  £xa  =  0. 


Konude  des  ÜMJadsceuüimia  17  aaf  a  ist  rcoso: 

Die  Verbindangggerade  zweier  Punkte  ^1«'  bat  die  Gkichioig: 

Sipmit  ist: 

Sollen  nan  zwei  Gerade 

Sa^xa  »  0   and  £a^Xm  »  0 

einander  scukrecht  schneiden,  so  moss  sein: 

Hier  ist: 

En^  Z  (cos  ß  — cos  y)  ==  0 

2?(a,/'f+«,Äi)co8y  =  2?  (cos  ^— cos  o)  cos  y  =0 

womit  die  angestellte  Bebanptang  bewiesen  ist 

IV. 

Das  K(M-Iitcck  aus  dem  Perpendikel  vom  lukreis- 
centrum  auf  seine  Harmonikale  und  dem  Abstände  der 
In-  und  IJmkrciscentra  ist  dreimal  so  gross  als  das 
Böchteck  aus  In-  und  Umkreisradins. 

Ist  e  das  Perpendikel  von  ./  auf  seine  Harmonikale,  so  ist  nach 
der  in  II.  gcbraucbten  Formel: 

y 2£  ffj    cos  y 

Hier  ist: 

Xiij«—  2£(tilj^C0Hy  =  3  — 2-Sco8a  =  3—2  =  ^-—^ 

AIbos 
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3rp 


und 


V. 

Es  ist  der  Flächeninhalt  des  Dreieckes  zu  bestim- 
men, das  von  den  Ilarnionikalcn  des  In-  und  Umkreis- 
ceutrums  und  des  Uöhenpunktes  gebildet  wird. 

Die  gesnchte  Flftche  sei  Die  Oieidrangen  der  drei  Hanno- 
nikalen  sind: 

Das  von  den  drei  Geraden: 

gebildete  Dreieck  hat  zum  Flächeninhalte  den  Ansdmck: 

SrF^ 

«8 


^3  <*3 


«1 

h 

«2 

h 

^2 

1 

• 

«8 

a 

h 

e 

a 

b 

e 

|a 

C 

Sind  femer  xmxbaseca  bzhw.  die  Normalen  TOn  Ä\  B\  C  auf  n, 
80  ist: 

I  Xaa  Xab  Xm  ! 

A  ^'-ö'C  ^  ***^ 

I  jPca  fl'*ee 

Demzufolge  ist: 

US  — 


wo 


A 


I     1  1  1  I 

cos«  cos^  cosy  I 
|co8/Scosy  cosycosa  cosacoBjS 

III 
cosflt    008/}  cosy 
übe 
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eot«        eosß  CMf 
coißcMf  eos/eo6«  cos«co6 
«  b  e  \ 


cos /5  cos  y   cosycostt   cos  o  cos  ^5 
Z>,  —       1  1  1 

;     a  h  e  \ 

jSuu  ist: 

A«^Kfl^— gjf.'    rcos«  rco«/f  rcosy  | 

,2rGOS/lco8y  2reo8ycO80  2rcosacos/3. 

also 

Aehnlicb  laasen  sich  DfDfD^  aosdracken,  wenn  wir  den  Punkt, 
dessen  Coordinaten  abe  sind,  berflcknchtigen.  Es  ist  dies  der  Ton 
Grebe  (Archir  IX.)  untenmchte  Pnnkt.  Bezeichnen  wir  ihn  mit  G, 
so  ist,  weil  fftr  ihn 


rcos« 

2ftF 


9 

rCOBß 


9 

rcosy 


r 

2/' 


roosa           rcos/?  rcosy 

2rc08|3c08y  2rC08ycosa  2r  cos  «cos/? 

2ay              2^  2cF^ 

'£tt*             JSa^  Za^ 


2r» 

Zu'  ^ 


Srcos/Isosy   2rC08yc08flt  2rc08erC0B/3 
9  9  9 


2F 


2(1  F 


'ihF 


2rF 

£a* 


Also  ist: 


£a^^^ 
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Nach  Sabstituiruiig  dicsor  Worte  erhaltou  wir  dann: 

_  2«2ä^o^   __[A  ^^^'i,^  ./L77]2 

Wien,  den  2.  November  1874, 
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XX- 

Yersehiedene  Sätze  filier  das  Breieck. 

Von 

Kmil  Hain, 


1. 

>  • 

Das  Dreieck  aus  den  Mitten  der  Hölien  eines  Drei- 
eckes hat  zum  Flächeninhalt  den  Ansdrnck: 


16} 


,.2 


WO  ff,  />,  F  Seiten,  Umkrdsradiiis  und  Flächeninhalt  des  Ur- 
dreieckes  bezeichnen. 

Ist  Ha  die  Mitte  der  Höhe  auf  tt  der  Gegenwinkel  dieser  Seite 
und  sind  die  Korunden  von  Hu  auf  e  beziehungsweise  atm,  «ah 
Wae,  80  findet  man: 


COSy,  Xae 


cos/?. 


Nach  den  Formeln  für  trimetrische  Coordinaten  ergiebt  sich  dann: 


ahc 
8F2 


Xaa  Xab  f^e 
Sßba  SBtk  fthc 
SBea    OCcb  flf«? 


F 

8 


1  cosy  cosjS 
cosy  1  cos« 
cos/3  Cosa  1 


^  (1  +  2  Ucos  «—  Zcos  «*) 
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Weil  uuu 

^C0S0f^4-2nco8  a  =  1  uud 

so  ist  also: 

J  Ha  Hb  Hc  =  F.  ^        =  2  •  ^COS« 

woraus  sieb  auch  der  Satz  ergicbt: 

Das  Dreieck  aus  deu  Mitten  der  Höhen  eines  Drei- 
eckes ist  viermal  kleiner  als  das  Ilöhenfussiinnktdreieck 
des  ürdreieckes. 

11. 

Verhindet  man  die  Mitte  einer  jeden  Dreieckseite 
mit  der  Mitte  der  zugehörigen  Höhe,  so  schneiden  sich 
diese  drei  Geraden  in  einem  Punkte. 

Ist  A'  die  Mitte  der  Seite  n  und  sind  pnh,  ]h,r  die  Normalen 
von  A'  auf  «,     c;  so  erhält  man: 

F  F 

Jh.a  =  U,     J}oh  =  ^  »       Ihn  =  ^  • 

Die  Normaleu  von        der  Mitte  der  Höhe  auf  seien 

2Mr'.   Die  Gleichung  der  A'Hn  iw  trimetrischen  Coordinaten  ist  dann: 

(c  cos  ß  —  cos  y)  x„  +  fi  ,n  —  cxc  =  0 

Wir  haben  also: 


A '  H„  =  \        ~jx.t~\-bxb  —  c £t 
Ii'  Hb=  —  f(  y<i  +  l — ^  I  av-  +  cxt 
C  Hc  =  +  ax„  —  hxh  +  I — 1  Tc 


Man  hat  aber  für  den  Flächeninhalt  O  des  von  drei  Geraden 

aiXa-\-b2Xb-j-C2Sl'c  =  0 

niXu-\-bQXb-\-CiXc  =  0 
gebildeten  Dreieckes  deu  Ausdruck: 

21* 


824 


Unint  Vers^tedme  Säit*  Uber  da»  Drank. 


2nöcF 

w,  6|  c, 

«3  £^  ^3 

* 

"8  ^  «8  !  f 

As  <^  ! 

«j 

« 

H 

h 

.  [ 

II 

(7 

In  unserem  Fall  ist: 

I  «, 

.  «8  " 

! «» <•« 


1  r«— 


6 


ifj  &i  <?i 

/f^  i  = 

a    h  c 


n 


0 


0 


4-«,       +h  +c 


Vcrschwindot  eine  der  Beterminaiitei«  des  Nenners  im  Ansdrack 
so  zeigt  dies,  dasszwei  der  Geraden  A'Hn  einander  parallel  sind. 
Far  den  roüglichen  Fall  also,  dass  die  Summe  der  Biquadraten  zweier 
Dreiockseiten  gleich  ist  dem  Biquadrat  der  dritten  Seite,  wird  ^ 
nicht  Null  und  es  erleidet  die  aufgestellte  Behauptung  in  dieser  Be- 
ziehung die  augedeutete  Modification. 


m. 


Wird  jede  der  Seiten  eiues Dreieckes  in  drei  gleiche 
Teile  geteilt  und  jeder  Teilungspunkt  mit  der  Gegen- 
ecke verhunden,  so  bilden  diese  Transversalen  ein  Sech- 
eck, dessen  Sciteu  ihnen  proportional  srnd,  und  in  wel- 
chem sich  die  Yorbiud ungsgeraden  der  Gegenecken  in 
einem  Punkte  schneiden. 


Auf  den  Seiten  eines  Dreieckes  AüC  liegen  der  Reihe  nach  die 
Punkte: 


X 
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B  Ac  Ab  C 
C  Ba  Bi  A 
A    C'b    Cn  B 

und  zwar  so,  dass: 

B  Ac  —  Ac  Ab  ~  A(,  C 
CBa  BaBc  =  Bc  A 
ACi,  =  Co  Ca  =  C„B 


u 
3 

3 

f 
3 


Der  Duirlisrlinitt  vdii  /Uir  und  CO,  werde  mit  Jj  dnr  vfjii  ßlin  und 
CCa  mit  bezeiclmet.  Wir  liabcu  dami  das  Seiliseck  J,J_,y^j/y^, 
6',  C';j,  für  wi'khcs  dio  obige  Dchauptuiig  zu  i  rweisi-u  ist. 

Zunä(Oist  wollen  wir  zeigen,  dass  sicii  die  Geraden  -Ii-I:,.  in  cinoni 
Puujit  tretfen. 

Es  sei: 

Winkel   BAA^  ^  d,    CAAj  =  f,    AA,  x 

so  ist: 

JB  AAj-{-JBc AAj  =  /iBA  B, 
JCbAAi-\-^C  .LI,  -  JCACf, 

woraus  folgt: 

ff  c 

cxsind+ sin«  =  garsintf-j-Ä.' sin« 

sind  fß 
sin  £  V 

d.  h.  die  Goraden  -.4.4,  schneid«'!!  sieh  in  einem  Punkt. 

Betrachten  wii-  nun  den  Schnittpunkt  A.^  der  Transversalen  BB„ 
CCa  uuil  setzen  wir: 

Winkel  BAA^  =  6\    CAA^  =  i\    AA^  -=  y 

so  erhalten  wir: 

J  B  AA.^  +  ^  BaAA^  =-  ^BABu 
^CuAA^+  JC  Jyl^  =  JCACn 

c^siu5'+      v/siu  «'  =  -vysinö'  -f-Az/siiif' 

sin  6'   // 

sin  i'  c 
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weshalb  sich  auch  die  Geraden  in  oiuom  Paukt  schneiden.  Nan 
ist  aber 

*  '    '    Sin  e     sin  £ 

also  auch: 

Es  trotten  sicli  duiimach  auch  die  Geraden  A^A^  iu  einem  Punkt. 

Uni  nun  den  andern  Teil  des  aufgestellten  Satzes  zu  beweisen, 
betrachten  wir  zuerst  das  Dreieck  AJttC  mit  den  Transversalen  BBg 
und  C'C'i,  die  sich  iu  trelieu. 

Weil  JA^BCcodAiBeC^j  so  gelten  folgende  Gleichungen: 

A^lf^^""  A^C 

A^  Da  A^  Cu 

BBc       t  cCh 

AyB  ^  _ 

oder: 

^1     =  J  i^i^,  ,  =  I  i/i/c 

A^  Cb  =  1 CYA,  .1,  c  =  i  ca. 

Ziehen  wir  nun  im  Dreieck  ABC  die  Transversalen  BBa  und  CC« 
mit  ihrem  Schnittpunkt  .1,,,  so  ergibt  sich  in  Folge,  der  Aehnlichkcit 
der  Dreiecke  A^BC  nnd  A^BuC«-, 

A^a_^2  A^jCa 
A^B  "^Z^  A^C 

A^a      2  AjCa 
BBa  ""S**  CCa 

A^B  _  3  _  yljC 
BBa  "  b~  CCa 

oder: 

-4,JJ„  =  %BBa,    A^B  —  » 

^2  6'«  =  ?  C'C    A^C=l  CCa 

Die  Transversalen  C'C«  und  BBa  schneiden  sich  iu  A^  CCa  und 
AA,i  in  //,. 

Somit  ist: 

B^C=\CCa,  A^C^iCCu 
80  erhalten  wir  schliesslich: 

A^B^  =  iCCa-  l  CCa  «  io  6'6i,. 

Wien  den  «.  October  1Ö74. 
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XXI. 
Miseellen« 


1. 


Aiifgalie  Uber  berührende  Kreise. 


Gegeben  sei  ein  Dreieck  A^A^A.j^.  Aus  den  Ecken  als  Mittel- 
punkten beschreibe  man  Kreise,  welche  sich  wechselseitig  bertihreu. 


Die  Seite  A^A^  des  Dreieckes  bezeichnen  wir  kurz  «r^,  ebenso 
A^A^  —  ffj,  A^Ai  »  ü}.  Die  Halbmesser  der  gesackten  Kreise 
«*]9  «'s  9  ^sv        der  BedingvDg  ist 

WO  c  «  i  1,  je  nachdem  sich  die  Kreise  von  aussen  oder  von  innen 
berühren.  Es  ist  klar,  dass  entweder  alle  e  positiv  sein  müssen  oder 
dns  positiv  and  die  übrigen  negativ«  woraus  vier  Ldsangeu  sich  ergeben. 

Da  stets  outer  anser  Annahme 

jo    1     Ca  =2 

k  0  1 

ist,  80  ist 


I  1  c,  I 

,-8  =  1 1  0  1     ,  I 

Sind  alle  e  positiv,  so  ergiebt  sich  ans  der  bekannte  Ausdruck 


«8 

0 

1 

«8 

0 

«1 

1 

0 

"2 

0 

1 

«2 

1 

2 


aas  wdchem  die  Weite  für  und  durch  cyklischo  Vertauschung 
des  Indices  sich  ergeben.  Karl  Zahradnik. 
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MiseeUen. 


2. 

Beispiel  einer  einHeiUgren  Flftehe* 

Die  el)cue  Cnrve,  welche  bei  Variation  von  f«  ein  Pmütt  mit  den 
rcchtwiuiiligcu  Ooordiuateu 

z  =  sintt]0costi — (r2-|-«coBtt)8inv} 

vi/A'U'^U  viTäiiilfit  sich  mit  r  ix'rioiliscli  derart,  dass,  nadidem  /•  ein 
riitcrvull  =  n  durcldaufcn  liat,  die  iMnlcurvo  wieder  in  die  Aiifaugs- 
iur\i'  fällt.  Wiilireiid  ihre  Aussen-  nnd  Innenseite  sieh  vertansclit 
haben.  Lässt  man  also  die  Curve  nni  eine  heliehi.L'e  Axe  rutireu,  so 
dass  sie  gieielizciti;^;  mit  jener  Variation  eine  ünnli-ehunj?  vollendet, 
so  er/.eujL?t  sie  eine  Fläche,  deren  beide  Seiten  sti'tig  in  einander 
überj^elnni,  also  eine  einzi^a*  Flachenseiti'  bilden.  Es  würde  leicht 
sein,  tliese  Fläeho  noch  auf  niauniehfaehe  Weise  zu  verallj^emeiueru. 
Wir  wollen  statt  dossen  nur  ihren  einfachsten  Fall  beti-achtcn,  wo 
a  ^  d  ^  0,  h  =  c  ~  e  1,  die  z  Axe  Uotationsaxe,  und  di(^  Rota- 
tionsgesch\vin(ligk(Mt  die  Geschwindigkeit  von  2&  ist  Daun  sind  die 
Gleichungen  der  Fläclie: 

X  =  cos  «  cos  2v  \   if  =  tos  u  sin  2o\   2:  =  siu  m  (cos  v  —  cos  u  sin  v) 

Sind  p,  r  die  Richtunf^osinns  der  Normale,  tbuhv  das  Flächen- 
dement,  so  üudet  man: 


du  b^v 
Bz  Bs 


Bn  8??  j 

Bz  dz 
Bu  Bv 

Bx  B'j'  1 
Bn  Bn\ 

Bx  Bj' 
Bu  Bv 

•  Bu  B9 


1 2  (siu^ — cos^  cosM  cos  v 

\  +2(co8^ — coB^ttsin^— sin^cosdv)  cosuBin« 


\  [sin*w  —  2  ( 1  -f-  cü s cos*»]  sin v 

i  —  [sin=^M +2(1  —  3cü8^m)  siu^ü]  cos  u  cos  o 


—  — 28in«co8tt 


Diese  Ausdrücke  wechseln  bei  Substitution  von  -— v +  n'  lÄr  t»,  » 
ihre  Vorzeichen,  während  die  von  fj^  z  unverändert  bleiben,  also 
geht  in  jedem  Punkte  der  Fläche  die  Kormalenrichtung  in  die  ent- 


« 
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gegeugcsetzte  Uber.  Es  kann  dch  nar  noch  fragen,  ob  die  Nomale, 
am  dahin  zu  golaugen,  einen  Punkt  der  Unstetigkeit  ftberschreiten 
muB8.  Sie  kann  nur  unstetig  oder  unbestimmt  werden  für  <  =  0. 
Hier  wird  H  =  0,  also  u  eine  ganze  Anzahl  Rechte.  Dieser  ent- 
sprechend findet  man: 


I 


8in298inv  — co820Biuo 


Demnach  verschwindet  t  fftr 

tt  «=  U;  V  =  in  \ 
tt  B       V  =  In  ^ 


«"»0,  y  —  1,  «-»0 


tt  —  ini  » « 0  I  .  ,  ^ 

tt  =•        v^O  ) 

also  uui  in  einem  Doppelpunkt  und  in  3  symmetrisch  auf  der  »  Axe 
licgcudeu  Puukteu.  Auf  jedem  We^^e,  der  diese  8  Punkte  vermeidet, 
geht  die  Normale  stetig  in  die  entgegengesetzte  über,  wofern  nur  da- 
bei ü  um  w  wächst  oder  abnimmt. 

Was  zunftchst  cUe  Erzeugende 

^  »  cos?ii  Ä  =  8iui*(cosw— cüswsiur) 

betrifft,  so  ist  Sie  immer  symmetrisch  zur  q  Axe,  und,  wenn  v  von 
0  an  wächst,  anfongs  ein  Kreis;  dann  krttmmt  sie  sich  starker  bei 
tt  — 0,  erlangt  fttr  v^arcsiny}  Punkte  der  NuUkrttmmung  b^ 
^  -I-  j»^  aus  denen  weiterhin  je  2  Wendepunkte  hervorgehen,  be- 
stimmt durch  die  kubische  Crleichunpr 

2cos%  — 3co8w-|-  coti»  =  0 

deren  eine  Wurzel  immer  >  1  ist  Sobald  v  den  Wert  in  erreicht, 
trifft  der  eine  Wendepunkt  mit  seinem  Gegenpunkt  in  »  =  0  zu- 
sammen und  wird  hier  ein  Rückkehrpunkt  Wächst  v  weiter,  so  ent- 
wickelt sich  daraus  eine  Schlingis  die  beständig  wächst  und  für 
v^ln  dem  andern  Teile  der  Gurve  congruent  wird,  so  dass  die 
ganze  die  Form  8  hat  Von  da  an  vertauschen  die  beiden  Tmle  der 
Curve  ihre  Phasen  und  durchlaufen  sie  umgekehrt.  Der  Abstand 
beider  Scheitel  vom  Anfangspunkt  bleibt  beständig  1. 

Hieraus  fokt  für  die  Fläche,  dass  sie  von  den  Ebenen  der  xy 
und  yz  symmetrisch  geteilt  wird.  Die  Schnitte  beider  sind  Dojipel- 
Jinien,  der  der  erstem  ein  Kreis  vom  Radius  1  um  den  Anfangspunkt 
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iu  welchem  sich  die  Fläche  selbst  berührt,  der  der  letztoru  die  obeii- 
genaiiute  Curve  mit  dem  RUckk('hri>uukt,  in  welcher  sich  die  Fläche 
schneidet  Im  voraus  bekauut  ist  feruer  die  Doppellinie,  welche  der 
Knoten  der  Doppelschlinge  iu  der  jcy  Ebene  beschreiben  muss.  Um 
überhaupt  alle  Doppellinien  zu  finden,  sncheu  wir  die  Wertsysteme 
(uv)y  denen  gleiche        «  entsprechen.  Für  diese  moss  sein 

as*+y*  —  C08%  —  C08%*] ;    *  «  tg2»  «  1g2«| 

wofiom  nicht  x  und  y  null  sind.  Dem  genOgen  die  Werte: 

»jL  =  «,    n — u,   Ä-j"^»   2»  —  u 

7t  7t 

Mit  Rücksicht  auf  die  Vorzeichen  von  x  und  y  lassen  sich  diese  nur 
folgendcrmassen  combiniren: 

«1=2» — v;  Vi  SSV 

ohne  Beziehung  der  Düi)pe]zeicheu.  Das  Doi)i)t'lzeiLlit'ii  vor  kann 
nur  2  entgegengesetzten  z,  also  2  identischeu  oder  symnit'trisclieu 
Curven  entsprechen }  nehmen  wir  daher  nur  das  untere  Zeichen. 
Dem  entspricht 

z  »  8in»(cosv— costtsinv)  im  ersten  Falle 

"=  8inM(^  smv  +  cos  «COS»)  im  letzten  Falle 

•=  —  sin  w  (cos  y — cos  w  sin  v) 

das  ist  entweder: 

sintt  *s  0 

oder  beziehungsweise: 

(cosv  ±  siuv)  (1  +  COS«)  »  0  oder 
COS« — costtsin«  »  0 

Die  Doppelliuien  werden  demnach  gebildet 

1)  von  den  2  identischen  Kreisen  t»  =s  0  and  u  =  n  in  der 
a:y  Ebene; 

2)  von  den  2  identischen  Curven  v  —  ^  und  <^  =  'j'  ^ 
If»  Ebene; 

3)  vom  geometrischen  Orte  des  Knotens  der  Erzeagenden 
cos«  =  cot«  in  der  Ebene. 
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Hierzu  kommt  noch  4)  die  s  Axc,  weil  für  jc  ==»  ü,  y  =-  0, 
V  unbestimmt  bleibt. 

Die  zweite  dieser  Doppelliuieu,  deren  Gloichuugeu  sind 

u 

X  =  0 ;   y  =  cosu  *,    z  =  y'2  sin  ?t  sin-  ^ 

odor 

dargestellt  in  Fig.  2.,^  liat  bei  w  =  0  einen  Rückkehrpuukt  A ,  und 
bei  M  ==  +  aresin (2  i3')  zwei  symmetrische  Wendepunkte  E\ 
Sie  umscbliesst  einen  FlUcbenraum  ^leieh  einer  Kreisfläche  vom  Ra- 
dius 2— i.    Ihre  Länge  ist  elliptisches  Integral. 

Die  dritte  Doppellinie,  deren  Gleichungen  sind 

X  =  COtfCOS  2r;    y  =  2c08*r ;    a  =  0 

oder 

dargestellt  in  Fig.  1.,  besteht  aus  einer  Schleife  AFOF\  die  bei 
v  =  \n^  d.  i.  im  Anfangspunkte  O,  die  Axe  berührt,  sich  selbst 
bei  r  =  \  tc^  d.  i.  in  A  bei  y  =  1 ,  rechtwinklig  schneidet,  der  Glei- 
cliung  gemäss  über  diesen  Punkt  hinaus  sicli  in  2  Armen  ins  unend- 
liche erstrecken  und  die  Gerade  y  =  2  zur  Asymptote  haben  würde, 
eine  Fortsetzung  jedoch,  die  nicht  zur  Flüche  gehört.  Der  Flächen- 
inhalt der  Schleife  ist  =  ^(ti — 1).  Der  Bogen  ist  elliptisches  Inte- 
gral 1.  und  2.  Gattung  für  den  Modul  V  J,  die  Länge  der  ganzen 
Schleife 

2  V2(i!r— i;-fi)-f-2iog(y2— 1) 

Fig.  1.  stellt  die  Fläche  projicirt  auf  die  xy  Ebene  dar.  Sie 
wird  von  dem  Doppelkreise  1)  umschlossen,  innerhalb  dessen  4  Blätter 
tiber  einander  liegen.  Die  mittelsten  vertauschen  sich  in  der  Doppel- 
linie  AFOF\  die  2  Paar  äussern  in  der  Doppellinie  2)  deren  Spur 
AOB  ist. 

Die  Fläche  besteht  aus  Teilen  von  verschiedenem  Vorzeichen 
des  Krümmungsmasses.  Bezeichnet  A'  das  Prodnct  der  Hauptkrüm- 
mungen, so  findet  man: 

1  -|-  2  cos^M  -\~  3  co8*M+  (1  —  15  cos^w  -|-  6  cos"*«)  co8%  tgi? 
—  (15  —  36  cos^  -f  1 7  cos^?« )  cos*m  tg-?; 

Hiernach  verschwindet  K  für  2  Werte  von  tgr,  wenn 

sin-M  (OO  —  2iJ5  cos-'«  +  cos^t  +  ^ )  cos^^w^  36  cos^'w)  <  ü 


2cos*i' 
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ist.  Die  Klammer  verschwindet  uur  für  oinou  Wert  von  cos^t» 
zwischen  0  und  1,  nämlich 

C08«w  «  co8«tto  -  0,3027245 
«0  =  0,629100  Rechten 

und  ist  negativ  för 

Beide  lutcrvalle  entsprechen  nur  2  symmetrischen  Phasen.  luiierlialb 
eines  jeden  stellt  die  Gleichung  ^"=0  eine  Curve  dar,  welche  das 
ungleichartig  gekrünunte  Areal  der  Fläche  umschliesst.  Solcher  Aroale 
giebt  es  4,  die  in  Bezog  auf  die  Kboiion  der  t/s  und  der  xi/  symme- 
trisch sind.  Die  gemeinsame  Projectiou  zweier  von  ihnen  ist  in 
Fig.  1.  umgrenzt  von  der  Curve  AGHJ  verzeichnet.  Das  Stflclc  AQff 
gehört  der  äussern,  das  Stück  AJH  der  innem  Fläche  an.  Klappt 
man  dies  ebene  Flächenstfick  um  die  ^  Axe  um,  so  erhält  man  die 
Ftojcction  AG'HJ'  der  beiden  andern  Areale,  so  dass  die  Areale 
AJ'H  zwischen  den  Arealen  AGH^  und  die  Areale  AJH  zwischen 
den  Arealen  AG'H  liegen.  Die  Durchschnitte  der  Gurve  JT »  0  mit 
den  Goordinatenebenen  sind  bestimmt: 

G  durch  cos«*  =  V 1,  t>  =  0,  «  =  V  i,  y  =  0,  a  =  y  | 

71 

A  durch  »  =  0,    ^  =       a:  —  0,   ^—1,  ^=0 

«/ durch  cos  tf  »   ^ — t    »  —  j  *   — * 

y  19  y  69  ^ 

y==ü,     .  =  

3» 

H  durch  u  =  1,615  Hechte,  o  =       «=0,  y  =  — 0,667,  a=0,91iJ 

Ist  R  der  Kadiusvector  der  Fläche,  so  hat  mau: 
Ä»  =  co8^H-sin^(Gost»^costtsint;)' 
Das  absolute  Maximum  von  R  findet  statt  für 

cos«  — tgv  =■  ih  y  1 

nändich  in  deu  4  Punkten: 

1  2  ,  ys 

nnd  ist 

Ä  — iy5 

Der  Punkt  A  ist  einer  von  denjenigen,  wo  t  verschwindet,  daher 
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ist  er  nfther  za  nnterancheiL  Hier  werden  die  yollständlgea  Diffe» 
rentiale 

Solange  also  Bv  uicht  null  ist,  giebt  es  uur  ciue  einzige  Taugential- 
richtnug,  die  der  x.  Sei  dagegen  v  coustaut  »  in\  dann  wird 

aD  =  0;    dp-^  —  6mudu\   ds  —  V2ain''^(l+2coBtt)di* 

dz 

demnach  verschwindet      in     und  man  erhält  als  zweite  Tangente 

die  y  Axe.  Wenn  also  oiu  Paukt  auf  vorsLliii  deiu'u  Wegen  nach  A 
rückt,  so  liegt  die  Eudrichtung  der  Normale  ininier  in  der  El>ene, 
kann  aber  für  jeden  Weg  eine  andre  sein.  Nur  der  Weg  längs  der 
Doppellinie  r  jn;  ist  iu  audcriu  Falle:  hier  fällt  die  2*iormale 
schliesslich  in  die  Ebene  y  =  L 

Um  die  Kormale  niher  m  bestimmen,  setzen  wir  v  t^^  -f  l^i 
dann  geben  die  obigen  Ausdrücke,  auf  die  niedrigsten  Potenzen  vou 
«  und  «1  entwickelt: 

jrf=— 41/2.©!*;      «  V2(2»i— u^O;  r<— ^2n 

Solange  u  und  i\  unendlich  kein  gleicher  Ordnung  sind,  fällt  dem- 
nach die  Nonnale  iu  die  t/z  Ebeue  und  variirt  darin  mit  dem  Ver- 
hültniss  Verschwindet      gegen  ?/,  oder  u  gegen  /"|,  so  geht 

die  Normale  stetig  bzhw.  in  die  liiclitung  der  z  oder  der  y  über. 
Da  n  und  über  U  hinaus  variii-en  können,  so  kann  die  Normale, 
nach  dem  verschiedenen  Wege,  auf  dem  sie  uach  A  gelaugt,  daselbst 
jede  zur  x  Axc  uonnale  Richtung  im  ganzen  Umkreise  annehmen ; 
immer  aber  wird  sie  über  A  hinweg  stetig  varüren,  wofem  nur  das 
Yerhältniss  von        stetig  variirt 

Femer  sind  in  gleichem  Falle  die  2  symmetrischen  Punkte 
»«ig}   »  —  0;    KsszO]    y  =  0',   «  —  ±1 

'  Hier  ist 

avs-'d»;  ^  =  0;  df=rO 

folglich  giebt  es  auch  hier,  solange  du  nicht  nuU  ist,  nur  eine  einzige 

Tangente,  in  der  x  Bichtung.  Ist  hiugegen  »  constaat  "-±^* 
so  tindet  man: 

»  0;    ^  =  0;   ds  » :f  sinvdv 
also  ist  die  »  Axe  eine  zweite,  nnd  zwar  gemeinsame  Tangente. 
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Zur  Bestimrauug  der  Normale  seien  «tj  =  2  —  unendlich 
klein;  dann  giebt  die  Entwickelung : 

pt  =  2     — ?tj  ^) ;     qt  = — (m,     f ) »        =  —  2?*, 

Sind  also  und  von  gleicher  Ordnung,  so  ßlllt  die  Normale  in 
die  1/z  Ebene  und  kann  hier,  je  nach  dem  Wege,  alle  zur  x  Axe  nor- 
malen Richtungen  haben.  Verschwindet  gegen  so  ist  die  finale 
Richtung  die  der  //;  verschwindet  hingegen  v  gegen  so  ist  dieselbe 
die  Diagonale  des  Rechtecks  aus  den  Strecken  y  und  1  —  z  =  2y. 

Hiennit  ist  gezeigt,  dass  man  von  jedem  Punkte  der  Fläche  bis 
zu  demselben  Punkte  jeden  beliebigen  Weg  längs  der  Fläche,  auch 
über  die  3  ausgezeichneten  Punkte,  bei  stetig  variirendcr  Normale 
verfolgen  kann,  und  dass,  wofern  nur  das  Intervall  von  v  ein  Un- 
geradvielfaches  von  n  ist,  die  Normale  in  umgekehrter  Stellung  am 
Ende  des  Weges  ankommt.  Dies  ist  es,  was  die  Eigenschaft  der 
Einsf'itigkeit  ausmacht.  R.  Hoppe. 


3. 

Volumes  des  solides  eiigreudr^s  par  la  r^volutlon  des  poly^rones 
reguliers  autour  d'un  de  lenrs  cOtes. 

Th<>or^me.  Lorsqu*un  polygonc  regulier  fait  une  re- 
volution  entiere  autour  d'un  de  scs  cotes,  il  engendre 
un  solide  äquivalent  au  cylindre,  qui  a  pour  base  lo 
cercle  inscrit  dans  le  polygone  regulier  et  pour  hauteur 
le  pcrim^tre  du  polygone. 

Designons  par  C  le  cöte  et  par  A  Tapotheme  du  polygonc  r('- 
gulier  que  nous  supposons  de  n  cötes.  D*apres  le  theoröme  de 
Guldin,  le  volumc  V,  qu'engendre  co  polygone  en  tournant  autour 
d'un  de  ses  cötes,  a  pour  mesure  la  surface  S  du  polygone  multi- 
pli6e  par  la  circoiförence  2nA  que  d'ecrit  le  centre  de  gravite, 
c'est-ü-diro  le  centre  du  polygone.   Or  on  a  la  surface  du  polygone 

S  =  wC  X  2    ^onc  il  vient 

V  =  nC  X  2  X  2nA  =  nC  X  nA'^  =  nA^  X  nC, 
ce  qu'il  fallait  prouver. 
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Apf lleatlons.  B^presentant  psr  J?  le  rayon  du  polygone  regulier, 
on  tronve,  ponr  la  snite  des  premi&rs  polygones  r^aliers,  les  Yalenrs 
suivantes. 

1*^.  Triangle  eqailateral,  n~3: 

2^.  Garr6,  n  — 4: 

3*.   Pentagone  regulier,  m  =  5: 

-  iÄ(l/5  +  l)  =  v'.»Cy2ö+T0  y  ö; 

4^.  Hexagone  regulier«  »^«6: 

^  — lÄy3  =  icy3; 
5-|ll»y3  =  iC«y3; 

5^.  Octogone  r6galier,  n  »  8: 

C     Ä  y2— y2,      Ä  =  i6Y4+2y2; 

^  -  lJBy2+y2  =  iC(l+y2); 

.  5«2ÄV2«2(7-^(l  +  y2); 

F=  2»ÄV4+2y2  =  2«C8(3+2y2), 
6*^.   Decagone  r^galier,  «  =  10: 

4J2(yö-l)^      Ä  -  K(y 0+1)5 

^  =  jÄyiÖ-|-~2y5  =  icy5+2y5; 
=  J7?2  Vlo  -  2  V5  =.  ^IC^  y5+2  y öi 

F-  i»Ä»yö  « iJiC8(ö+2y6). 
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7^.   Dodecagoue  regulier,  «=13: 
8^HE^  =  36*^(2+ y  3)-, 

iwÄ^ye+y^)  =  a^c-^ca+ya)^. 

8^  Pent6(i6cagoiie  regulier,  n  15: 

c=  i/?[Viö+2y6-y3(y5-i)],  Ä^iccys+Vö+äys)? 

^  « «ii  [y  3  y  nH-2y  5  +(y  5-1)] = { c  [y  104-2  y  r>+y  3  ( v  54-1 )] ; 

iSÄ^ty  8(y  5+i)-Vio^i/5>==V6i:yiö^ 
K=  li7iA'^[y5o+ioy5— y3(y5-i)] 

-  «3»c^[yio+2yö+y3(y5+i)]* 

G.  Dostor. 
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xxn. 


Der  Transformatioiififactor« 


Von 


Herrn  Max  Gr  einer  ^ 
Auistenten  der  Kreiagewerbcschnle  sn  Begensbnrg. 


Die  allgemeinste  Gldchiing  eines  Kegelschnittes,  bezogen  anf  ein 
rechtwinkliges  Coordinatensystem,  ist  von  der  Form: 


Will  man  die  Gleichung  des  Kegelschnittes  auf  irgend  ein  anderes 
rechtwinkliges  CoonlinatenRystem  beziehen,  das  mit  dem  orsprttng- 
liehen  in  einer  Ebene  liegt;  so  hat  man  die  Substitutionen: 


m  machen;  wobei  bekanntlich  zwischen  den  TransformationsgrOssen 

«D  Beziehungen: 


Stattfinden  mflssra. 

Durch  diese  drei  Bedingnngsgleichungen  bleibt  aber  noch  die 
Wahl  von  drei  der  sechs  Trausturinatioiisgrössen  willkürlich,  und  es 
können  dieselben  iiisbesouders  so  gewühlt  werden,  dass  die  trausfor* 
mirte  Gleichung  des  Kegelschnittes  die  Form: 


1 

0 


1 


A^uj^+Aiy* — (     0  annimmt. 


TeU  LViX. 
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Diese  Oldchimg  ist  aber  nun  anf  ein  Goordinatensystem  beEOgen, 
das  bekanntlich  mit  den  Hanptazen  des  Kegelschnittes  zosammen- 
Allt  nnd  znm  An&ngspaukte  den  Hittelpnnkt  des  Kegelschnittes  hat. 

Da  aber  die  auf  die  Hauptaxen  bezogene  Gleichung  einer  Ellipse 
oder  Hyperbel  die  Form: 

hat,  worin  a  oad  b  die  Längen  der  Halbazen  des  Kegelschnittes  be- 
deuten, so  Iftsst  sich  immer  eine  Grösse  i  so  bestimmen,  dass: 

Jlo««+iLiy*— f  =  ib(6*«*±aV =  0  wird. 

Die  Grösse  k  lässt  sieb,  wie  iu  Nachstoheudeni  gezeigt  wird, 
durch  die  Coefficienten  der  gegebeneu  Kegelschnittsgleichuug  unzwei- 
deutig ausdrücken  und  kami  kurzweg  der  Trausformatiouslactor  ge- 
namit  werden. 

Führt  man  nämlich  die  oben  augedeuteten  Substitutionen  aus; 
so  ergibt  sich  die  Gleichung: 

^l^(^^a^f«,JrHl)H^l(/H-ft^rhft^ 

Durch  Gleichsetzung  der  Coefiicienten  gleich  hoher  Potenzen  von  z 
und  y  folgt  sodann: 

0f^i^+a,,ß^+2a,,aß  =  kb'  (1) 
fl^V+«u/Ji'  +  2aoi«i^i  =±^'«'  (2) 

<%o««i+«ii/'ft+ati(«A+«i»  =  0  (3) 

«oo«"»+«ii/'ft  +  öoi(«ft  +  «Ä/5)  +  «o2«  +  ''iij/5  (4) 

«00  «1  "2  +  «11  ßl  ßi  +  «Ol  («1  ßi+«i  ft)  +  002  «1  +«18  A  =  ^  (5) 

«k»V+«iiA*+2aoi«,fe+2a^tff,+2a,,A+a8,  kaH*  (6) 

Nun  sind  aber  und  die  Coordiiiateu  des  Anfangspunktes  des 
ursprünglichen  Coordinatensystemes  und  somit  die  Coordinaten  des 
Kegelschnittmittelpunktes;  weshalb  die  Gleichungen: 

bestehen  müsseu,  woraus  folgt: 

tu  ^  ,     Pt  ™    ~ 

«00«11  — «Ol  «00«11-«OJ 

Demnach  geht  Gleichung  (G)  Uber  in: 
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oder  in: 


'^oo  "oi  %8 
<»io  %2 

«20  "Sl  %2 


«10  «11 


Aus  den  Gleichungen  (1)  und  (3): 

«1  («00  «  +  «Ol  |3)  +  ßi  («Ol «  +  ^*i  1  <3)  =  0 
folgt  unter  Berücksichtigung  der  Bedingungsgleichungon: 

o«i  +  Pft  0 
«üoß+«oiß  =  «^'^'^    "'^^    "oi«+«iiP  =  /^^'*' 
und  demnach 


oder: 


«oo«+?oi  _^  ^  « 
«oi«  +  «ii^  /5 

M*       «00  —  «11  M  I 


«  ^  «00—  «11  ±  V(«oo"-gii)^+M)i^ 
5  2aoi 


Und  weil  3  =  —  -  ist,  so  folgt: 


«1       «00  -  «11  +  V  («00  — «ii)^+^^i^ 


Aus  Gleichung  (1): 

kb^  =  a^^  «*+«ii  j3^+2aoi«ß 

folgt: 


(7) 


-=  «00  (5)  +2«,,  (^p)  +  «n  =  «00  +«00  ±  V(«oo  -  «n)*  +  W 
oder,  da 

ist,  hat  man:  

kh^  =  (too  ±    V(«oo — + ^«oi' 

Ebenso  folgt  aus  Gleichung  (2): 

±ka^  =  floo+i'i^V(floo~^ii)'+^''oi^ 
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10t  Zuhil&nalime  der  Qleichiuigeii: 

and  oji+ß^i^i 

folgt: 


oder,  wenn  man  der  Kurse  halber:  V {«(»^ on)*+4a^*  —  w  Betzt, 
80  eigibt  Bich: 


««Ol» 


i    »TKo— «Ii) 

A»  2;^^—" 

Somit  ist: 
Und  ferner  ist: 


(8) 


("••— "11)  +  «' 

Durch  Mnltiplication  dieser  beiden  Gleichungen  folgt  sodann: 


Setast  man  nun  der  Kllne  halber: 

«00  "01 
ffjo  *u  ''11 

''20  ^ai  ''82 


"00  «Ol 
«10  «it 


(10) 


und: 

so  hat  man: 


«00  «Ol 


ff 


io  »11 


und  ferner  hat  man  nach  Gleichung  (7): 

80  dass  durch  Division  beider  Gleichungen  folgt: 


d* 
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oder : 


«00  «Ol  r . 

«10    «n  I 


«00  «Ol  «0« 
«10  «11  «18 
«20  «21   «28  I 


(11) 


Somit  ist  der  Wert  des  Transforraationsfactors  ausgedrückt  durch 
die  Coofficienteu  der  KcgeLschnittsgleichung ;  für  die  Ellipse  ist  das 
obere,  für  die  Hyperbel  das  untere  Vorzeichen  zu  nehmen. 

Da  nun  die  Grösse  k  bekannt  ist,  so  folgt  für  das  Product  der 
Halbaxcnquadrate  einer  Ellipse: 

8X2 

Wcil  aber  der  Inhalt  einer  Ellipse  gleich  ahn  ist,  so  ergibt  sich  für 
das  Quadrat  des  Inhaltes  einer  Ellipse,  deren  Gleichung; 

«oo«+«iiy*+2«oia'y+2/7o2«+2aijy  +  /7„  =  0  ist: 


(12) 


«00 

«Ol 

«02 

J»=  TT« 

«10 

«U 

«18 

• 
• 

«00 

«Ol 

«80 

«21 

«88 

«10 

«11 

Ferner  folgt  durch  Addition  der  Gleichungen  (8)  und  (9): 


oder; 


«'±**  =  -(«oo+«ii) 


«00  «01  «Ü2 
«10  «II  «18 
«80  «21  «82 


00 


Ol 


a 


10     «11  I 


(13) 


Wollte  man  nun  die  Kegclschnittsglcichung : 

/(x,!/)  =  Ooo^^+«iii/^+2^oi^cy  +  2flo2^+2o,2y+</88  =  0 

in  die  Gleichung  bezüglich  der  Hauptaxen  des  Kegelschnittes  über- 
führen, so  hätte  diese  Gleichung  zu  Coefficienteu  der  Variaboln 
und  1/^  die  k  fachen  Halbaxcnquadrate,  und  somit  muss  die  Gleichung : 

nach  der  Transformation  gerade  die  Halbaxcnquadrate  zu  Coefhcienlen 
der  Variablen      und  haben. 

Diese  Form  der  Kegelschnittsgleichung,  welche  aus  der  gegebeneu 
nur  durch  Multiplication  mit  dem  Factor  ^  hervorgeht,  kann,  ähnlich 
wie  in  der  Theorie  der  geraden  Linie,  die  Normalform  der  Kegel- 
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BchnittBgleichung  genannt  werden  und  lässt  sich  in  vielen  Fällen 
ftiiBserst  zweckmässig  anwenden. 


Da  nach  Vorigem: 
1 


aH*  =  ±  p 
ferner  allgemein: 

ist,  so  folgt: 


«00  «Ol 
«10  «u 


und  a^±^b^ 


,  («oo+«u) 


«*i;**-±(4)o+-^) 


(14) 


Ist  also  die  Kegelschnittsgleicbuug  durch  Multiplication  mit  dem  Factor 
^  anf  die  Normalform  gebracht,  so  stellt  di^enige  Determinante, 

deren  Verscliwinden  ein  Linienpaar  bedingen  würde,  den  Wert  n^ir 
und  die  Summe  der  Coefhcienten  von  und  den  Wert  von 
a»  ±  dar. 

Die  Kegelschnittsgleiclmng  in  der  Norinalform  gestattet  also  mit 
Hülfe  der  Formeln  (14)  direet  aus  ihr  die  Werte  für  die  Grössen 
a-ö^  und  u^±_b^'^  abzulesen. 

Hit  Httlfe  des  Vorangehenden  lässt  sich  nnn  anc-h  sehr  einfach 
zeigen,  dass  man  zur  Kegelschnittsgleichong  in  der  Normalform  nur 
das  Prodnct  der  Halbaxenquadrate  zu  addiren  hat,  um  die  Gleichung 
des  Asymptotenpaares  des  durch  die  Gleichung  dargestellten  Kegel- 
schnittes zu  erhalten. 
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XXUL 


Die  orthoptische  Ünle  eines  Kei^belmlttes. 


Von 


Mas  Breiner, 


Der  geometrische  Ort  aller  Punkte  der  Ebene,  von  welchem  aus 
ein  gegebener  Kegelschnitt  unter  rechten  Winkeln  geseheü  wird,  belsst 
die  orthoptische  Linie  dieses  Kegelschnittes. 

Es  hat  somit  jeder  Punkt  der  orthoptischen  Linie  die  Eigenseiiaft, 
dass  die  Tangenten,  die  von  ihm  aus  an  den  Kegelschnitt  gezogen 
werden  können,  zu  einander  senkrecht  stehen;  so  dass  also  die 
ortlioptische  Linie  auch  als  der  geometrische  Ort  der  Schnittpunkte 
der  zu  einander  senkrechten  Tangentenpaare  des  Kegelschnittes  de- 
hnirt  werden  kann. 


die  Gleichung  eines  Kegelschnittes  in  homogenen  Coordinaten,  so  sind 
die  Gleichungen  der  Tangenten  irgend  zweier  Punkte  mit  den  Coor- 
dinaten x^y^ZQ  und  x^y^H* 


Sei  nnn: 


«/'W+y/'(yo)+«/'(«o)  -  0 


(1) 

(2) 


wozn  aber  noch  die  Gleiohnngen  treten  mflssen: 


^f'ix^)+yof'{y,)+^,f'{^o)  ^  0 


(3) 
(4) 


weil  die  Punkte  (0)  und  (1)  dem  Kegelschnitte  angehören. 
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Sollen  aber  die  beiden  Taugenten  der  Punkte  (0)  und  (1)  des 
Kegelschnittes  zu  einander  senkrecht  stehen,  so  muss  noch  die  Be- 
dJngiingsgleichmig: 


/'(a-o)/'(^i)+/'(y9)/'(yi)  =  o 


(5) 


stattfinden. 


Eliminirt  man  nnn  aus  den  fünf  Gleichungen  die  Grossen  stq?  yot 

und  oTj,  ^1 ,  z^,  so  erhält  man  als  Resultat  der  Klimination  die 
Gleichung  der  gesuchten  Ortscurve. 

Setzt  man  nmi  der  Kflize  halber: 

««o/'W+«oi/'(yi)  =  A  1 

so  geht  Gleichong  (5)  ttber  in: 

EUminlrt  man  nun  ans  dieser  Gleichung  und  ans  den  Gleichungen 
(1)  und  (3)  die  Grössen  a*o,  yo^  ^  so  ^olgt: 


k  II  V 

/'(^)  f\y)  f\z) 
/'(^)  /'(yo) 


0 


oder,  indem  man  diese  Determinante  nach  der  letzten  Horizoutalreihc 
entwickelt: 

Eliminirt  man  nun  aus  dieser  Gleichung  und  den  Gleichungen  (1) 
und  (5)  die  Grössen /'(aro),  /"(yo)» so  hat  man: 

v/'iy)-l^/'{z)  Xf\z)-^„nx) 

»  tt  «  »  0 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  aber: 

f\^l>lW\^)-vzf\x)^i»,yf\x)+kyf'i^)^+f'{y^)[t^xf'{^)^ 

Addirt  und  subtrahirt  man  im  Factor  von  /'(r,)  die  Grosse  ^.'•/'U) 
und  im  Factor  von  f'(j/i)  die  Grösse  ity/'(y),  so  geht  obige  Gieichuug 
unter  Berücksichtigung  der  Gleichheit: 
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aber  in: 

(7) 

Holtiplicirt  man  die  Gleichnngen  (6)  der  Beihe  nach  mit  x,  y,  z  nnd 
addirt  dieselben,  so  folgt: 

und  somit  wird  aus  Gleichung  (7): 

Sabsütnirt  man  in  diese  Gleicbong  die  Werte  von  l  and  ft,  so  er- 
hält man: 

Diese  Gleidrang  enthalt  nnnmehr  die  Coordinaten  des  Punktes 
(1);  würde  man  nvn  ans  den  obigen  fllnf  Gleichungen  ebenso  die 
Coordiuaten  des  Punktes  (0)  eliminiren,  somllssteman  selbstverständ- 
lich auf  dieselbe  Endgleichung  (8)  zurückkommen,  und  somit  folgt, 
dass  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  (8)  iiichts  anders  als 
die  Grössen: 

sind.  Demnach  ist: 

Da  aber  zufolge  der  Gleichung  (5)  /'W/'(*i)+/"(j^o)/'(3'i)  =  0  ist, 
so  folgt: 

oder: 

(«oo+flu)A:t,^)-[i/(x)«+i/(/)]  =  0  (9) 

Diese  Gleidmiig  stellt  also  den  Ort  der  Schnittpunkte  aller  recht- 
^viukligen  Tangeiitt'U  des  K<'gelschiiitte.s  dar  und  ist  somit  die  GU'i- 
chuug  der  orthoptischen  Linie.  Ordnet  niau  die  Glieder  d.ersclbe^^ 
nach  Potenzen  von  x  und  y  so  folgt: 
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x^+y^  —  'Zx  _    1  -„   „   _—  2 


'Ol 


+ 


"00  «22 +  "lJ  «22  — 


02 


2  


'12  _ 


=  0 


j.      i-.  •     *       ^'lO  ffl2~"«ll<^02  ''0l"08~^0o"l2  „. 

Da  aber  die  Coefficicnteii  ——  —  g-  und  -  ^  mcüts 

'^üo^ii  —  "Ol  "00  "11  —  "01 

anders  als  die  Coordinaten  «  und  (3  des  Kegelschnittmittelpunktcs 
sind,  so  folgt  aus  obiger  Gleichung,  dass  die  orthoptische  Linie  eines 
Kegelschnittes  ein  mit  ihm  conceutrischer  Kreis  ist,  Sei  nun  R  sein 
Radius,  so  wäre  seine  Gleichung: 

nnd  somit  ist: 
woraus  folgt: 

-ß*==  — Ko+«ii) 


"00  «22  +  ^^11  «22—^02^—  « 


12 


"00  "11  ''oi 


''OO     «Ol  «02 


10 


n 


11 


12 


20 


«21  «2'2 


00 

10 


a 


Ol 


n 


11 


Aus  dem  über  den  Transformationsfactor  Erwähnten  geht  hervor, 
dasB  zufolge  der  Gleichung  (13): 

R^  =  "2  ±  ist. 

d.  h.  IMe  orthoptische  Linie  einer  Ellipse  ist  ein  mit  ihm  couccntri- 
scher  Kreis,  dessen  Radieuquadrat  gleich  der  Quadmtsumme  der  Halb- 
axe  ist  Und: 

Die  orthoptische  Linie  einer  Hyperbel  ist  ein  mit  ihr  conceutri- 
scher  Kreis,  dessen  Radienquadrat  gleich  der  Diflferenz  der  Halbaxen- 
quadrate  ist. 

Für  die  Parabel  ist  bekanntlich  «oo^ii — «01^  =  ^\  somit  ist  der 
Radius  ihres  orthoptischen  Kreises  unendlich  gross ,  also  ihre  orthopti- 
sche Linie  eine  Gerade,  die,  wie  leicht  zu  beweisen  ist,  senkrecht 
auf  ihrer  Hauptaxe  steht  und  mit  ihrer  Leitlinie  zusammenfilllt. 

Besonders  interessante  Sätze  ergeben  sich  aber,  wenn  man  sich 
die  Gleichung  des  Kegelschnittes  in  homogenen  Liniencoordinatcn 
gegeben  denkt. 


Sei  nämlich: 

ü,  w)  =^  «00    + ^11    + «22  '^'^  +  2«oi     +  2cojj  u  t/.'  +  2ei2 ^ 


0 
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die  Gleidraog  des  Kegelschnittes,  so  müssen,  wenn  uq,  und  «i, 
9],  wi  die  Coordinaten  zweier  Tangenten  des  Kegelsdinittes  sind,  die 
Gleichung^  bestehen: 

n,>lF'(iio)+t\,4i^'K)+wo4i^'K)  -  0  (1) 
«1  i^'M+^i  i  J^'Ct'O+'^iii^Vi)  =  0  (2) 

Die  Gleichungen  der  beiden  Tangenten  sind  aber: 

Und  die  Bedingung,  dass  dieselben  anf  einander  senkrecht  stehen,  ists 
« 

«©»i+i^vi  —  0  (5) 

Aus  dicseu  fünf  Gleichungen  sind  nun  die  Grössen       ^\}->  "o-  ^h» 

zu  elimiuiren,  um  die  Gleichung  der  orthoptischen  Linie  zu  er- 
lialten. 

Durch  Elimination  der  Grössen  u^,  v^,  aus  den  Gleichungen 
(2),  (4)  und  (5)  folgt: 


i^iv^)  iF'iw^) 


=  0 


und  hieraus  ergibt  sich,  wenn  man  entwickelt  und  nach  v^, 
ordnet: 

+«^1  C«ii«o*— « + «1»  »0* — «11  «0  y] 

Setzt  mau  für  die  Cocfficienten  w„  Vj,  der  Kürze  halber  die  Grössen 
A,  Bf      so  folgt  für  obige  Gleichung: 

Eliminirt  man  nun  aus  dieser  Gleichung  und  den  Gleichungen  (4) 
und  (5)  die  Grössen  u^^  O],  w^,  so  hat  man: 

A  B  C  \ 

X    y    Ä    1  =  0 
«0  0  I 

Entwickelt  man  diese  Determinante,  setzt  die  Werte  von  Ä  B,  C 
dn  and  ordnet  die  Gleichung  nach  Potenzen  von  tio  und  vq,  so  folgt, 
nachdem  man  die  ganze  Gleichung  mit  tio^  di?idirt  hat.: 
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Würde  mau  aus  den  fünf  Gleichungen  statt  der  Grössen  fj,  /'-j 
die  Grüösou  u^o  climiuiruu,  so  erhielte  mau  ganz  dieselbe  Kad- 

glcicbnng  in  ^1'^^,  folglich  sittd  die  Wurzeln  obiger  quadratischen 

Gleichung  die  Grössen: 

"-^  uud 

und  somit  ist: 

Da  aber  zufolge  Gleichung  (5)  «o"i+^o«'i  =  0  ist,  so  folgt  aus  der 
letzten  Gleichung: 

Folglich  ist  die  Gleichung  der  orthoptischen  Linie,  ausgedrückt  dureh 
durch  gewöhnliche  Coordiuaten: 

aus  welcher  ebenfalls  ersichtlich  ist,  dass  dieselbe  eiu  mit  dem  Kegel- 
schnitte eoncenthscher  Kreis  ist« 

Tür  den  Kegelschnitt,  dessen  Gleichung: 

ist  ergibt  sich  ganz  analog  dem  Obigem  die  Gleichung  der  Orthoptik 
sehen  Linie  als: 

und  somit  ist  die  Gleichung  der  orthoptischen  Linie,  welche  dem 
Kegelschnitte  von  der  Gleichung: 

F{u^v,w)—k^{u,v,w)  =  0  zugehört: 
Alle  Kegelschnitte,  deren  Gleichungen  die  Form: 

>HB|l^>  sind  aber  bekanntlich  einem  und  demselben  Yicrseit  eiubo- 
^fcen,  ijnd  somit  ergibt  sich  der  Satz: 
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Die  orthoptischen  Linien  aller  Kegelschnitte,  die  einem  tind  dem- 
selben Vierseit  einbeschrieben  sind,  gehen  sämmtlich  durch  zwei  feste 
Punkte.  Da  aber  diese  beiden  festen  Punkte  nur  eine  einzige  Ge- 
rade bestimmen,  so  gibt  es  unter  den  sämmtlicheu  Kegelschnitten, 
die  einem  gegebenen  Vierseit  einbesc  hrieben  sind,  nur  eine  einzige 
Parabel,  deren  Leitlinie  eben  die  Verbindungslinie  dieser  beiden  festen 
Punkte  ist 

Unter  den,  einem  Vierseit  einbeschriebenen,  Kegelschnitten  gibt 

es  aber  insbesondere  drei,  die  sich  auf  Punktepaare  reduciren;  näm- 
lich auf  die  beiden  Gegeneckcnpaiire  und  auf  das  Schuittpuuktepaar 
der  Gegenseiten  des  Vierseits.  Die  orthuptischeu  Linien  dieser  Kegel- 
schnitte sind  diejenigen  Kreise,  die  man  über  den  Diagonalen  des 
Vierseits,  als  Durchmesser  genommen,  besdireiben  kann.  Somit  folgt 
der  Satz: 

Die  über  den  drei  Diagonalmi  eines  valistandigen  Vierseits  als 

Durchmesser  beschriebenen  Kreise  haben  eine  und  dieselbe  gemein- 
schaftliche Sehne. 

Dftrans  folgt  munittelbar: 

Die  Mitten  der  drei  Diagonalen  eines  vollständigen  Vierseits  ge- 
hören einer  und  derselben  Geraden  an. 

Es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  diese  Gerade  der  Ort  der  Mittel- 
punkte aller  dem  Vierseit  einbeschriebeneu  Kegelschnitte  und  somit 
die  Axe  der  einzigen  unter  diesen  Kegelschnitten  betiudlichen  Para- 
bel ist 

Denn  bekanntlich  ist  die  Gleichmig  des  Mittelpiuiktes  eines  Kegel- 
Schnittes,  der  durch  die  Gleichung: 


woraus  sofort  ersichtlich  ist,  dass  die  Mittelpunkte  aller  einem  Vier- 
seit einbeschriebenen  Kegelschnitte  einer  Gtt*aden  angehören. 

Da  aber  die  Mitten  der  drei  Diagonalen,  welche  als  die  Mittel- 
punkte jener  Kegelschnitte,  die  sich  auf  Puuktepaare  reduciren,  an- 
gesehen werden  können,  einer  Geraden  angehören,  so  muss  diese  auch 
die  Mittelpunkte  der  Übrigen  dem  Vierseit  einbeschriebenen  Kegel- 
schnitte enthalten.4>Ihr  unendlich  ferner  Punkt  ist  alsdann  der  Mit- 
telponkt  der  einzigen  unter  den  Kegelsdmittea  befindlichen  Parabel. 


dargestellt  wird: 


oder: 
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XXIV. 

tJntersnehmigeii  Uer  algebraische  Gletclmiigeit. 

Von 

•. 

Alfred  Siebel. 

FwrtMlnuif  von  H.  UL 


Arttk«!  m.  (§  10-1  IS.) 

Bi«rm  1  TafeL 

Btrtehnung  der  reellen  WurMeln» 
Einleitnng. 

Wir  beschäftigen  uns  im  Folgenden  mit  der  Bestimmung  der 
reellen  Wurzein  auf  analytischem  Wege.  Dieselbe  lehnt  sich  an  ein- 
fache geometrische  Consti'uctionen  an  (§  2.,  Aufg.  III.,  §  3.,  Krit.  II. 
u.  Krit  III.).  Wir  können  uns  Schritt  für  Schritt  ein  Bild  von  den 
Rechenoperatioiien  madien»  worin  ein  nicht  unwesentlicher  Vorteil 
besteht 

Wenn  wir  hier  geometrische  Lösungen  mit  unterlaufen  lassen 
und  auf  Figuren  verweisen,  so  geschieht  es  einerseits  um  diesen  Zu- 
sammenhang vor  Augen  zu  haben,  ohne  ihn  erst  aus  dem  Früheren 
heraossachen  zu  mtlssen,  andrerseits  am  uns  kOrzer  fassen  m  können. 

Zugleich  iseht  daraas  hervor,  wie  die  analytische  Methode  durch 

geometrische  Hfllfeinittel  nnterstützt  werden  kann,  abgesehen  von  der 
geometrischen  Anflösaug  in  Artikel  I. 
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§  10. 

Wir  steUen  ans  znnädiat  das  für  <iie  Xnmiiniig  der  reellen  Wur- 
zeln wichtige 

Pn»Ue]ii  I.  Auf  der  |  |  Seite  eines  beliebig  ge- 
gebenen Wertes  «|  ein  Intervall  |  |  ^  <a  bestimmen, 
in  welchem  höchstens  eine  Wnrzel  w  von /{x)  =  0  liegt 

Geometrische  Au/lÖßung, 

(Vergl.  $  a.,  Krit  n.  u.  |  a,  HL). 

1)  Löse  §  2.,  Anfg.  I.  für  c^a-,. 
.  2)  Gonstmire  lant  Fig.  L  der  Beihe  nach  U£^         y  und  be- 
stimme einen  Curvenpunkt  F  auf  der  |        |  Seite  von     so,  dass 

die  Tangenten  in  T  (siehe  §  8,  Anmerkung  1))  die  Ordinate 
nicht  unterhalb  y  schneidet**). 

Abedsse  von  21 

In  Fig.  1.  ist 

y  —  F(»)-j-(aji^a;)F'(»)  >  yi  —  8(»i), 

d.  h. 

X(x^hy+(x^-x)krix-'hy-^^^(x,) 

also 

A  (r  -  IK« — Ä)»^  —  A  r  (ä,  — Ä)  (a — Ä)*^"! + 8(«b,)  ^  0. 

Dividiren       durch  ^(iBi— A)*',  substituiren 

0  —  h 


»  = 


«1  —  Ä* 


*)  Zur  kflneren  Ausdnicksweiae  können  wir  aolehe  Interrnlle  aymboliBib 
dnreh 

beieicbneii.   (Siebe  «.  B.  Modif.  Yerf.)» 

**)  Der  gcomeirieche  Ort  derBerahrungspunkte  der  von  f  an  das  Syitem 
^  SS  jl(r — hy,  X  Tariabcl,  gesogenen  Tangenten  ist  nteh  $  8.,  IL  eine  gleich- 
seStige  Hyperbel. 


ä 
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sowie 

SO  ergibt  sich  folgende 

Aiyepraische  Lösung, 

1)  Lfise  §  2^  Au<g.  L  für  c^ajj. 

2)  Berechne  A  =  c  —  o, 


ir 


«  ^  1  SO,  dass 

scfaliessUch: 


(2) 


OS  — h)-\'h ^  c  (3) 

Die  Lösung  von  (2)  ersiehe  aus  §  12. 

1 unteren  ) 
,  >   Grenze  einer 

oberen   )  * 

Wiirsel  %o  eine  [  ^^'^^^  l  Grenze  x  derselben  zn  berech- 

(  untere  ) 

Ben*).  _  . 

Löse  wiederholt  Problem  I. ,  das  gefundene  a-  jedesmal  als  neues 
a-,  betrachtend,  so  lange  bis  /(a-)  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  von 
/(a-j)  erhält.  Dieser  Fall  tritt  stets  ein,  wenn  w  keine  mehrlache 
Wurzel  ist  (§  8.,  UL,  1) ). 

Wir  brauchen  nnr 

«  =  einem  Nftbeninggwert  von  (2)  (i) 

zu  nehmen. 


*)  Oder  was  dassvlbe:  Ein  Intervull  \  |  zu  bcatiromen,  welches 

genau  eine  Warxel  enthllt.  Es  mOchtcr  steh  ompfcblcn  solche  Intervalle  aym« 
boliteh  dnrch  resp.  {xwx{)  lu  beseichoan. 
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Für  diejenigen  ,  für  welche  p<C^  Üi^i)  ]>  0)  genügt  nach 
§  a,  lU.,  2),  indem  wir  in  §  9.,  L  (ö)  statt  «,  x\  9^:«— A,  0'— A, 
8^— A  und  statt  • 

ferner 

setzen,  der  Wert: 

Ist  i>  >  1  <0) ,  80  genügt  n  -  ^  (2) 

Liegt  der  Wnrzel  hinreichend  nahe,  so  liat  man  Problem  L 
nur  einmal  aufzulösen. 

Ist  w  «m<d  mehrfache  Wurzel»  so  findet  eine  fortwährende  An- 
näherung auf  der  I        |  Seite  statt 

Wie  in  diesem  Fall  die  Wurzel  getrennt  werden  kann  von  der 

nächst  !  \  ui^^iit  mit  ihr  zusammenfallenden  Wurzel, 

(  vorhergehenden  )  ' 

geht  aus  der  Schlusshemerkung  in  Artikel  I.  hervor. 

Ist  a-  =  eine  Lösung  von  Problem  1.  in  der  angegebenen 

Weise  und  schliessen  wir  den  Fall  aus,  dass  ir  eine  mehrfache  Wurzel 
ist,  so  genügt  dem  Problem  die  rfach  iterirte  Function 

01  =  F(F(F(„.{x,), ' 

iSS      rr  188 

wo  r  endlich  ist,  =  1  oder  =  2  ...  etc. 

Beispiel  L 
(I  2.,  Beisj^el  Ha.,  (3)).  , 

Die  kleinste  positive  Wurzel  w  zu  trennen,  ffier  ist  «i « 0  eine 
untere  Grenze  von  w,  eine  obere  wird  gesucht. 

Wir  Utaen  §  2.,  Aufg.  Lfllra^  =  0,  c  =  Oimdi  —  Innd  findi 
wie  in  §  2.: 

a  — 0,1;   r  — 6;  f^gQ'   *  — — 0,1. 
1M1  Lvn.  SS 
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Weiter  ist 

1)  filrfl%  — 0;' 

niß)<P\   «  =  =  (5-1)0,1  =  0,4. 

Da  /(0,4)  =  2,576  >  0,  80  zwischen  0  und  0,4  keine  Wurzel, 
wir  fahren  also  fort: 

2)  flAr  0|  —  0,4: 


^  -  ^  60 -^'^^^-^  =  2,74        9s  (5)  =  1  <P\ 

a  =  I  =  1,2;   »  =  1,2(0,6)— 0,1  ==  0,5- 

Es  ist  wieder  /(0,5)  =  1,391  >  0  also 

3)  fiBr  iB,  —  0,6; 

1/(0,5)       1    1,391.10«  .....  HAQQ^ 

^  ~  60  (0,6)«  ^  60  •  6«  ^»^^  •  •»   ^ö^^'^^^     ^»^2  *^^'» 

«sl,14;  »-1,14.0,6 -0,1  =0,684...;  /(0,68)  =  0,43. 

4)  für  »1—0,68: 

p-^-^^i  log|>=0,860...-2;  log9>6l,06<logi)i 
ik  — 1,06;  0  =  1,06.0,68—0,1  =  0,6206;  /(0,62) -« —  0,021 ... 

Die  Wurzel  liegt  also  zwischen 

0,588   uud  0,62. 

Znr  geometrischen  Interpretation  verweisen  wir  anf  Artikel  I, 
Flg.  lYa. 

Wir  können  in  dieser  Weise  fortfahren  und  die  übrigen  Wurzeln 
trennen,  unter  Beibehaltung  von  c  =  0  und  auch  der  Werte  a,  r,  f, 
h  bei  der  Trennung  der  3,  5  ...Wurzel  (in  pos.  Sinuc),  während  der- 
jenigen der  2,  4  ...  Worzel  ein  anderes  (  (liier  (<C0)  zu  Grunde 

gelegt  werden  muss  (r  kann  durchweg  ^  n  beibehalten  werden). 

Im  vorliegenden  Beispiel  kann  sich  die  Methode  an  die  Fig.  IVa 
nnd  Fig.  lYb  des  Artikel  I.  im  Geiste  anlehnen. 

El  kann  indes  hierbei  der  FaU  ehitreten,  dass  die  Trennong 
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sehr  langsam  von  Statten  geht.  Um  diesem  Uebelstande  zu  begegnen, 
lassen  wir  c  nachrücken,  d.  h.  wir  setzen  z.  B.  die  Trennung  der 
Wurzeln,  die  >  1,  >  10,  >  100  . ..  sind,  bezüglich 

<?  =  1;   10;  100. 

Mit  Vorteil  können  wir  uns  des  Fourier 'scheu  Kriterium's  be- 
dienen *). 

Beispiel  IL 

f{x)  =  ä'+ä«— 6a;5_5ar*+10a;3+6a;2  — 4a;~l  =  0  (1) 
Die  a-,  =  —  2  auf  der  pos.  Seite  benachbarte  Wurzel  zu  trennen. 


•)  Anmerkung  I.  Haben  wir  in  einem  Intervall  m  reelle  Wurzeln  er- 
mittelt und  gehen  in  demselben  z  Zeichen  -  Wechsel  „verloren",  so  entspricht 
die  Differenz  d  ■=:  z  —  tn  (=  paar  oder  0)  eben  so  vielen  complexen  Wurzeln. 
(Die  in  einem  anderen  ,  ganz  ausserhalb  des  ersteren  liegenden  Intervall  er- 
mittelte Differenz  rf,  =     ~t«|  entspricht  rf,  weiteren  imaginären  Wurzeln). 

Anmerkung  II.  Um  einen  Vergleich  des  vorliegenden  Verfahrens  mit 
denen  von  Lagrange  und  Sturm  anzustellen,  bezeichnen  wir  die  succesaive 
erhaltenen  Werte  x  —  welche  wir  als  neue  x^  betrachten  —  mit 

^190  ^111         •  •  •         ai.r-f-l  . . . 
Es  liegt  dann  zwischen  je  2  aufeinander  folgenden  Werten  z.  B.  xi,r  nnd 
xi,r-fl  keine  oder  eine  Wurzel,  je  nachdem /(ri,»)  und  y(xi,r-f-i)  gleiche  od. 
entgcgs.  Vorzeichen  haben. 

Die  Methode  von  Lagrange,  verbessert  durch  C a u c h y ,  bestimmt  die 
Reihe  der  Xj  so,  dass 

xi.r-^i  —  XI, f  =  f  =  constant. 

Die  von  Sturm  gibt  die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  in  einen  beliebigen 
Intervall  (x,  x')  als  Zahl  der  Zcichenwechsel  einer  gewissen  Reihe,  wahrend 
wir  in  (xi,o.ri,r)  —  dessen  Endglied  vom  Anfangsglied  abhängig  ist  —  eben- 
falls die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  als  Zahl  der  Wechsel  einer  Reihe  finden. 
Während  aber  bei  Sturm  die  Wurzeln  erst  getrennt  werden  müssen,  sind  die- 
selben hier  bereits  getrennt. 

Wir  können  indes  auch  gleichzeitig  von  X|  aus  eine  Reihe 

^l»0)    ^liU    ^i?2  ••• 
und  yon  x'  ^  X|  ans  in  ähnlicher  Weise  in  negativem  Sinne 

a;^'*  ...  a;^'2,    o;^'^,  x^'^ 

bilden. 

Als  Bspl.  hierzu  empfehlen  wir  obige  Gig.  für  x,  =0  und  a'=  1  zu  be- 
handeln (Art.  I.,  Fig.  IV  a). 

23* 
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Es  ist  A^'i)  = —  1  <0,  §  2.,  Aufg.  I.,  Fall  b)  zu  lösen.  Wir 
liiideu  als  zulässig  c  :=  —  2  und  da  die  uacU  —  2  trausformirtc  Glei- 
chong 

a?'— 13a?«+66«»--165«*+210«*— 126«"+28aj— 1  «  0  (2) 
lautet  (dieselbe  Gig.  wie  in  §  2.,  Bspl.  IIa  (1)),  so  weiter: 

A  =  l,  p  =  6,  r«6,    a«0,l,  f--^(0,l)*. 

Ferner 

5         /•(_2)  5m 
P  =-  -42^^»^^  "^SV^      42  =  ^^'^^ 

n  —  1,49 ;  0  =  1,49.0,1—2—0,1  =  ~  2  +0,049. 

Ba  2)  und  /(— 24-0,049)  entgs.  Vorzeichen  haben,  so  liegt 
also  zwischen 

—2  und  —2+0,049 

eine  und  nur  eine  Wurzel  von  (1). 

Wir  habcu  also  die  Wurzel  getrennt  durch  einmalige  Lösung 
des  Problems  I. 

Betrachten  wir  (2)  als  ursprünglich  gegeben  und  suchen  eine 
obere  Grenze  der  kleinsten  pos.  Wurzel,  so  finden  wir,  x^^O  und 
c  =  0  gesetzt,  x  »  0,049.   (Die  Operationen  sind  dieselben). 

Beispiel  HL 

Die  kleinste  positive  Wurzel  zu  trennen.  Wir  setzen  re,  »»0 
und  e  —  0  und  lösen  §  2.,  Aufg.  L,  Fall  a),  da  /'(O)  +  1  >  0-, 
r  —  22;  femer: 


/22\  /22\  /22\  /22\ 

'■  "  (?)  ■ "  (t)  • "-(?)  (f) 


*)  Die  Wuraeln  lind  sftmnitlich  poB.  reell  und  swar  der^GrOrae  nach 

(2sin2)S  (2sin3.2)^   (2sin5.2)2  ...  (2siu43.2)« 
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/22\  m\  /22\  /22\ 

*»    734\"         /32\"        Trox"  '^"mx"  ' 

Vio;        Vis/  Uj 

/22N 

Vis;  VaoJ 

Wälileu  wir  a  =  0,1,  so  ist  der  kleinste  dieser  Werte 
/22\  /22\ 

U)  (4) 

/22X 

f/(0)     V2  /  1  100 
U  j 

»—1,06;  l)a«  0,006;  /W<0. 

£s  liegt  also  zwiscboii  0  und  0,006  eine  und  nur  eine  Warzol. 
(Dieselbe  ist  —0,00487       die  fol|^nde  0,C4371  ...). 

Die  Trennung  ist  also  wieder  beim  ersten  Schritt  erfolgt 

ModifieirUs  Verfahren, 

Bei  der  Trouniinf;  in  jios.  Sinuc  können  wir  uns  eines  Verfahrens 
bedienen,  wonach  die  Bedingung  Problem  I.  (2)  dadurcli  erfüllt  wird, 
dass  wir  nicht  zuerst  a  wählen  und  dann  z  bestimmen,  sondern  um- 
gekehrt 

Wir  wollen  dies  an  einem 

ßcisp  iel 

erläutern.  Es  sei  §  2.,  Beispiel  IIL: 

-»6— 6»ö+9a:*+5«»— löa;^4-ü.«+5  —  0. 

* 

Die  Ufiiiistc  pos.  Wurzel  Ton     =  0  aus  zu  trennen. 
Fflr  c  =  0,     =  0  finden  wir:  r  —  6,  femer 

15 

—  dem  kleinsten  der  Werte  1,   -^a\  4  a*, 
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8  15 

Ist  a<  Vi  =  0,62996  nnd  <  ^  =  0,4166...,  so  ist 

f/(0)  20. 

3 

1/  20 

obigo  Bedingung  algobr.  Lösung  (2):  ^  ^  künuLii 
also  sagen: 

Zwischüu  0  und  x  ^  a{z  —  1)  liegt  höclistens  eine  Wurzel,  wenn 

•  

»>1  und  o  <0,4166...  und  <|/^^  ist 

Wählen  wir  z.  B. 

1)  s«2,    so  erbalten  wir  «  — 0,4166 . 1  «»0,4166 

2)  s-a,     -      -        -  0-0,209.2   *- 0,418 

3)  s»2,5,  -      -        -  0  —  0,315  .1,5  —  0,472 

Der  letzte  Wert  ist  also  der  vorteilbaftere. 

Transformireu  wir  die  Gieicliung  nach  einem  c^x,  etwa  =  0,47, 

bebandeln  die  neue  in  derselben  Weise  n.  s.  w.,  so  mnss  die  kleinste 
pos.  Wurzel  getrennt  erscheinen  nnd  so  nach  nnd  nach  jede  *). 

Aach  hierbei  können  wir  mit  Vorteil  das  Fonrier'sche  Krite- 
rium anwenden  (Anmerk.  I.  nach  Bspl.  L). 

Als  Beispiel  empfehlen  wir  die  kleinste  pos.  Wurzel  der  obigen 
Gleichung'  vom  22.  Grade  zu  trennen. 


I  11. 

Nachdem  wir  im  Vorigen  gezeigt,  wie  die  reellen  Wurzeln  ge- 
trennt werden  können,  bleibt  uns  noch  ttbrig  anzugeben,  wie  manr 
sich  einer  beliebigen  Wurzel  von  einer  oberen  oder  unteren  Grenze 
derselben  ans  annftbem  kann. 

Freblem  L    Auf  der  |        |  Seite  eines  beliebig  ge- 


Dioi  yer&bron  ist  gleich  dem  folgenden: 

Beetinune  —  wir  verweieen  auf  Problem  I.*)  — :  (0,47  w  s}w  fAr 

? 

e  =  0,47 eetse  x  =  JP|  and  bestimmo  (x,  w  x)w  fflr  c  =      0.  s.  t 

f 
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I    ZU  bestimmen, 
in  welchem  keine  Wurzel  von/(a:)=0  liegt 

Geometrische  Auflösung, 
(Vcrgl.  §  2.,  Aufg.  III.,  §  3.,  Krit.  III.). 

1)  Löse  §  2.,  Aufg.  IL  für  c  ^  x^. 

2)  Construiro  laut  Fig.  II.  nacheinander  HK,  C\  O,  jj,  die 
Tangenten  in  r  und  ^  slu  K  resp.  Ä  nach  §  3.,  Anmerkung,  und 
bezüglich 

Es  ist  für  ein  solches  xi 

X(x  —  ky  —  ax~ß^O, 

wo  «  =  i'{x^)    und    ß  =  8 
oder 

lix  —  ky- a(x  — Ä)— (aÄ+|3)  ^0, 

<'*+»(.4i)'+-(.^.)'"'-'>* 

-!(-!-*).4-.r+i(-H.-i-r'-K-'-'r>«- 

Dies  giebt  folgende 

1.    Algebraische  Auflösung. 

1)  Wie  vor. 

2)  Berechne  nacheinander  f{x^)]  /'(«i);   ^  =  c  —  a\ 
F'M-^krix^-hy-^; 

a  =  F'{xi)  —  kf'ixi)  j  =  A  (a-i  —  Ä)^ ;   8  (xi)  -  i^(a^i)  -  ^/(a^i)  i 

ß  =  SW  — "-^1^ 

^      «  ' 

*)  Symbolisch  können  wir  diese  Intervalle  diin^h  (a:,T)7c  bczttgl.  U7(xz,) 
bezeichnen.    (Vcrgl.  §  10.  Problem  I.*)  und  Problem  II.*)). 
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3)     trW  — .«r+^-l  — 

und  zwar 

a)  wenn  «>«t  sein  loU: 


r— 1 


^  acj  —  h 

sowie 

1.  &ll8«>0andy>0  (also  3  >  0) :  0  <  »  < 

T 

3.    „       <       „       >     (  „    ri<0)  :  s>l. 

(Der  Fall  a<0  and  y<0  kann  nicht  eintreten). 

b)  wenn  x<^x^  verlangt  wird: 

sowie 

1.  falls  «  >  0  uüd  y  >  0  (also  2  >  0) :         <  »  <  1 

2.  sonst  «  —  — <->  ä^. 

<? — A  a 

ScliJiesslicli  tiuden  wir: 
Die  Löflang  von  3)  kann  nach  §  12.  erfolgen. 

Beispiel. 
(§  2.,  Bspl.  II.  a,  (3)). 

Auf  beiden  Seiten  von  Xj^  =  0,8  ein  Intervall  zu  bereclmen, 
welches  keine  Wurzel  enthält. 

1)  Da  /(0,8)=— 1,245...<0,  so  ist  zunächst  §  2.,  Aufg.  U. 
ftr  c  <  »ji  za  lösen.  Es  sei  <? »  0,  so  können  wir  die  §  2.  gefun- 
denen Werte  benutzen: 

X  — 1,  a  — 0,1,  r  =  6   and   l  — ^ 

2)  f(Ofi)  1,240376...;  /'(0,8)  = -0,9139...;  h  0,1; 

-F'(0,8)  -  3,54294. 
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«=3,55817;  -fX0,8)  =  0,531441 ;  8(0,8)  =  0,552197;  /3=— 2,29434 
2,29434  ,    ^      2,65016  (2,60016)^ 
3,55817 +^'^  =  pö8i7^  ^  "°  (^56817)6 '   log a  »  0,80899-2 

Es  sei  zunächst       0^  verlangt. 

Hier  liegt  der  Fall  a)  1.  vor,  sodass  3  <1      =  0,827 . . .  und 

r— 1  ' 
<  0^833 . . . ,  aber  >  0  sein  muss. 

Wir  linden  nach  §  12.  log  ipg  0,789  —  0,80968  -2  >  logg,  also 

2  65016  * 
«  =  0,789;  Ö»l  +  3;55Öi7~0  789'  ^^g (x+ 0,1)  =  0,97496— 1; 

«B+O,!  —  0,944;  x  —  0,844. 

Zwischen  0,8  und  0,844  hat  die  Gleichung  mithin  keine  Wurzel. 

Beredmen  wir  jetzt  ein  solches  InterrsU  auf  der  negativen  Seite 
von     —  0,8. 

Es  liegt  Fall  b)  1.  vor,  also  nrass  0,833...<s<l  sein.  Da 
0,872=0,80981—2  >  logg,  so  ist  0  -  0,87200,827)  statthaft; 

*  +  3,558f7%!87-2'    ^og(x+0,l)  =  0,93152-1; 

«+0,1  =  0,854...;  »  =  0,754... 

Zwischen  0,754...  und  0,8  hat  die  Gleichung  also  ebenfalls  keine 
Wurzel. 

2.  Al^Bhrai9ehe  Löeung, 

Diese  Lösung  ist  einfacher  als  die  vorige,  die  Aanftherang  an 
die  Wurzel  aber  eine  langsamera 

1)  Löse  bezüglich  | jn  §  2.  für  c^a^,  mit  dem 

Unterschiede,  dass  an  die  SteUe  von  n^n^ :  »^f»,i  tritt,  sodass  geom. 
interpretirt  die  Gunre  i/=i{x)  von  der  Absdsse  e  an  beständig 
anisteigt. 

2)  Berechne  nacheinaudor: 

Ä  =  c— fli;    p  «  i^^^^Y  f  «  bezüglich  ^  V  1-p  (oder  =  Vi— j»); 


9 


(Es  ist  »  bestimmt  dnrdi  F(a;)  ^  S(flPi)  resp.  -P(«)  ^  8(a"i))- 
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In  f  10.,  Bspl.  L  fanden  wir  eine  Wurzel  w  zwischen  0,58  and 
0,62.  Es  ist  /(0,6)  —  0,2.. .  >  0,  dagegen  /(0,62)  <  0;  w  Uegt  also 
zwischen  0,6  und  0,62. 

Bestimmen  wir  x  so,  dass  0,6  «<  a:  <1 «^0,62).  Wir  iinden 
als  zulässig  (nach  §  2.,  BspL  11.  b.): 

c  —  O;  1?  «  =  0,1;   rs=3;    f«— 0,02; 

also 

fti  -0,02.0,2     _  4        _  1/347  . 

s 

a;      0,1  (y347  —  1)  =  0,6027. 
Die  Wurzel  u  ist  0,618... 

Beispiel  IL. 

Eine  untere  Grenze  x  der  positiven  Wurzeln  der  vorigen  Glet- 
chnng  zu  berechnen. 

Mittelst  der  obigen  Werte  fiuden  wir 

i»  =  ^^^^5r^=-ioo;  «  =  yTöi;   -»-.o,i(yioi-.i) - 

SD  =  0,3657. 
Die  Wurzel  selbst  ist  0,618... 

Freblem  II.  Aus  einer  (     ^^^^^'^  \  Grenze  0«  einer 

{  oberen    )  * 

Wurzel  w  einen  Näherungswert  m  auf  der  |  |  Seite 
zu  bestimmen. 

LOse  wiederholt  Problem  I.,  das  gefundene  a  jedesmal  als  neues 
betrachtend. 

In  Betreff  der  Wahl  von  c,  r,  ...  gilt  Analoges  wie  iu  §  10., 
Problem  II.  nach  Bspl.  I.  bemerkt 

Bei  der  Annäherung  von  einer  oberen*}  Grenze  ans  können  wir 
uns  des  sehr  einfachen  Näherungswertes:  ^ 


*)  Bin«  nntore  Greine  einer  Wnnel  ap  kann  durah  die  SobtttUiUoa 


dp  =     in  eine  obere  Grenze  von  -  verwandelt  werden. 
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bedienen,  worin  die  Constanten  nach  der  2.  algebr.  Lösung  von  Pro- 
blem I.  0)  zu  berechnen  sind;  F\x^)  =  kr(x^  — hy-^-^ 
h      0 — a. 

(Yergl.  diesen  Wert  mit  dem  sogenannten  £uler 'sehen  ,^ftho- 
rongswert",  §  3.  Anmerkung,  2.) 

Wir  wiederholen,  dass  beliebig  ist,  während  die  Eulcr'sche 
Formel  voraussetzt,  dass      bereits  ein  Näherungswert  ist. 

Ist  «  F(flrj)  eine  Lösung  des  Probloms  L  dieses  §  in  der  an- 
gegebenen Weise,  so  kann  die  Wurzel  w  dargestellt  werden  durch 
die  in's  Unendliche  fortiterirte  Fonetion 

a!-jP(F(F(. ...(«•,). ...))). 

1     2     3        r=oo      8  2  1 

Je  grösser  r,  desto  kleiner  w — x. 


§  12. 

I.    Ka«h  §  10.,  Problem  II.  lilsst  sich  die  Trennung  der 

! oberen  ) 
unteren  ) 

SniiterAii  ) 
oberen  (  wiederholte  Aullösung  der  Formel; 

9rM  —  (r—  r,»^-i  + 1  (1) 

wo  r  eine  ganze  Zahl  und  pC>0)  varürt}  oder  auch  von 

log9r(«)  ^logj)  (2) 

zurückführen  (z  >>  0). 

Es  ist,  zur  Abkürzung  statt  >ry(-):(p{z)  gesetzt: 
9>»  «r(r- l)(«-l)«r-2, 

=  r  (r  - 1 )  I  (r  -- 1)  a  -  (r  -  2)  ]  a^-  3 , 
<^log(p(g)  (p\z) 

logl0.9(«) 

€P  log  (p(z) 

«_  'll'lni)  [(^  —  1)    +  ^  -    t>       -  1 )  -J  4-  >•  z'-"^  —  {r~\)z  4-  (r  —  2)]  z'-^ 
log  10  ^ 
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Diese  Differentialqiiotienteii  lassen  den  Yerlaof  der  Cnnren: 

ij  —  rpr(3)     UUd    y  =  l0g<y)r3, 

bezogen  anf  reehtw.  Achsen,  erkennen. 

Eine  voUständigo  Di^cusslou  würde  uns  zu  weit  führen.  Wir 

bemerken  nnr,  dass  die  Function  im  Zfthler  von  ^  ^Qgy(^)  gi^i^  q 

gesetzt  ausser  der  'ifachen  Wurzel  z  ^  1  keine  positive  Wurzel  be- 
sitzt. (Ist  r  ungrade  so  auoli  keine  negative,  ist  r  grado  so  eine 
solche). 

lu  Fig.  III.  haben  wir  die  obigen  Functionen  für  r  =  6  graphisch 
dargestellt.  Wir  heben  hervor,  dass  die  erste  Curve  in  W  einen 
W^cndepunkt,  die  zweite  in  der  Geraden  x  ^  1  eine  Asymptote  hat 
(für  beide  Zweige). 

n.  Die  Annäherung  an  die  reellen  Wurzeln  nach  §  11., 
Problem  n.  besteht  in  der  Lösung  von: 

^rW  «^+«^-^^3  (1) 

wo  r  =  gz.  Zahl  für  verschiedene  Werte  von  q\  oder  auch  von: 

±  log  ±  i|>r»  ^  ±  log  ±  q. 
Zur  Beurteilung  des  Yerlaufsi  der  Functionen  resp.  der  Curven: 
y  =■  ^t{»)  und  y  —  ±  log  ±  ^r(«) 

haben  wir: 

-  (r~l)((r-2)-r;»)a'-3, 

rflog^g  ;^'(»)^  _ 

log  10  .^{z) 

dHog^  1_  [r»g8 — 2 <r  —  1 )  rz  +  r (r — 1)] g2> 

r  log  10 

Der  Ausdruck  in  der  Klammer  ist  stets  positiv,  also  der  lotste  Diffe- 
rentialquotient  negativ  für  0  •<  «  <!  1  *  entsprechend  0;  da- 

\  —  loe  —  ^z\ 
gegen  ist  für  i/;(a)< 0 ; - ■     ^  >  ü. 

In  Fig.  IV.  sind  obige  Functionen  für  r  ==  6  zur  Darstellung  ge- 
bracht Die  erstere  Curve  hat  in  W  einen  W^cndepunkt;  die  loga- 
ritbmische  in  den  Geraden  a;  — 0  und  a^X  Asymptoten;  sie  besteht 
aus  drei  unendlichen  Zweigen. 
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III.  Aus  I.  und  n.  ist  ersichtlich,  dass  im  Falle  eine  numerische 
GleichuDg  vorliegt,  z  (§  K).,  Problem  I.,  und  §  11.,  Problem  I.,  1.  Al- 
gebr.  LAeung  3))  leicht  durch  Probiron  gefunden  werden  kann. 

Durch  Anwendung  der  Regula  falsi  oder  der  E  u  1er 'sehen  Nähe- 
ruugsmethode  lässt  sich  z  berechnen  oder  darstellen. 

Wie  sich  die  Trennnng  auf  die  Lösung  von  Glelchangen  1.  und 
2.  Grades  zurückführen  Iftsst  —  die  Annäherung  linear  oder  durch 
die  Bestimmung  der  positiven  Wurzeln  reiner  Gleichungen  «'  =  a, 

wo  r  ^  n,  bewirkt  werden  kann:  haben  wir  bezüglich  in  §  10.,  Pro- 
blem II.,  §  11.,  Problem  II.  und  Problem  I.,  2.  algebr.  Lösung,  gezeigt 

Wir  verweisen  aach  auf  das  ^modifieirle  Yer&hren*'  in  $  10.  rar 
Trennnng  in  pos.  Sinne. 

Andere  Diuvtcliungen  von  z  ergeben  sich  gcom.,  wenn  wir  beachten,  daas 
die  Wurzeln  von  9r(2)  =  p  Ahscissen  der  Berührungspunkte  der  Tangenten 
von  Punkt  (1,  1 — p)  J^"  Curvc  y  —  x*",  ulso  nach  §  8.  II*  die  Abscissen 
der  Uurcbscbnitte  der  Curve  K  und      dargestellt  durch: 

5PSSX  nnd  ^  =  7  ' — 

find  und  auf  diese«  Syetcm  die  Kriterien  $  6.,  1.  anwenden,  indem  wir 
£'2  II  X'X  wfthlen  oder  durch  0  gehen  lassen  oder  aneh  die  Kriterien  |  6.,  5. 

Auf  leatere  Weise  finden  wir  s.  B.  das  s  in  §  10.,  Problem  II.  (2),  als 
Nihemngswert. 

Auch  ktonen  wir  nach  Ganse  mit  Httlfe  von  Tafeln  für  Loga- 
rithmen von  Summen  nnd  Differenzen  odw  auch  der  log.  trig.  Tafeln 
(Beiträge  z.  Theorie  d.  algebr.  Gig.  IL  Abth.,  Göttingen,  Dieterieh'ache 
Bnchhandlnng,  1849.)  s  beredinen. 

Ära  rationellsten  möchte  die  Trennung  und  Annäherung  an  die 
reellen  Wurzeln  numerischer  Gleichungen  sich  bewirken  lassen  mit- 
telst Tabellen  über  die  Functionen  in  L  und  IL,  indem  wir  dann  s 
nur  abzulesen  teauchen. 

Im  folgenden  Artikel  werden  wir  das  Problem  der  Trennung  der 
Wurzeln  als  das  ungleich  wichtigtuc  dieser  beiden  Probleme  specieller 
behandeln,  wobei  wir  haui)tsächlich  die  praktische  Brauchbarkeit  der 
Methode  zur  Auflösung  uumerischer  Gleichungen  im  Auge  haben. 
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XXV. 

« 

Zum  Problem  des  dreifaeb  orthogonfttai  Flidiensysteiiis. 

SMkftor  äxtiUL  FortMtnnt      N.  XIV. 

Von 
iZ.  Hoppe, 


14«  AllgemelBste  Fliehe  tob  geraeinsameiii  ebenen  System. 

mit  einer  Fitehe  2.  Omdes. 

Nachdem  wir  im  Vorhergehenden  die  orthogonalen  Flftchen- 
systeme  unterBncht  haben,  welche  2  ebenen  Systemen,  hervorgehend 
ans  Lösungen  der  Differentiialgleichnng  (S)  für  den  Fall  der  ver- 
schwindenden rechten  Sehe,  entsprechen,  wollen  wir  nnn  den  glelch- 
fyXt»  angedeuteten  Weg,  nftmlich  von  der  Mitte  des  Problems  toB 
nach  beiden  Seiten,  verfolgen,  indem  wir  von  einer  Fiftche  ausgehen, 
deren  Krttmmungslinien  bekannt  sind.  Als  einfachstes  Beispiel  i>ietet 
sich  eine  Fläche  2.  Grades  dar,  deren  Gleichungen  in  Parameters 
der  ErOmmongsUnien  «,  v  lauten: 

"      ^   {u  —  a)(»— a)  \ 

I  (244) 

WO 

^  — c)(<?— a)(a— 6) 
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Dieselbe  Fläche  ist  ausgedrückt  durch 

-+^r-l--  =  i  (245) 

Bezeichnen  also,  wie  anfangs,  j),  5,  r  die  Richtungscosinus  der  Nor- 
male, 80  hat  man: 

^  a  b  c 

Da  nun 

+  ca  (a — c)  {u — h)  (v  — h) -\-  ah  (b  —  a)(u  —  c)(v  —  c)\  = 
ist,  80  ergiebt  sich: 

p  =  ,      5  =  11/  -  ;      r  =  -l/—  (246) 

af   UV  b  f   UV  ^  c  y  UV 

wodurch  zugleich  die  positive  Richtung  der  Normale  defiuirt  sein 
mag.  Diese  Relationen  stellen  die  Abbildung  der  Urfläche  nebst 
ihren  Krümmungslinien  auf  der  Kugel 

dar,  wenn  man  p,  5,  r  als  die  entsprechenden  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  betrachtet.  Bildet  man  sie  von  dieser  wieder  nach  den  Re- 
lationen 

^-rf;     v  =  qt\     ^:  =  f::jr;  =  2 — 

auf  der  Ebene  ab,  wo  ^,  ri  die  ebenen  Coordinaten,  eine  Abkürzung 
ist,  80  erhält  man: 

5  =  —jz:. — : ;       v  = 


f  alc'^e  Y  abc"^ 


Eliminirt  man  beliebig  w  oder  v,  und  bezeichnet  durch  h  einen  belie- 
bigen von  beiden  Parametern,  so  findet  man: 

Ve  -.c)\a{k^b)i^+b{1c-a)ri^\{l  +  l^  + 

+  k\a—c)  {k—b)^^  +  {b  —  c){Jc-a)         — 1?«)2  =  0 

als  geraeinsame  Gleichung  aller  Curven  des  ebenen  Systems.  Die 
sich  rechtwinklig  schneidenden  2  Scharen  können  sich  demnach  nur 
durch  die  Werte  von  k  unterscheiden. 
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Es  8iDd  nun  ferner  die  DiÄbrentialgleichungen  fttr  die  Hau})t- 
krftmmuugen  nach  (8)  horzuleiteiL  Differentiirt  mau  die  Werte  (240;, 
80  findet  man: 

^  ^     /  9a;  _  p  /_1  1\  gp 

hu     ^  V«K     2«;     2  V»—«         "  2li(ii— a) 

und  analoge  Aasdrücke,  woraus  nach  (7): 

W va«;  "T"  Vau;  ~  4u«  Uu  -  a)*         + (i  J 

I    ^*    j  ,  \ 

rtÄü  {v  vi) 

4»«»(tt— a) (tt— 0) 

also,  wenn  man  zur  Abkürzung 

(»— a)(»— *)(»— c);  (v  — a)(t»— *)(t>— c) 

tetzt: 

2tt  r    vU  29  r  «F 

Die  neue  Differentiation  ergiebt: 

8iogif       tt         aiogjy  p 

8»    "2»(»— I*)'        dl»  ^^kifk—v) 


woraoB: 


und  die  nochmalige  Differentiation: 

ai****^^??»'"  2tt(«-») 

1]  3u 
a«;^^J4Aat*        2»(»— tt) 

Demnach  lauten  üDr  nnsm  Fall  die  GL  (8): 

a*wt  tt       9''*  I        3t;  St/i 
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uud  zu  jeder  Lösuug  einer  von  beiden  GMchnngen  findet  man  die 

zugehörige  Lübuug  der  andern  mittelst  der  Relationen: 

^.  u — V  dm  .      u — V  dfl  /.,.^x 

n^m-2v—^i      «  =  «+2u  — gjj  (249) 

Zar  Yorbereitoog  der  Integration  setzen  wir 

1,1  11 

«  ■  UV 

dann  geht  GL  (248)  aber  in 

d'^m  .1  dm  ö%     2  di)i  /qran 

äft*  ~*  V  B^i     dv^     V  öv  ^  ' 

In  dieser  Form  wollen  wir  ihr  dnreh  den  speciellen  Wert 

m  =  e<^A*.^  (251) 

zu.  genügen  suchen,  wo  o  coustant,  Function  von  v  ist.  Dies  giebt 
nach  Einsetzung: 


(262) 


Ein  Integral  dieser  Gleichung  ist: 

TT 

V,       y/ cavcö8i^(l-|-C08^)Ö^ 
0 

woraus: 

m  «^«a(^+»'c<.8^)(l4-C08^)a^  .(253) 

Ilieruach  muss  die  Gl.  (248)  als  lineare  auch  befriedigt  werden  durch 

m  =^      + V  COB^)  (1 + cos  ^)  8^  (254) 

wo  ip  eine  willktkrliche  Function  bezeichnet;  denn  betrachtet  man 
fp'a  als  Function  von  und  entwickelt  diese  in  die  taylorsche  Reihe, 
so  ist  joder  Tenn  des  Integrals  enthalten  in  (253). 

Biüerentiirt  mau,  zur  Darstellung  des  zugehörigen  den  Wert 
mit  Beachtung,  dass 

dm      1'/     dm  dnt\ 

ist,  so  findet  man: 

71 

dm  1 

Teil  LVn.  94 
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und  Dadi  tiflweiser  btegmtioii: 

.  Dies  in  GL  (249)  In  der  Form 
eingeführt  giebt: 

Um  MB.  den  HanptkrOmmnngen  m,  »  die  Oleichongen  der  Fläche 
abzuleiten,  wenden  wir  statt  v  und  ^,  v  ein  drittes  System  Unab- 
häugiger  x,  k  an,  mit  jenen  Terbnndoi  dorch  die  Relationen 


ti  2 


V  —  o        .         U  —  V  % 


Zur  Abkarmag  aei  Sberdies 

»-^+»coB«=?{l-«(lcoB»|+j8in«|)}  0»r) 
Damt  irird  nadi  (246)  (244) 

•      ,.±j/*£(fri).«_Z^  (868) 
Mnltipliclrt  matt  die  GL  (256),  so  kommt: 


ffiemach  ist 


-  -  -  (259) 

UV  ^  ' 


2%ä-at*=-— a— — —  Ta(«i) 


9tt         «       «  Jl 

2Xö-    9  mm%Xd^ 

OV  U  V  K 


folglich  nach  (258) 

Es  war  aber  (s.  GL  (10)) 


biyitized  by  Google 


H.oppe:  Zum  Problem  des  drei/ach  orthogonalen  Flächensjfstems,  371 

daher  hat  mau: 

=■  f  [  («»+»)8»  +  (»•  -  ")  i  SA  j 


das  ist  nach  (254)  (2ö&)  (257): 


hx^nj  9'(a)  (an+^^^a/i^  (26i) 


Zur  Trausfürmatiou  entwickeln  wir; 


^_  y(e)siüO  x/  _1\  y^(e)8in^^  


^A^cos^l  +  siE^I^ 


icos*  2  +  ^  sin^g  i»cös«  2  +  sin«  ^ 

Beides  addirt  und  zwischen  0  und  n  nach  ^  integrirt  giebt: 
Unmittelbar  erhält  man: 

85,/  rT*Ti"^ — «./  ^ 

woraus: 

0  Acos«2+j8m«jj-  % 


»4* 
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Integriit  man  nacli  dieser  Formel  die  Gl.  (261),  so  kommt: 

Nun  ist  nach  (257)  (258) 

^co8^  l+X  siü^l  =  ;  (1  -  =  - ^ 
folglich,  mit  Anwendang  der  Analogie, 


n 

»-er  # 


Hier  ist  die  Grösse 


e«-2V  1  ~]  (263) 


uiiabliiingig  von  «,  c,  und  bleibt  daher  bei  Substitution  der  Ana- 
logen zum  Ausdruck  der  beiden  andern  Coordinaten  unverändert 
Das  gleiche  gilt  von  der  Function  qp'(0),  nicht  aber  von  der  Inte- 
grationsconstantc  in  <p(ö),  welche  für  jede  Coordinatc  einen  audero 
Wert  haben  kann.  Ucber  diese  3  Constanten  ist  nun  derart  zu  ver- 
fügen ,  dass  die  3  Functionen  unter  dem  Integralzeichen  im  ganzen 
Intervall  der  ^  stetig  werden.  Es  ist  leicht  zu  beobachten,  dass 
immer  einer  der  3  Nenner  für  einen  Wert  von  verschwindet.  Da 
nämlich  %k  reell  ist,  so  hat  glei'  hes  Vorzeichen  mit  x^,  also  oach 
(258)  auch  mit 

hc{c-h)  1 

^ — 


Wie  aus  (262)  zu  ersehen,  findet  im  Ausdruck  von  x  die  Stetigkeits- 
unterbrechung statt  oder  nicht,  jenachdem  A-,  also  D"^  negativ  oder 
positiv  ist  Die  Bedingung  eines  negativen  ist 
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mit  Beziehung  der  Zeichen.  Um  sie  zu  erfüllen,  muss,  jeuachdcm 
unter  den  Grossen  a,  h,  c  keine,  eine  oder  zwei  negative 
cxistiren,  a  die  mittlere,  grösste  oder  kleinste  von  ihnen 
sein.  Daraus  folgt,  dass  b  oder  c.  für  a  gesetzt  in  allen  3  Fällen 
ein  positives  ergeben,  dass  also,  wenn  in  x  die  Unstetigkeit  ein- 
tritt, y  und  »  davon  frei  sind.  Setzen  wir  die  soeben  bezeichnete 
Anordnung  voraus,  so  lauten  die  von  jeder  Unstetigkeit  befreiten 
Gleichnngen  der  Fläche: 

"""^J      ae-2  ^ 

^    f<Pm  +  B  [  (264) 

0 


0 


W'ab  die  Bedeutung  der  Constanten  i?,  C  betrifft,  so  findet  man: 
i,ö_2"  t,(«-6)coB«|+t*(»-*)8in«| 


  nl/u  V 


X>a  nun 


\/ca{c  —  a)  u — h  v  —  h 
3     ±  |/    -  j         —  — 


ist,  so  heben  sich  in  (261)  die  vaiiabeln  Factoren  weg,  und  B  ist 
einem  constautcn  Increnu  nt  \ou  ?/,  ebenso  C  einem  solchen  von  sr 
proportional,  welche  beide  nur  eine  Verschiebung  der  ganzen  Fläche 
»usdrückeu,  daher  als  gleichgültig  unberücksichtigt  bleiben  können. 

Füi'  rationale  Functionen  9>  ist  die  Fläche  stets  algebraisch.  Ist 
rp  zunächst  eine  ganze  Function,  so  kann  man  sie,  wegen  des  fiber 
dou  constauteu  Term  Bemerkten,  in  der  Form  darstellen: 

^{ß)  =  — ci*+i)  (265) 

und  nach  einander 

2  2? 
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X     ti  z 

setzen.  Dann  ist  oine  beliebige  der  3  Grüsseu  -  f  - ,    -  ausgedrückt 

p     q  r 

durch 


und  man  findet  nach  (263): 


n  n 

—  ^  ^^^(Ä),tif  «  r(A+i) 

Fflhrt  nun  dies  ein  nnd  vertanscht  die  Summationen,  so  wird  die 
gesuchte  Grösse 

k=kt  g=k  /jAg  h=k  (       2  \ 

Dies  Iftsst  sich  ^bolisch  ansdrflcken  durch 


k-k^ 

n  £  Ak 
k=0 


mit  der  Bestimmung,  dass  die  Grösse  in  eckigen  Klammem  nach 

Potenzen  von  -  und  -  entwickelt  werden,  und  die  Reihe  da  ab- 

UV  '  . 

brechen  soll,  wo  die  Summe  der  Exponenten  den  Wert  k  erreicht 
In  dieser  Schreibweise  lauten  die  Gleichungen  der  Flftche: 


iMc-b)  u-a  v-a  »J».^  /2y  [1/  t>       t>  1 

„  „ l/ca(a-o)  u-t  .-J.  <2Y  [iZ-IiTIZ:] 

w       a        UV     fcso    w  iT  •* — — *J* 
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Sie  ersten  ParticalarifiBnngen  sind  Uonach: 

•  -  ]/t^E»^EnE*  (366) 


bc{c  —  b)  u — g  V — g 
^  UV 


\a*'^ au~^ av^ 2u^'^ tiv'^  2vy  f 


3  \l/hc(c  —  b)  u — a  V — g 

J  UV 


etc.  die  1/  uud  z  analog. 


Die  erste  Losung  stellt  uur  eine  Kugel  dar.  Die  zweite  giebt 
zunächst: 


tat* 


WO  zur  AbkOrzmig 

gesetzt  ist.  Eliniüiirt  man  u,  so  erhftlt  man  folgende  Gleichiing 
loten  Grades: 

—72  y  )]  +  27  j^a(a— _j_  Ä(Ä_^)y2_|.  *  | 

Die  Krämmangslinien  dieser  Fläche  erhält  roan  durcli  Elimination 
von  u  oder  v  zwischen  2  beliebigen  derselben  Gleichungen.   Aus  den 
beiden  ersten  findet  man,  w«m  k  einen  beliebigen  der  Parameter 
V  bezeiebnet: 
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4y»  j3+it»(»"+*'-|-^-4^^)}  {4+i'(««-h^^-H»-4^"'')j ' 

Die  HMptkrttmmnngeii  sind  bei  der  Amulune  (265) 
das  ist  nach  der  oben  aiiBgeflkhrteii  Entwickelnng: 

»  —2»  2)»(A+l)il/i*(-lWi(—l)ik-i,«i'-*»-' 

Der  vorstclicudcu  ParticularlObuug  outspricht      =      daher  ist  hier 

3.2  2,3 
1»»-  +  -:  «=-+- 

Fflr  die  dritte  Farticnlarlösnng  ul,     ^  hat  man: 


Ist  fomcr  ein  rationaler  Bruch,  so  kann  man  diesen  zcrk'^t. 
denken  in  eine  ganze  Function  und  Tcrmo  von  der  Form 

Sei  zuerst 

dann  wird  eine  beliebige  der  Grössen 

p      q  r 

_  /  d»_         1     n  8^  
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2     2  2 

wo  d  die  Werte  -»   7-'   ~~  ^t.  Daher  ist  im  einzehieii 

Q     o  e 

n     a     \/he{e  —  b)  u — o  »g 
*  *"  +.2  2+11«  V      A      eu  +  2  ^;r+2 

  »  ]  y^Ca  (ct  C)    1«  ^     9  &  l 


-P  3«     g  a)  « — c   V — c 

"*'2  2+ce  r       21  üJ+2 


Hieraus  erh^t  man  durch  Differentiation  nach  e  fttr 
den  Wert: 

gemeinsam  fOr      -f       Sei  z.  B.    =  1;  dann  wird 

^   (268) 

^     a     \/he{e — h)  u — a  v — at  2a    .     «  y  \ 

*^''  +  4  2+«!r       ^  äi^+2iH^\H^'*^«*+2^"«»+2/ 

 it      h     l/ca(a  —  c)  ?< — &      —  b  f    2h      .      u      ,  \ 

^  ^  +  4  2+Ä  r       Ä      eti+2  iH^l2HFÄ«"*'e«H^ 

__  7g  c  \/db{b — g)  » — e  v — e  f  2c  .  tt  .  t>  \ 
"^"  +  4  2+06^  «t*+2  w+2V2+S+d»+2^'«t>+2y 

Die  Gl.  (267)  geben  nach  Elimination  von  «,  o: 

(«  +     +     C  +  ^)  +         +     =  4(2+0.)  S+L)  (2T^ 

das  ist  eine  Fläche  2.  Orades,  welche  einer  homofocalcn  der  Ürfläche 

(245)  ähnlich  ist,  und  für  e  =  0  nach  Division  der  Lineardimensionen 

durch  —  j  TT  Vabc  in  die  Urüäcbe  übergeht.  Der  Urflächc  entspricht 
also  der  Wert 
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woraus  nach  (254)  (2öö): 


0 

das  ist 

Von  (li(^scr  Spi'ciallOsuug  der  Gl.  (248)  ausgohcud  kann  man  nun 

leicht  eine  allgonioinerc  Losung  ableiten.    Gl.  (250)  zeigt  nämlich, 

sofern  sie  bei  einem  coustauten  Increment  zu  fi  unverändert  bleibt, 

11  '1 
dass  man  in  jeder  Lösung  zu  -  und  —  dieselbe  Constante  —  addlren 

kann.  Es  gehen  dann     v  ttber  in 

au  Cv 


u-j-a'  v-{^a 

Nach  Snbetitation  dieser  Grössen  und  Division  durch  tf'  erhält  ma 

zunächst  aus  (269) : 

dann  allgemeiner 

abcj  (tt-f     l/o-f  i  '       «  —    j/  (p^^jiy^^tf 

wo  die  willkürlichen  Functionen  t/;,  und  die  ebenso  willkürlichen 
Grenzen  der  Integrale  unabhängig  von  u,  v  sein  müssen.  Leitet  man 
aus  in  nach  (249)  n  ab,  so  ergiebt  sich  der  vorstehende  Ausdruck 
für  tio)  ^  also  enthalten  m  und  n  nur  eine  willkürliche 

Function. 

Nach  Einsetzung  der  Werte  von  m  und  n  in  (260)  erhält  man: 
^      /  y(„--a)(i;-a){(t*+a)(t,+  a)ji 

1    — 1  A — ^ 

oder,  wenn  i«i  =  f  u-^^  gesetzt  wird; 

also  nach  Integration: 
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^  I /a(c— &)(tt~o) (v   -  g)  /»  t/;(( 

r  ^  c/  (a+a)l/(u 

V  ^  *y  {b  +  (f)  V{u-faj{v  +  0) 

^  1 /<-(/>>  — fl)(tt  —  c)(»—c)  

r  ^  J  (c+  a)  y (tT-f  ö)  (t;+  a) 


Hier  ontsprechon  Jedoch  rationale  Fanctioncn  %f  logarithmischen  Aus- 
drücken der  Cobrdinaten.  Um  statt  dessen  eine  nnendlicho  Reihe 
algebraischer  Lösungen  za  erhalten,  kann  man  von  den  Werten  (270) 
ans,  denen 

  1  — a)(v  —  a) 

entspricht,  durch  Differentiatioii  partiell  nach  a  neue  Werfte  ableiten. 
Dies  giebt  snccessive : 

i  /«(o-^)(i*-«)(t>~a)/  2,1     ,     1    \  . 

*~o-ftfJ^     ^l(tt+a)(»-f  ff)  ((a+ff)*"^a+ff\tt+«'^»+<J/ 

,      3   2^   3  \ 

In  diesen  Formeln  trägt  ff  nichts  zur  Allgemeinheit  bei,  man  kann 
08  daher  nach  den  Operationen  nuU  setzen,  und  einfoch  schreiben: 

So  gelangt  man  auf  ganz  verschiedenem  Wege  wieder  zu  den  Lö- 
sungen (266). 

Die  allgemeinste  Lösung  der  Gl.  (248)  würde  2  willkürliche 
Functionen  einer  Variabelu  enthalten  müssen.  Diese  Bedingung  lässt 
sich  erfüllen,  indem  man  vom  vollständigen  Integrale  der  Gl.  (252) 

ausgeht,  dieses  in  (251)  für  einfährt,  dann  nach  ff  zwischen  den 
weitest  mAglicfaen  constanten  (Sienzen  integrirt  So  erhält  man: 
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wo 

0 

und  würde  darans  n  und  die  GoordinateD  in  der  beschriebenen  Weise 
berechnen  kOnnen;  doch  läset  sich  davon  schwerlich  eine  Anwendung 
machen. 


15.  Allgenelnstes  orthegonales  FMehensystem^  dessen  eine  Sehsr 
ans  eeaxialen  Fliehen  2.  Chndes  besteht. 

Boi  der  folgenden  Untersachung  will  ich  die  bis  hierher  ange- 
strebte Allgemeinheit  der  ürfläche  ganz  fallen  lassen  nnd  von  einer 

Fläche  2.  Grades  ausgehen,  die  sogar  in  Bezug  auf  Mittelpunkt  und 
Axcnrichtungen  nicht  variircii  soll.  Alk  in  die  Bedingung  fester  Brenn- 
punkte fällt  hier  wog;  dies  ist  der  einzige  Schritt  der  Verallgemeine- 
rung vom  ("onfocaleu  System  aus.  Doch  schon  in  diesem  einfachen 
Falle  zeigen  sich  einige  neue  bemerkenswerte  Beziehungen,  die  bei 
grösserer  Variabilität  sich  der  Boobacbtang  cntziehon  würden. 

Es  werde  die  dne  Flftdiensehar  gebildet  von  der  variabcln  Fläche 

2.  Grades 

ff" 
A 

wo  b,  c  Functionen  eines  dritten  Parameters  k  Function  von 
(tt,  tr),  und  /  Function  von  (»,  w)  ist  Diese  Functionen  sind  so  za 
bestimmen,  dass 

dx  dx  ,oy       ,  dz  dz  ^ 

hx  ^  jdy  dy     dz  dz  ^ 

hv  dw~^ dv  dw     dv  Bw 

wird;  dann  wbrd  die  Fläche  w  =s  const  von  den  Flächen  u  =  const 
und  V  »  const,  welche  einander  bedingungslos  rechtwinklig  schneiden, 


(6— c)(c— a)(a  — *)  ' 
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gleich&Us  rechtwinklig  geschnitten.  Dividirt  man  sie  bzhw.  dnrch 
dh  dl 

Bü'   Sei'  ^  S^hen  sie  aber  in 

dx  Bx  .  dy  Cy      dz  dz 

^t^i'  By  .Bt  B» 
Ausserdem  ist,  identisdi, 

Bx  Bx.By  By  .Bz  Bz 

Bkdl'^Bkdi^^M''^ 

Setzt  man 

e — Ä  ^,     .       a    l — a 

80  wird 

iB*  =      — a) 
und  glebt  nach  Differentiation: 

2a;  ^  =  i  ^  «  1  ^4  /'^A  _  A 

also  nach  Mnltiplication: 

.Bsß^  Bx^.    Xi  fBh^  \ 

Bezeichnen  ^j,  %  die  analogen  Ausdrücke  für  x^,  so'erh&lt  man  nach 
Einführung  in  (272): 

« 

Nun  ist 

a{c—h){l^a)+h{a—c){l-b)+e{h--a){l—c) 
«i+fi+Äi  '  j  =  —1 

daher  fällt  der  erste  Teil  der  Linken  weg,  uud  nach  Multiplicatiou 
mit  {k — a){lc  —  b){1e — c)  bleibt; 

(Blc  \ 
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das  ist,  entwickelt: 

(jfe— /)  i^Jk^^^Pi^^p^h+p^  -  P(*-.ä)(&— c)  (273) 
and  analog: 

(J-ik)(i^i|j+P/»-PiZ  +  P,)  -  P(Z-a)(/-6)(Z-c)  (274) 

wo  zur  Abkarznng 

p  ^a{h—e)a*-^h{c—a)h'  +  c{a—h)c'  (275) 
»  a{h^  —  c^)a'  +h{i-  —  a^)h'  +€{11^—1^)0'  (276) 
Pt  —  aÄö{(6  — c)a'+(c— a)4'+(a— (277) 

gesetzt  ist 

Soll  nun  Gl.  (273)  unabhängig  von  /,  soll  ebenso  Gl.  (274)  un- 
abhängig von  k  erfüllt  werden,  so  müssen  zur  Linken  die  beiden 
Klammem,  zur  Bockten  P  verschwinden,  und  die  gesammten  Bedin- 
gangen  sind  jetzt: 


IHe  erste  Gleichung  redndrt  die  3.  Functionen  Ton  to,  nämlich  a,^^ 
auf  zwei  Da  sie  nun  lüchtiich  durch 

a'  -    =  c'  =  1 

nnd  durch 

oa' —  56' —  «Te*  —  1 
erlallt  wird,  so  ist  ihre  allgemeinste  Lösung: 

wodurch  die  Gl.  (276)  (277)  übergehen  in 

Pi  =  ^Q';      Pj--^J1'  (378) 
nnd  die  Gl.  (273)  (274)  in 

HSernftch  dod  a,  b,  c,k,l  laimnflich  Lfleangen  ebter  Oieichtoig 
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WO  Q,  ^  wilUMIrliche  Fnnctioiien  von  w  bezeiclmen.  Ist 

t  —  /(w,  const.) 
das  Integral  derselben,  so  hat  man: 

wo  B,  C  willkürliche  Constanten  bezeichnen,  uud  w,  v  zur  Ver- 
einfachung statt  beliebiger  Functionen  bzhw.  von  u  und  Ton  v  ge- 
schrieben sind. 

Ist  beispielsweise  Ä'  =  0,  so  giebt  Gl.  (279): 

I  Q+consi 

daher  ist  hier 

a==Q  +  A;     *  =  Q  +  i^;     c  =  Q  +  C 

und,  wenn  mau  Q=^—w  setzt,  so  geben  die  Gl.  (271)  über  in 

=  ^2^(u— ^)(t;— -4)(w--4) 

-  ^=^(11— C)(»— C) 

demnach  entspricht  der  Fall  Bf  ^0  dem  confocalen  FlAchensystem 
2.  Grades. 

Umgekehrt  geht  ans  d^  Annahme  fester  Brennponkte  der  Ur- 
fläche  hervor: 

a — h  —  const;   a  —  ö  «»  const  also 
o'  «  6'  -  c' 

daher  nach  (277)  und  (279): 

Pj  =  0;  Ä'=0 

Folglich  hranchen  wir,  um  den  F^  confocaler  Flächen  anszvwMessen, 
nnr  festsasetaen,  dass  Bf  nicht  constant  nnll  sei. 

Ein  zweites  Beispiel  der  Integrabilität  ist 

Wir  setzen  der  Einfachheit  wegen     =     dann  wird 

|S « i9«|-eoost 
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daher 

aS»u^^a*  t^^w^C 

uud  num  hat  das  orthogonale  Flächen83rstem: 

y ^u  —  Vw -\-A  jw'+v  —  Vw+A  ^r-i—i 

sc*  =    .       =  >  "  ,.   7^ — =ytt>-i-^ 

■^yjJ^B-'-^w  +  A  l/w  +  C—l/w  +  A  \ 

*"  yw4.^— yw+cyw4--B-yi?+c  . 

Der  Ausdruck  eutbiüt  5  Quadratwurzeln,  deren  jede  unabhängig  von 
der  andern  durchgängig  positiv  oder  durchgängig  negativ  zu  nehmen 

ist.  Die  Vorzeichen  der  Wurzeln  "^w-^-A^  yw-j-JSP,  yw-j-C  sind 
heliebig,  nur  nicht  sämmtlich  negativ,  weil 


.      ff*  . 


ist.  Von  diesen  Vorzeichen  sind  die  der  Wurzeln  y^  +  w,  y^  +  c 
nach  dem  Gesetze  abhängig,  dass,  wenn  man  alle  5  Wurzeln  saomit 
0  nnd  4~  ^  i^^^^h  Grössenfolge  ordnet,  zwischen  die  2  letztem  nnd  0 
and  00  je  eine  der  3  erstem  fällt  Das  Flachensystem  lun&sst  daan 
sftmmtliche  hiemach  gestattete  Gombinationen  Ton  Vorzeichen  und 
ist  nach  dieser  Bestimmung  identisch  mit  deng*enigen,  welches  resnl- 
tirt,  wenn  man  die  Gleichungen  in  rationale  transformirt 

Die  Gl.  (279)  ist  auch  leicht  zu  integriren ,  wenn  R  linear  in  Q 
ist  Sei  also  Q««      12  «  Au7,  dann  wird 

integrirt: 

«,  =  «-Mog~^    oder  «+A=:con8t.  * 
Dies  giebt: 


C— ff 


*-«  I— w  ^ 

Das  ortliogonalc  Flächensystem  lässt  sich  dann  noch  durch  ein  System 
von  8  Gleichungen  darstellou,  indem  man  die  5  vorstehenden  zu  den 
3  Ol.  (244)  Muzufügt 
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Ableituiig  des  allgemeinen  Ausdruckes  llkr  das 
Krümmiuigsniaass  der  FUchen. 

Von 

Herrn  Dr.  G,  Bsekeriek^ 

Priyatdoceiit  «n  der  UniveTBiiit  Onu. 


Gauss  eutwickelt  in  seinen  Disquisitiones  generales  circa  super- 
ficies curvas  zuerst  den  Ausdruck  für  das  Krümmungsmaass  uater  der 
Voraussetzung,  die  Gleichung  der  Fläche  habe  die  Form  y) 
—  wobei  sich  zugleich  der  Satz  ergibt,  dass  das  Krümmungsmaass 
gleich  dem  reciproken  Producte  der  beiden  Hauptradieu  ist  —  und 
transifiQmiirt  dann  den  so  erhaltenen  Ansdrack  in  die  YanaUen  ji,  9. 
Bei  dieser  Transformation  sind  die  schleppoiden  Bechnnngen  des 
Art  10.  nicht  za  umgehen  und  ich  versnche  daher  die  Formel  fttr 
das  Krflmmungsmaass  dhrect  für  die  Variablen  p,  q  zu  entwickehi. 

jB,  C\  F,  G  babeu  die  von  Gauss  gegebene  Bedeutung; 
q  seien  die  Variablen  der  Fläche  p\  q'  die  einer  Kugelfläche 
vom  Badins  1,  deren  Centrum  im  Coordinatenursprung  0  liegt  Zieht 
man  l&ngs  dem  Contour  des  Elementes  da  der  Flftche  alle  Normalen, 
so  werden  die  durch  0  zn  ihnen  parallel  gezogenen  Geraden  auf  der 
Kugelfläche  ein  bestimmtes  Element  de  umgrenzen.  Ba  nur  diese 
FaraUelen  Normalen  der  Kugelflftche  äjud»  so  klagen  die  den  Ele- 
menten d»  und  da  zugehörigen  Variablen  durch  die  Gleichungen  Ton 
einander  ab: 

Es  wird  also  dem  Punkte: 

TMi  LTiL  ts 
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q    auf  1*  der  Paukt 


auf  der  Kogel  entsprechen.  Daher  ist 


Bifferentiirt  man  A  ^  A\  B     B*  sowol  nach   als  9,  so  erhftlt  m: 

dp  hq     Bi  dp       \Bp'  Bq'  ~afl'  Bp'  JwBq     B^  Bp ) 

woraus  man  bildet: 

Bpdq     BqBp~WB^      k'9p^)\BpBq     9q  Bp } 

BCdA_dCdA_/dC^BA^_BC^B£\(dp^ 

Bp  Bq     Bq^~  W  W      Bq'  Bp')%  'Bq      Bq  Bp) 

Die  rechts  stehenden  aus  den  Differentialquotienten  von  A',  ß\  C 
gebildeten  Ausdrücke  lassen  sich  durch  die  Bemerkung  transformireo, 
dass  für  jeden  Punkt  x,     z  der  Kugel  ist: 


]fnitipli(»rl  man  die  so  nmgewanddten  Ol^chnagea  der  Bdbe  nafll 
mit  A^  C  und  berfleksichtigt,  dass  iQr  die  in  Beohnnng  sleheadoi 
laemente  A^A^B^B^^C'^C  ist,  so  erhält  man  durah  Addi- 
tion der  drei  Gleiehnngen: 


^Bq     Bq  BpJ'^'^KBp  Bq     Bq  Bp  ) ^  \Bp  Bq  ^  dp 


wo 
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vnd  daraofl 


d4 


Da  nun 


BA 

BA 

Bq' 


BB 
BB 


C 

BC 

dp 

da 


0,  A 


ist,  80  ist  das  Prodnct  der  beiden  Determinanten 


C 

Bx 

3y 

da 

dB 

BC 

Bp ' 

Bp  * 

X 

Bx 

BA 

BB 

BC 

o 

äp  ^  '  ^  öp  '  apcjp' 

a^  äp  '  a^  ap  a<j[  ap 


dA  dx  dßdy  dCBz 
Bp  Bq~^Bp  a^  '  ap  Bq 

dAdx     BBdy     BCBz  | 

Bq  a^  '  a^  äj  '  a^  Bq  j 


Di«se  Determinante  zweiten  Grades  Usat  sich  dnrch  Sabstitation  der 
au  den  Ol. 


Bx  .     Bv  .  B» 


^       .    ,Bx  ,    ,  By  ,    ^Bg  ^ 


mittelst  Biffarentiation  nach  p  nnd  9  erlialtenen  Resultate  in 


{JL^-B^-C^) 


ß^'i^c- 
'^ap^+^apä^^^i-« 


dp> 


dpdq       ^dq  dpBq 


d^x  d^y  dh 
dpc^  '     Opoq  opoq 


8»« 


«mirandebi.  Da  die  früher  als  Mnltiplicator  fangin 
selbst  —  A^+S*+C^  ist,  so  ergibt  sieh: 

-4,  J5,  C 


Determinante 


BA  BB  de 

^*  ^*  Bp 

dA  BB  BC 

BqBq'Bq 


Ä  ,    a^y  a^ 


Bpi 

B^x 


BfBq'^^Bpdq 


Bp' 

a*y 


dpi 

dh 


^a^jf 


+B 


d^y 


dh 


^pdq  ^aj>ag 


d^y  ,  dh 


SS« 
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ßaekeriek:  AhUilung  des  atlgmtiiwn  Anudrudet» 


Nim  lind  in  der  Determinante  zweiten  Grades  die  Glieder  der  enten 
Zeile  selbst  die  Determinanten: 


dm 

Bp* 

Si 

By 

Up' 

ds 

dz 

dz 

dp- 

Bm  Biß  a%i> 

•  Bp'  Bq  Bpdq 

By  By  B*y 

Bz  Bz  Bh 

Bp'  Bq'  BpBq 


Die  Glieder  der  zweiten  Zeile  sind  dieselben  Determinanten  nur  in 
umgekehrter  Anordnung.  Da  also  Je  iwei  in  derselben  Zeile  stebends 
Determinanten  immer  zwei  Golonnen  von  Gliedern  gemeinsam  haben, 
so  erhält  man  nach  dem  La  Place'schen  Determinanten-Satz: 


B,  C 

BA 

BB  BC 

Bp ' 

dp '  Bp 

h{EQ 

BA 

BB  de 

Bq 

'  Bq\ 

Bx  Bx 

d^x 

d^x 

0, 

Bp  i 

dp** 

dpdq 

0 

By  By 

0, 

0 

Bp*  dq 

dp* 

apö^ 

dz  dz 

dh 

dh 

0 

dp'  Bq 

Bp** 

0, 

0,  1 

d\ 

d*x 

dx 

Bx 

BpBq 

dq*' 

dp' 

dq 

0,  ( 

Bpdq 

B*z 

B^ 

dy 

B^* 

dz 

By 

CZ 

ü,  «, 

.BoBq' 

Bp' 

h  1 

Diese  Determinante  moltlplielre  man  mit: 
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V 

da 

8^ 

8»x 

0 

ap 

dq 

0, 

0 

dz 

dz 

I 

0 

da; 

0, 

0, 

_  ay. 

0, 

dz 

0, 

Beachtet  ouui  bei  der  Hnltiplicatioii,  dass 

dxdh-.     di/d^     d»^        dE    ^  B'x      dy  d*y^     dz  d*z^  dE 

appg'^i!pc!pag'*"^^'°*ag 

dx  d^x.dy  d^y     dz  ch      dF  dE 
di^^^^^dqiy^  ^~^dq 

dx  d^x     dy  d^y     dz  c^z  BF 


dp  dq^     cjp  ag*     ap  f  g* 


+ 


a«  ""*ap  • 


Bq9g^'^BqBpBq'^BqBpBq~^^Bp     BqB^^BqB^^BqB^"  ^Bq 

d^x  a^ac  ,  8«y  dh  dh_(  d^x_y__  (  d^y  \*_  /  d^z  \' 

l^afl^'"*"^«a«^+£i>«öfl«  Wöfl/  V^fl/ 


Ms 


d^E  d}G 

^  dq^     ^  ap2 


so  findet  man  als  Resultat  dieser  Multiplication: 
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Eteh^rieki  MtUung  des  aligeaumtm  Jinudmikn 


—\k(EG'-F^)'\^  = 


1 

fdF    -  8G 

). 

/ 

dE 
*  dp 

(dF 

öpoq 

*  oq^ 

«9. 

0, 

0, 

dB 

0, 

0. 

durch  Yertaaschoug  der  Reihen  gewinnt  man  hieraus: 


II 

N 

f 

I 


0» 


(SF  dG\ 


0, 
0. 

-ff, 


dB 

dp  ' 
0, 


Vcipafl  ^^«1 
'^{dp-hq)' 


Diese  Determinante  ist  eine  Determinante  gauche;  sie  ist  also  sellirt 
ein  Quadrat  und  zwar  ist  nach  Jacobi's  Bezeichnung: 

k(EG—F^)  =  (1,  2,  3,  4,  5,  6) 

woraus  man  nach  den  Regeln  znr  Berechnnng  Ton  (1,  3,  3,  4,  6,  6) 
k  selbst,  ausgedruckt  dnrch  die  Grössen  £,  F,  findet 

Dass  dieses  k  auch  gleich  dem  reciproken  Produkte  der  Hanpt- 
radien  der  Krümmung  ist,  erhellt,  sobald  man  p  und  g  in  die  ortho- 
gonalen Coordinaten     y  spedalisirt  Man  erliält  ^ftnn 


üigitizea  by  GoOgl 


ytr  das  Krümmun^swiaass  der  Flächen. 


dG 


(dF  dE\ 


BE 


-4 

— F 
-<7 


vro  p,     r,  s,  t  die  bekannten  Bedeutungen  haben. 


» 


xxm 


Ueber  die  regulären  und  Poinsot'schen  Korper  und  Ihre 
Inlialtsbestimmang  yermittelst  Determinanten. 


Die  vorliegoiido  Untersuchung  hat  den  Zweck,  die  Inhalte  der 
füuf  regulÄren  und  der  Foinsot'scheu  Körper  durch  Determinanten 
zu  bestimmen.  Dm  sieh  indessen  diese  Aufgabe  in  Beziehung  auf  das 
Tetraeder,  Hexaeder  und  ()kta«>der  fast  allzu  einfach  gestaltet,  so  möge 
dio  darauf  gerichtete  Untersuchung  gleichsam  nur  als  Einleitung  a^ 
gesehen  werden,  während  dio  Betrachtung  des  Dodekaeders,  Ikosaedcn  i 
und  der  Poinaotsclieii  Polyeder  den  hauptsächlichsten  Inhalt  bildet 

Aus  der  analytischen  Geometrie  ist  bekannt,  dass  bei  redrt- 
winkligeni  Coordinatensystcm  das  sechsfache  Volumen  eines  beliebigen 
Tetraeders  durch  die  Determiuaate 


ausgedrückt  werden  kann,  worin  die  mit  den  Indices  versehenen 
Grössen,  die  Coordinaten  der  vier  Eckpunkte  des  Tetraeders  be- 
zeichnen. Diese  Determinante  redacirt  sich  jedoch  auf  eine  des  drit- 
ten Grades, 


sobald  eine  Ecke  des  Tetraeders  mit  dem  Anfangspiukt'  des  Oosr- 
dinatenqrBtems  suaammenftUt 


Von 


Herrn  Dr.  O,  LBw0 

in  Marbnig. 
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Bezeichnen  wir  die  halbe  Achse  mit  a,  so  erhalten  wir  beim 
Hexaeder,  wenn  wir  ein  rechtwinkeliges  Coordinateusvstem  zu  Grunde 
legen,  dessen  Anfangspunkt  der  Mittelpunkt  des  Körpers  ist  und 
dossen  Achsen  senkrecht  auf  zwei  gegenüberliegenden  Seitenflächen 
stehen,  die  Coordinaten  der  8  Eckpunkte 


—  — 

a 

y,  —  a 

Vi  — — 

a 

ys  —  —  a 

»1  —  a 

1^  — a 

%  a 

«k  —  a 

« 

«8  — 

a 

ye  — 

a 

y?  — « 

ys 

H  — — 

a 

«2  ™  — O, 

a 

wobei  i»s5±a,  yass±a,  ts±a  die  Gleioiraiigen  der  Wflrfid- 
fliehen  dnd. 

Der  Inhalt  des  Hexaeders  ergiebt  sich  aus  einem  Tetraeder,  dessen 
Ebenen^ dorch  3  benachbarte  Eckpunkte  und  den  Mittelpunkt  gelicn, 
fOr  welchen  wir  nach  Obigem  die  Determinante 


a 

t 

1 

1 

1 

2 

0 

2 

a 

o 

1 

1 

— 1 

1 

1 

— 1 

a 

t 

1 

1 

-1 

1 

2 

0 

Ol 

haben.    Wir  erhalten  d  < 
den  Inhalt  des  WOrfeU  giebt 


2a* 

welches  mit  12  multiplicirt  ~  öa', 


In  Beziehung  auf  das  reguläre  Tetraeder  sehen  wir,.da88  die  mit 
den  Indices  2,  4,  5  und  7  versehenen  Coordinaten  Eckpunkte  eines 
solchen  bezeichnen,  dessen  Inhalt  wir  aus  der  Determinante 


6J  =  a3 


1  1—1 

—III 
1—1  1 


=  a3 


2 

0 
0 


0  -1 

2  1 

0  II 


4aS 


ünden  können.  Der  ganze  Inhalt  des  angenommenen  Tetraeders  ist 
demnach  i.io*  — 

Fttr  das  Oktaeder,  dessen  Ecken  die  Ifitten  der  Flftchen  vom 
obigen  Wflriel  sind,  erhalten  wir  alsdann  die  Coordinaten 

»g^a    fl%««0    a^-*0    «4    — a  0  0 

yi  —  0    yt  — «    ysi— 0    y4  —  0  — -«    ys  —  0 
«I     0  0    Äj— a    »4—0       «5—0  — « 
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Der  Inlialt  ergiebl  rioh  gletoh  dem  ieHttn^eii  Inhalt  des  Tetraeden, 
weldier  durch  die  DeteMnlniBte 


6J- 


a  0  0 
0  «  0 

0  0a 


4a« 


bestimmt  ist,  woraus  f&r  den  Inhalt  des  Oktaeders  «•  -g-  folgt 


Gehen  wir  nnn  sor  Entilehang  des  Ikosaeders  aas  dem  Oktaeder 
Aber,  so  ist  bekannt,  dass  sich  die  12  Eckpunkte  desselben  dnreh 
efaie  nach  stetiger  Proportion  vorgenommene  Teilung  der  Oktaeder- 
kanten erhalten  lassen.  Wir  woUen  hier  diese  Entstehung  daidi 
dne  sweimalige  Abstumpfung  der  Ecken  des  Oktaeders  bewirkss. 
Die  Oleichongen  der  8  Oktaederflichen  sind 


>a 

•a 

•a 


0 
0 
0 
0 


X  —  y 


»— a 

■» — a 
■« — a 
— a 


0 
0 
0 
0 


Legen  wir  senkrecht  sn  den  Adiaen,  in  der  EntÜBmung  am  (m  <  1) 
vom  llittelpunkt  des  Coordinatensjrstemsi  Ebenen,  so  werden  die 
Ecken  des  Oktaeders  durch  quadratische  Flächen  abgestumpft.  Be- 
zeichnen wir.  die  Ecken  des  nun  entstandenen  Körpers  ndt  QiQ%Qt 
a.  s.  w^  so  berechnen  sich  ans  Fig.  1.  die  Coordinaten 


ftr  Qi: 

»  —  O 

ISr  Qi: 

«  s=s — a(l— m) 

y  —  a{\ — m) 

»  mm  am 

»  =  am 

»  Os: 

0  —  0 

«  =  a(l— m) 

y        a(l— m) 

lf=rO 

s  =  am 

x  -B  am 

(4: 

jB  =  am 

• 

is=o 

«  ^  OH» 

»» 

Iß  =^  am 

y  =  — a(l— m) 

s       •a(l— «•) 

flssO 

Digitized  by  Google 


umd  ikrm  inkalt^ttimmMma  MarmitteliC  /)flraiMiilfii*  SAß 


iBüC  0^1  a(l 
f-0 


•  SS  m) 

a.  6.  w. 


Die  6  Punkte  üiO^Q^Q^Q^dio  Inlden  ein  Secbseck  mit  abwechselnd 
gleichen  Seiten.  Sftmmtliche  Ecken  dieses  Körpers  liegen  anf  einer 
Kugel  mit  dem  Radius 

Jetzt  stampfen  wir  femer  die  Ecken  Qg,  Q«,  C^,      n.  s.  w.  derart 

ab,  dass  von  jeder  quadratischen  Fläche  nur  eine  Diagonale  als  Kante 
übrig  bleibt.  Der  Körper  hat  alsdann  nur  noch  12  Ecken  und  wird, 
wie  Fig.  1.  zeigt,  von  20  Dreiecksllächeu  begrenzt,  von  denen  8  (Ok- 
tacdorflächen)  gleichseitige,  die  12  übrigen  (die  Abstumpfuugsttiichen) 
gleichschenklige  Dreiecke  bilden,  und  es  leuchtet  sofort  ein,  dass, 
wenn  jene  gleichschenkligen  Dreiecke  ebenfalls  gleichseitige  werden, 
unser  Körper  in  das  reguläre  Ikosaeder  übergeht. 

Um  diese  Bedingung  au  erfUlen,  betrachten  wir  die  Fläche 
QiÖsQs,  deren  Gleichung  wir  aus  folgender  Determinante  erhalten 


X 

0 
0 

,  am 


a(l— m) 
— a(l— m) 

0 


1 
1 

am  1 

a(l— f»)  1 


—  y 


0         am  1 
0          am  1 
mh    a(l~fii)  1 


+ 


0 
0 


a(l  -  m) 
—od—») 
0 


a  (1  —  m)       am  1 
— a(l — m)       am  1 
0        «(1  — m)  1 


0        «(1— 1»)  1 

0     — a(l— 1»)  1 

0  1 

am 


d.  h.   (2iii  — l)a;+i»a— o«*  — 0. 

Ganz  analog  ergeben  sich  als  Gleichungen  der  Übrigen  gleich- 
schenkligen Dreiecksflächen 


—  (2m —  l)x'-{-mz  —  am 
«MB+CS»— l)y — am!' 
mm — (20» — l)y^am!' 
ii»y+(2f»  —  1)» — am' 
my — (2m — l)z — am, 


—  0 

—  0 
->0 

—  0 

-0 
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und  die  anderen  sechs  darch  Umkobrtmg  der  Vorzeichen  der  Glieder 
mXy  my  and  mz. 

Die  Grösse  m  ist  jedoch  in  diesen  Gleichuogen  noch  anbestimmt. 
Sie  liegt,  wie  schon  oben  gesagt,  zwischen  m  «->  0  and  m  =  ±  1  und 
bestimmt  sich,  für  den  Fall  des  Ikosaeden,  aas  einer  Belation,  die 
man  f&t  QiQ^     4i     erh&li,  nftmlich  ans  dar  fiedingmigsgleiGlumK 
itfia-m)*  -  a«m«+a»a-.|ii)«+a«(l  —  a»)«   d.  i. 
m*+m — 1     0  woraas 

m  =  ^^g""^  =  0,61808  =  2Binl»> 

welche  Zahl  bekanntlich  den  grösseren  Abschnitt  einer  in  stetige 
Proportion  geteilten  Linie  Aüsst.  Dieser  Wert  in  obige  Gleichangen 
und  Goordinaten  eingesetzt,  giebt  als  Gleichnngen  der  eben  beinck- 
teten  Begrenzungsflfleben 

2(V6— 2)a;+(V5  — 1)»— a(3~y5)  —0 
—  (y5-2)a:+(V5  — 1)3  — a(3— yö)  =  0 
(Vö— 1)»+2(V5  — 2)y— a(3  — y5)  —  0 
(y6— l)«-.2(y6— 2)y— a(3— V5)  —  0 
(y5-l)yH-2(y6--2)»— «(8— y5)  -  0 
(y5-l)y— 2(y5  — 2)ä  — a(3— yö)  —  0 

oder 
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worin      ^  —  —  1+m  ist 

Der  senkrechte  Abstand  dieser  12  Dreiecke  wird  jetzt  gleich  dem 
senkrecliten  Abgtaud  der  8  OktaederfliU^en  vom  Mittelpunkt  =  ay|, 
da 


.     Km« +(!+«)» 


Die  Coordiuaten  der  12  Eckpunkte  des  Ikosaeders  sind  alsdann, 
wenn  dieselben  (s.  Fig.  2.)  durch  PjPgPj  l\f  bezeichnet  werden, 

wobei  die  Punkte  itiais....i\s  ^^P-  ^^a^*«**^  entsprechen, 
folgende 


fttr  Fgi 


91 


-0 


-0 


0 
0 


— m 


— (^) 

/3-y5\ 


•  — 0 


y-0 
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Löwt  ÜiUr  dk  ngulirm  und  Fktmt^Hhm  KSrp» 


•  -0 


Hit  Hdlfe  dieser  CooFdinaten  eifiebt  lich      Inhalt  diiM  IV 
•  traeden,  welches  durch  drei,  einer  Sdtenfläche  angehörige 
ponkte  vnd  den  Mittelpunkt  gebildet  wird,  durch  die  DetermiMnte 


0       a(l— «) 

aw»  0  a(l—- m) 

V5  —  1 


0        .(^V5)  .(j;^) 


2 


a«(7-8y6) 


^  —  3  Vö);  demnach  wird  der  Inhalt  des  Xkosaeden 

10a»  „ 
--3-(7-3yö). 


Bezeichnen  vir  mit  9»  den  Wnkel,  welchen  eine  der  GoordinateB- 
achsen,  mit  der  nach  der  benachbarten  Ecke  gezogenen  Geraden  M- 
det,  80  dasa 

rC0S9>=«am,      rriB4P  =  «(l— m) 
»     a(V6— 1) 

wird,  80  erhalten  wir  für  die  Eckpunkte  PiPiPs—- At  des  Ikosaa- 
ders  die  Coordinaten 

filrPi:  ««0  fllrPt:  ««>0 

jr-^--rsin(p  y  — rsiny 

»-rcosy  rcos9 
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„  P«:  « rco89 

«  rsintp 

P^t  m  — — rC089» 
y  =  0 

Den  Inlialt  des  Tetraeders,  welches  von  den  Eckpunkten  PtP%lt 
mid  dem  IGttiüpnnkt  des  Körpers  gebildet  wird»  finden  .wir  ans  der 
Determinante 


«  —  — rsiny 

y  ~r00S9 

«  —  0 

»  As 

m  =  rsing) 

y  «  rces9 

»  —  0 

V  A: 

y  — •  —  rsintp 

«  — — rcoiy 

•  — — rsiay 

y  »rC089 

0       — r  Bin  qp    r  cos  qp 
0         rsing?  rcos^ 
rcos^        0  rsin^ 


=    (sin  29».  cos  9) 
Hieraus  der  Inhalt  des  Ikosaeders 

s=  ^  r  *  (sin  2(p .  cos  9) 

Der  Badins  r  lftsst  sich  leicht  durch  a  ausdracken,  da  stets 
+  ist    Wir  erhalten,  wie  schon  oben  erwfthnt, 

r  =  o  Vl~2m+»»«  =  a  l/5  — 2V5. 


Die  Gfuppirot  der  FUbshen  des  Ikosaeders  in  ihrer  Anordnung 
am  fhnf  wird  aaschaulisher»  wenn  wir  zu  einar  Coordinalenadiseb 
s.  B.  der  s  Achse  eine  Ecfcenaehse  wftUen,  das  Comrdfnatensystem 
also  um  die  »  Achse  in  der  ys  Ebene  um  den  eben  besprochenen 
Winkel  (p  drehen,  (s.  Fig.  3.) 

Alsdann  geht  die  •  Achse  durch  zwrt  gegenOberiiQgende  Eck- 
punkte des  Körpers,  die  in  der  Projection  «nl  der  1^  Ebene  als 
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Ifittelpniikt  einet  gleichBeitigen  Zehnecki  aoftreteiL  Die  neoen  Goor- 
dinAften  der  Punkte  PfPtPt  n.  s.  w.  erhalten  wir  doicb  Svbititotim 
der  alten  Coordinatea  In  die  Gleichnngen 


Dieses  giebt 

•i— r 
„  Pj:  fl^  — rC089 
yi«-rsin^ 

8in2qp 

„  Pj:  fl^—^rnn^ 

8iii2o  ^ 

sind^ 


für  P,;  X, 


0 


«■r8in29 
%  —  reot2^ 

fi       rcos  <p* 

^1  —  rsin^* 

,^  Pg:      — rcoB^ 


Ji — r — 5 —  —  — rüOB2qp       %  rco82^ 


3 

„  P»:  arj-O 

yi  — •  —  rBin29» 
%  rooB29 
— — rBin^ 

pi «—  rC0S<p* 
%  — — rC0829 


>»  ^11 


IS 


flCj  -=»  —  rC08<]P 

jfi  —  — rsin^' 
%  — — rcot2^ 

•1-— r 


Hiernach  ist  es  nun  leicht,  die  Gleichnngen  der  verschiedenen 
Ikosaederflächen  aufzustellen.  Ordnen  wir  dieselben  zu  5  zusammeo« 
so  erhalten  wir  zuerst  ö  FJ&chen,  die  sich  am  den  Punkt  Pi  IsgerU' 
Es  resoltirt  für  die  Gl.  der  Fl.  PiPtPf  die  Determinante 


•  y  s  1 

0  0  r  1 

0  rrin29  rcos29>  1 

rooB^  rsin^'  rG0B29  1 


M  r'sin^.fl» 


0  1  1 

2coB9  cos29  1 
Bin^    OOS  29  1 
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0  11 
0        C0S2qD  1 

eosq»    C0829  1 


0 

0  2m9  eosS^ 
C089>    sin^  oos29 

8m29) 


0  Ol 

0  2C089>  1 

008^  ainqp  1 

1 


d.  h.   8ia9)*(2co8<)P  — 8in9))«4~ — 2 — y+^OBv'« — rcosg)'  — 0. 

Um  jedoch  sofort  die  Abschnitte  erkeuueu  zu  können,  welche  die 
bis  zum  Durchschnitt  mit  den  Achsen  verlängerten  Flächen  auf  den- 
selbOB  bervorbriugeu,  i8t  68  raUam  die8e  Gleicbongeu  auf  die  Form 

za  bringen.  Wir  erhalten  alfdann  für  die  FlAcbe  P^PtP^  die 
Glfiichiing 

•  1  ^  U~1=0 


sin  <jp*  (2  cos  9  —  8in9) 
AuB  der  Bedingongsgleichnng 

m^+m  — 1—0, 

sowie  ans  dem  System  ftberhaapt,  kOnnen  wir  nns  Jedodi  Tersdiie- 
dene  Relatlouen  herieiten,  die  zar  Yerein&chnng  unserer  Coeffidenten 
bedentend  beitrai^en.  Es  ist 

reo89*afl»,      rsin9<->a(l — m) 
«I»  1 


Bin9  = 


Vi+»^ 


sin  29 


2m 


1— m« 


eos9  ^ 

2(1— TO«) 

m 


tang9  —  ——  —  m 


2CO89-— sin9 


1+m«  1+»« 
1 

cot  9' 

sin  9'+ 008  9'  •=  2 sin 9  cos  qp« 
cosy* — siu^'  »  2sin9*coi9> 

n.  a.  w. 

MLflL 


6019 — siuijp  —  8inqp.tg9> 
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Löwe',  ütbtr  die  regulären  und  Foinsof sehen  Körper 


Nach  Anwendung  dieser  Formen  finden  wir  endlich  für  die  Fläche 
iiigis  die  Gleichung 

rcosy.colgy*  *  rootgy 

Für  die  Fläche  PiF^F^  erhalten  wir 


X  ff  M  1 

0  0  r  1 

rCOSqo  rsiaqp^  rC08  29>  1 
raiii^  — r0089'  rcosS^  1 

0  11 
eottp  1 
sin^   co82(y)  1 

1  0 


smqp" 
—  cosqp^ 


1 

cos  29 


1 
1 

1 


0  0  1 

coB^  sin^*  1 

sing)  — C089>'  1 

1 


COft^     felBi^*  COS 

tSntp  — CO89)*  CO829» 


X 


I  y  .  1 

rCBray'+co^y')       r(8iny*+C08y*)  ~r 


1  =  0 


Der  Coefficient  von  x  ist  hier  gleich  der  Halbachse  a=rr cos 9). cotg 9. 
Die  Gleichung  gehörig  redadrt  liefert 

 ?  IL_  4. ««Lo 

rcosijpcotgy     rCOtg<p*  '  r 


Für  die  Uftche  PjPiPs  ist 

0  0  r 

rsin^  — rco89*  rcm2ip 
— rsin^)   —  rcosqp*  'rcos29 

0     0  1 

4- sin  9  cos  9^  2 


1—11 
— 1  —1  1 


0  1  1 

1  cos  29  1 

-^1    €082^  1 

0  0  1 

1  — 1    cos  297 

— 1  — ^1-  0082^ 


d.  h. 


+--1=0 
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F^P^P^  liefert  die  Determinante 
»  IT  •  1 

0  0  r  1 

—  rsin^  — rC089'  rCQ&2<p  1 


0  11 

— COSqp*    00B29  1 

sing)*    cos29>  1 


0  11 

— sin^  coB^tp  1  r^M 
—  0089   oobS^  1 

0  0 


sin  9^ 


0  Ol 

— 8tn9  — cos  9*  1 

— C089  8iii9>  1 

1 

008  2^ 

cos  29 


d.  h. 


+ 


z 


r(siDy^-f~C08y^)       r  (sin  (p^ -\- C08  q>^) 
2  sin  (f*  2  sin  g>^  (sin  9  —  cos  9) 


H  1 


rcoB9COtg9    rC0tg9'  '  r 


P,P«Pt  liefert 

«  y  «  1 

0  0  r  1 

— rC089  r8iii9'  rC0829  1 

0  rBiii29  rco829  1 

0  11 


=ssiJ8in9.a; 


0 

sin  9 
2  cos  9  cos  29 


1 
1 

1 


— r*O0i9.y 


1    00829  1 

0  CO829  1 


8in29 
2 


0 
— 1 


0  1 
8ln9  1 


0  2cos9  ^ 


sin  29 


a.  b. 


rcos  9^ 


sin  9^  (2  cos  9 — sin  9) 


0      0  1 
— 1     siii9  00829 
0  2C089  CO829 


rcotg9  '  r 


4 


X 


rco89COlg9'  '  reolg9 


«+roote«^r 


26» 
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Die  nftchsten  Flächen,  deren  Gleichungen  bestimmt  werden  mfls- 
sen,  sind  diejenigen,  welche  sich  mit  ihren  Seiten  an  die  soeben  be- 
stimmten anlehnen.  Wir  erhalten  für  die  Fliehe  IPtP%P<t 


X  y 
0  rsinS^ 
rcos9  rsinq»* 


•  1 

rcOsS^  1 

rcos29»  1 

—  r  00829  1 

0  11 

cos  9  1 
sinqp  —'1 


•-f^coe29.fl; 


1 
1 


— r^eos29> 


d.  h. 


P^P^P^  giebt 


0 

+  r^z     COS  9 
sin  9 

0  sin  2<p  1 
cos  9  sin^'  1 
8in9  C089*  «1 

y 


sin  29  1  1 
sin9'  1  1 
cos  9*  —1  1 

8in29  1 
Bin  9^  1 
0089*  1 


  - — i  — 1  -«0 

re0S9C0lg9  *  r  <  rC0lg9* 


X  y             «  1 

rC0B9  r8in9^      r  cos  29  1 

rsin9  — rc0S9*     rcos29  1 

rC0S9  — r8in9*  — r  cos  29  1 


I     sin9>  1 

=  r^C0s29.a;!  — COS9'  1 
1  — 8in9*  —1 


COS  9 

1  1 

COS  9 

sin  9* 

1 

r>cos29.y 

sin  9 

1  1 

sin  9 

-COS  9* 

1 

CO89  - 

-1  1 

cos  9 

-COS  9' 

1 

COS  9 

sin  9* 

1 

—  r*  COS  29 

sin  9 

—  CÖ89* 

1 

• 

COS  9 

--8in9*  — 

1 

d.  h. 


liefert 


y 


rC089    rcotg9*  '  rcotg9^ 


-1-0 


m  y  «  1 

rsin9  — rcos9'    rcos29  1 

■rein  9*  — rC0S9'^     r  cos  29  1 

0      — rsin29  ^reo«29  1 


SS  —  r*8in9eoi29.y 


1 

— 1 


1 
1 


0  —1 


1\ 
1 

1 


1 
1 

1 
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also 


sm2<p 


1   cos  9>  1 

—  1    C089  1 

"  0  28m^  1 


3 


cos  29 


1  COS9  1 

— 1    0089  1 

0  2si]i9  — 1 


rC0S9 


+ 


r  OOS  29 


— 1 


2sm9    (2  sin  9— cos  9)  sin  9 

ff  » 


gCOtgq» 

da  ftlr  unsere  Bedingungen 

1 


28inqp-l-cosQp  —  — 


S11I9 


und 


OOS»  ^     _  . 

— —  ==C0tg93  ist 


2sin9— COS9 


Die  Fläche  P5  /  g  liegt  in  Beziehung  zur  £bene  symmetrisch 
zn  Psi*4P9.  Wir  erhalten  die  Determinante 


— rsin»  — rcosy* 
— rC089  rsin»* 

— rC0S9>  — rsinqp* 


%  1 
r  COS  29  1 
r  COS  29  1 

— r  cos  29  1 

sin»      1  1 

cos  9  11 
COB9  —1  1 


— cos  9*  1 
sin  9'  1 

— sin9*  — 1 


1 
1 
1 


—  r*2 


sm» 

cos  9 

C0S9 


COS  9' 

sin  9' 
-sin  9^ 


1 

1 
1 


-|-r2cos29 


sin  9  —OOS  9* 


cos  9 


sm9' 


1 

1 


0019  —  sIä9*  — 1 


also 


_  SL   1  „  Q 

rC0S9    rC0tg9*  '  rC0tg9' 


-^eA^ii)  weiche  in  Beziehung  zur  ^  Ebene  symmetrisch  zn 
jPjPgPf  liegt,  giebt  die  Determinante 


X  y  »  1 

— rC0S9    «•sin9*       r  cos  29  1 
0       r8in29      rC0S29  1 


r^C0B29.a; 


— riin9    rcoß9*   — rcos29  ll 


sin9>      1  1 

sin  29  1  1 
COS9'  —1  1 
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G08^       1  1 

0         11  — r»f 

ainy  —1  1 

0  8m29>  1 


+r*coB29> 


0099  0119*  1 

0     sin  2(p  1 

1 


d.  h. 


Da  jede  der  übrigen  Ikosaederflächen  einer  der  soeben  Abgelei- 
teten parallel  ist,  so  ist  es  sehr  einfach,  ohne  weitere  Rechnungen 
die  Gleichungen  dieser  Flächen  aufzustellen.  Wir  erhalten  dnich 
Umkehning  der  YorzeiclieB  fBx  die  Glieder  mit  « 


^9  Ao-Pif 
^6  -Pio^ii  - 


y 


rC089COtg9)^    rcotg9  f 


---1-0 


X 


+: 


i-~l-0 


|cotg9* 


rc0S9>C0tg9      r  rco^9>^ 

"         y  « 


— 1 


is        i4  - 

A  A  ^9  = 


_|  y  »  ^  - 

9  » 


gCOtg?) 


1  =  0 


+ 


3 


-1-0 


1-0 
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Ans  dem  resolftren  Ikosaeder  können  jedoch  noch  zwei  neue, 
sternförmige  KOrper  abgeleitet  werden,  die  nach  ihrem  Entdecker 
P  eins  Ol,  die  Poinsot'achen  Körper  genannt  werden.  Denken  wii^ 
uns  am  Ikosae^er  dnrch  Je  5  Ecken,  welche  einer  Ecke  anliegen 
und  für  sich  ein  regoUres  FOnfeck  bilden,  Ebenen  gelegt,  so  erhalten 
wir  den  ersten  Poinsofflchen  Körper,  dessen  Ecken  die  des  Ikosaeders 
sind  und  dessen  12  Flächcngleichungen  leicht  aus  folgenden  Deter- 
minanten hergeleitet  werden  können. 

Fttr  die  Fläche  P^P^P^P^P^  erhalten  wir  die  Determinante 


m 

0 

rcosqp 
rsin^ 


y  «1 
r8in29  rcosS^p  1 
rsin^^   rcos2(|»  1 

— rcosg)'    r  cos  29)  1 

I  ^ 

— r*C0829   cos  9 
1  8in9> 


Sin  (p^ 


0 
cos9> 
sinqp 


1 

1 


8in2<p 
sin  9)^ 
— cos  9' 


1 
1 
1 


d.  h. 


— cos  9'  1 


0 


r  0082^9 

da  wir  nur  die  Coordinatcn  von  3  Punkten  autzusteUen  brauchen, 
um  die  Ebene  zu  bestimmen. 

Für  die  Gleichung  der  FUcfae  PjPjPy  haben  wir  dieDeto^ 
minante 


m         tt  u  1 

0  0  r  1 

0      r  sin  29      r  cos  29  1 

rsin^  rcoB^*  — •rcos29»  1 

0  1 


1 

2m^9 

cos  9 


1 

cos! 
■cos29> 


1 
1 

1 


— r'sinqp.y 


0  cos 29 

1  — C0829» 


sin2y 
2 


1 
1 
1 

0 


0 


j  sin2qp 


z 


0  0 

0  2Bin4)o 

1  C089 


1 
1 
1 


0  28in9  C082^ 

1  COSqp     — C0i2qp 


d.  h. 


4-— y  L*_l  »0 

rsin^  '  rcotg9  ** 


Digitized  by 


408 


FtF^F^F^F^  liefert 

IT  « 

0            0  r 

rC0B9      rgfai^*  roo82^ 

rcos^  — rsiny*  — rcos2<p 

,0  1 

— r*C08<p.y 


1 
1 
1 

1 


0  1 

1  cos  2^ 

—  1  —0082^ 


1 
1 
1 


1  cos  2(p  1 
1  —  C0829)  1 


0  0 

1  1 
1  —1 


1 

1 
1 


0 
1 

1 


0  1 

1  C0829> 
— 1  -*C082^ 


y 


0 


Dio  Gleichung  der  Fläche  F^F^F^Fif^F^  erhalteE  wir 
•  y  »  1 

0  0  r  1 

rBin^  — rco89i'      rcos29  1 
0     — rnik2ip  — rco829»  1 

0  11 


O        l  1' 

COSqp    C08  2qp  1 

28i]i9  C0829»  1; 


0  cos29> 
8in2<p 


2 


1 

1 

0 
1 


0  0 

1  C089 

0  2üntp 


1 
1 

1 


d.  h. 


X 


0  1 

cos  9»  C0B2qp 

0   2aRg)  — C0829> 


-4--— 1  —  0 
rcosgj    rtaug^  •  r 

da  sie  zur  vorhergehenden  Fläche  symmetrisch  liegt 

Die  Flftche  PiPgPioAiA  liegt  symmetrisch  zu  FiP^PjP^P^. 
Ihre  Determinante  ist 


«  y  •»  1 

0  0  r  1 

— rsin^  —  rcosg?*  reo829>  1 

0  r8in29  rco829  1 


ssf^oosg».« 


0  11 

— COS^   C0827  1 

2Biii9  0082^  1 
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0  11 

1  cos  29  1 
0  1 


0 

— 1 

0 


1  1 

—  cos  9  1 

adii^  1 


2 


0  11 
— 1  — GO89  cosS^ 
0     3iin9  00829 


d.  b. 


4—* 


P^PePu^^T^  ^^«rt  die  Detenninante 

•       1  I 

r  1' 

reo«  39  1 

— rC0829  1 

1  1 

CM%fp  1 

8iQ9>    —  C0829>  1 

0 


0  0 

— rainqp  rcosy* 
0 

4-r'y  C08(p 


cos9>   sin  9' 


0  0 

cos  9  sin  9' 
sin  9   COS  9' 

1 

COS  29 


1 

1 
1 


d.  iL 


8iii9  eo69'  C0829 


r  •  r 


0  1  1 

8iii9^       COS  29  1 

i 

CO69S  — C0B29   1  I 


8 

Die  Gleicfaimgeii  der  6  anderen  Ebenen  ergeben  sieb  gleicb£dle 
ane  diesen,  dnich  Mnltiplication  der  y  and  s  mit  — 1,  da  diese 
wieder  einzehi  denselben  parallel  laufen. 

Wir  erbalten  alsdann  als  Oleicbongen 


r  COS  29 


+1 


rsin^    reotg9  r 


.1  —  0 


4 


rC089    rtaiig9  r 


 ^^1-0 
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L9ve:  Ufhvr  dm  M^uttnm  «ml  Bfümfnhn  S^fitr 


"'"roog?>'*"rtaiig^  r 

+   ^-_*_l_0 

'  r8m9    rcotg9  r 

r  r 
1 

• 

Der  Iiüialt  dnes  solchen  Körpers  besteht  aas  12  coDgraentei 
Pyramiden  und  kiMin  dersellie  ebenünUs  clQich  Petenninanten  beskimiDt 
werden,  wenn  man  dieselben  durch  2  Ebenen  jedesmal  in  3  Tetraeder 
zerlegt,  wovon  immer  2  eben&lls  congruent  sind.  Einfifcher  resoltiri 
jedoch  noch  der  Inhalt  ans  den  Goordinaten  des  Mittelpunkts  ?om 
Körper,  des  Mittelpunkts  der  5seiligen  0mndflftche  und  zweier  &&• 
eioander  liegcuden  Eckpunkte.  Die  Pyramide  wiri  dadurch  in  5 
gleiche  Tetraeder  zerlegt  uud  das  mit  12  multiplicirte  Resultat  liefert 
den  Inhalt  dieses  Körpers.  Bezeichnen  wir  denselben  im  Folgenden 
kurz  mit  „Poinsot  I."  und  stellen  für  seinen  Inhalt  die  Determinaale 
aus  den  eben  erwähnten  Coordinatea  auf,  so  erhalten  wir 


6^r  =  r» 


0        0  cos29) 

0      8in2<p  C0B2g> 

cos  9   sin  00829? 


=  r^CQs298in2<3pcos(3P 


d.  i.   Poinsot  I.     10r^cO8  2<]Psin29COS9. 

Vergleichen  wir  hiermit  den  Inhalt  des  Ikosaeders,  für  welchen 
wir  frflher 

„  10 

Ikos.  —  -^r*8in2700S9 

&nden,  so  erhalten  wir  die  Proportion 

Ikos.;  Poinsot  I.  ==  1:3 cos Sq». 


Den  zweiten  Poinsot'schen  Körper  (Poinsot  II.)  erhalten  wir, 
wenn  wir  jedesmal  durch  3  Eckpunkte  eine  Ebene  so  legen,  dass  sie 
einer  Ikosaederfläche  parallel  länft  Der  neu  entstandene  Kflipcf 
besitzt  alsdann  20  FlAchen,  während  di^  Anzahl  der  Ecken  dieselbe 
geblieben  ist 

Betrachten  wir  hier  die  Fläche  P,  Prj  Po ,  so  gehört  diese  dem 
Poinsot  II.  an,  und  kann  die  Richtigkeit  ihrer  Gleichung  leicht  ans 
der  Bedingungsgleichung  fUr  zwei  parallele  Ebenen  nachgewiesen 
werden. 
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(Sollen  s.  B.  zwei  Ebenen,  deren  Oleichmigen 
sindy  parallel  sein,  so  sind 


Ol 


?1 


Bedingungen  ihrer  Parallelitftt) 


Bilden  wir  hier  diese  Gleichungen  dnrcli  Determinanten,  so  er- 
giebt  sidi  für  die  Fiftche  P^PjP^ 

1 


1  ^ 
rsmv 

i  0 


r'co89>*jB 


—  r^sinqp.y 


also 


y  * 

0  r  1 

rcos^i*  — rcos39  1 

rsiii2q>  — rcos29  1 

0  11 

1  — cos  2^0  1 
0  — cos29  1 

0 

^  2 


 *  _-  y  _  I  1_1=:0 

rBiu^tangf)^     rtaiig9>  r 


0  11 

C08<3P     —  C082<jp  1 

— 2sin9  — cos29  1  I 


0 

0  1 

,  ,8in2(q3 

1 

cos<p  1 

0  - 

-2  sin  9}  1 

0 

1 

cos  <p     —  cos  2^ 

2sin^  _coa29 

Die  Bichtigkeit  dieser  Gleichnng  kann  dadnrch  leicht  erwiesen  wer- 
den, dass,  da  sie  mit  der  Fläche  PsPi^g  parallel  Iftuft,  nach  obigen 
Bedingnngsgleichnngen 


cotgy^ 


C0S9  sin^tang^* 
sein  mass,  was  auch  der  Fall  ist 


und    cotg^  = 


tang^ 


Die  Gleichung  der  Ebene  P^P^P^o  giebt  die  Determinante 

9  ff  fl  1 

0  0  r  1 

rsin^      rcoB^'  — rC0829  1 

— rcosv  — rsiny«     rooaS^  l 


0  11 
eos^*  — oos2q»  1 


—sin  9^ 


cos2(p  1 
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0  11 
mip  — G082^  1 

C089  —  cos2y  1 

0 


—  r« 


0 

1  — cos  <p 
0  1 


0 


1 
1 

1 


—  cos  9  —  siny*  — co829> 


folglich 


 ?L  I  y  isso 

r sin  9  tang  q)    r  tang  (jp^  "*  r 


deren  Richtigkeit  gleichfaHs  sofort  nachzuweisen  ist,  da  diese  tische 
der  Fläche  PfP^Pu  parallel  ist 

Deu  Inhalt  dieses  Körpers  linden  wir  durch  Addition  der  L^i 
Tetraeder,  welche,  wie  schon  erwähnt,  von  dem  Mittelpunkt  des  Kör- 
pers nnd  diesen  mit  den  Seitenflächen  des  Ikosaeders  parallelen 
Fl&cben  gebildet  werden.  £&  ergiebt  sich  für  diese  die  Iletermiosiite 


0 
sin  9 


cos  9 


»   


cos  29» 


0     — sin2q^  — cos29» 

»  f^8iD9)sin29> 
10 

Folglich:  Poinsot  II.  —  —r> sing» sin 29». 

Stellen  wir  nun  den  Inhalt  des  Ikosaeders  mit  dengenigen  des 
Poinsot  I.  nnd  Poinsot  II.  zosammen,  so  erhalten  wir  folgende 
Portionen: 

Ikosacd.:   Poinsot  II.  >«  l:tang9  —  l:m 

Poinsot  I.:  Poinsot  II.  —  3 cos 9)':  1 

Ikosaed.:  Poinsot  I. :  Poinsot  II.  —  l:3co8297 :  tgtp. 


Gehen  wir  jetzt  zum  Pentagonal-Dodekaeder  (Fig.  4.)  tlber,  so 
ist  klar,  dass  dasselbe  durch  12  Ebenen  gebildet  wird,  welche  dnwh 
die  Ecken  des  Ikosaeders  senkrecht  zum  Radius  der  umschriebenen 
Kugel  gelegt  werden.  Die  allgcmciue  Form  der  Gleichung  einer  Be- 
rührungsebene, welch^  in  einem  Punkte  xj^y^z^  au  die  Kugel  gelegt 
wird,  ist 


Oigitized  b; 


und  ihre  InhaUsbestimmunij  vermittelst  Determinanten.  4I3 

Hiernach  ist  es  sehr  einfach  mit  Hülfe  unserer  früheren  Coor- 
dinaten  die  Gleichungen  der  12  Ebenen  des  Dodekaeders  aufzustellen. 
Bezeichnen  wir  die  den  Ecken  Pj,  1\  etc.  des  Ikosaeders  entsprechen- 
den Ebenen  mit  den  römischen  Ziffern  L,  H., so  erhalten  wir  als 
Gleichung  der  Ebene 


I. 

z  —  r  =  0 

II. 

ysin2q[)-|-2COs2()p  — r  =  0 

HI. 

accos<p-|-y  sin(p*-(-zC08  2(p  — 

-r 

=  0 

IV. 

a-sing)  —  y  cosg)*+3Cos2<)P  — 

■  r 

=  0 

V. 

—   sin  <p  — y  cos  qo^ + 2  cos  2<p  — 

-r 

=  0 

VI. 

—  a;cos<)p  +  y8iii9*+2COs2<jp  — 

-r 

=  0 

VH. 

aisinqp  -j-ycos<p^ — zC0829>  — 

•r 

=  0 

VUI. 

xcoscp — ysin<)p^  —  «cos  2g)  — 

r 

=  0 

IX. 

—  y8in2()p  —  2C0s2qp  —  r  =  0 

X. 

—  xco%(p  —  ysincjp^  — zco^^tp  — 

r 

=  0 

XI. 

— X  sin  9  +  y  cosgp* — zcos29>  — 

r 

=  0 

XH. 

z-\-r  =  0 

Wir  sehen  aus  diesen  Gleichungen,  dass  die  Ebenen  II. — VI. 


r 


ein  Stück  ^^^^^  in  der  positiven  Richtung  auf  der  z  Achse  ab- 
schneiden, während  von  den  Ebenen  VII.  —  XI.  ein  gleiches  Stück  in 
negativer  Richtung  abgeschnitten  wird.    Dieser  Punkt  mit  den  Coor- 

dinaten  «  =  0,  y  =  0,  z  =  ^Q^2(p  zur  Ebene  I^iI%I\PsPQ. 

Ebenso  ist  jede  Ecke  des  Dodekaeders  Pol  zu  einer  Ikosaederebene, 
was  uns  ein  Mittel  an  die  Hand  giebt,  die  Coordinaten  der  Dode- 
kaederecken aufzustellen. 

Es  ist  also  beim  Dodekaeder  das  Verhältuiss  der  Flächen  und 
Ecken  ein  umgekehrtes,  wie  beim  Ikosaeder,  indem  hier  20  Ecken 
in  derselben  Gruppirung  auftreten,  wie  beim  Ikosaeder  die  Flächen 
und  gleichfalls  die  12  Ecken  desselben  hier  12  Flächen  entsprechen. 
Wollen  wir  demnach  die  Coordinaten  der  Eckpunkte  auf  gewöhnliche 
Weise  ableiten,  so  finden  wir  diese  stets  durch  den  Durchschnitt 
dreier  Ebenen  bestimmt,  welche  nach  den  Unbekannten  aufgelöst, 
die  verlangten  Coordinaten  geben.  Die  Coordinaten  von  entstehen 
beispielsweise  aus  dem  Durchschnitt  der  Ebenen  I.,  H.  und  III.  Wir 
erhalten  sie  durch  Auflösung  der  Gleichungen 

«— r  —  0 

yBin2<p-\-zcos2(p — r  =  0 

a?C08  9)"4-yBin(;p*+2C0s2()p  —  r  ==  0 
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ninlich 


rtaagy* 


00S9  '  ' 
•  —  r 

n.  ••  w. 

Anstatt  also  durch  Auflösung  je  dreier  Gleichungen  die  Coordi- 
natcn  zu  berechnen,  können  wir  dieselben  m  den  Gieichangen  der 
Polarebenen  finden. 

Beobachten  wir  hier  dieselbe  Gruppirung  wie  beim  Ikosaeder 
und  bringen  wir  alle  Gleichungen  der  Ikosaederfl&chen  F^P^JP^ 

so  sind  hier  die  Coeffieienten  der  Variablen  die  Coordinaten  des  be- 
treffenden Eckpunktes.  Stellen  wir  daraus  diese  Coordinaten  ss* 
sanunen^  so  erhalten  wir,  wie  eben,  fbr 

E^iFiF^FsU       dann  E^iF^F^F^i 

rtangy»  rtangy 
cos9>  cos 9 

ff  —  rtang^  9    — rtang^ 


E^iF^F^F^):  E^(F^F^F^): 
.-0  0  

coe^ 

jf— — ^tangfl?«  y  »-»rtaagfp" 

 rtang»* 

cosigp 

y  -» rtang9 
.  •    .  «  r 

Die  xweite  Gruppe  hat  Ton  der  XY  Ebene  den  Abstand 

•  rtang^* 

Es  resultirt  fOr 
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rtangy 
*  cosq) 

y  —  r 

z  =  rtangijp' 
ar  =  0 

2  =  rt&ngcp^ 


r 

jB  *s=s  — — 

COSq> 
y  =  —  rtangqp* 
«  =»  r  lang  9* 

X 


cos  9 
y  =  —  r  tang  (p* 

«  =  rtangep^ 


{C  — »  — 


rtangy 
cos  9 
y  —  r 

8  =  rtangqp' 

Die  übrigen  10  Coordinaten  ergeben  sich,  wie  die  Gleichungen,  eben- 
falls durch  ümkehning  der  Vorzeichen  von  a:,  y  und  z. 

Für  den  Inhalt  des  Dodekaeders  berechnen  wir  uns  zuerst  den 
Inhalt  eines  Tetraeders,  dessen  Ecken  der  Mittelpunkt  des  Körpers, 
2  benachbarte  Ecken  und  der  Mittelpunkt  der  Seitenfläche  sind.  Die 
Coordinaten  dieser  Punkte  seien 


=  0 

r  tang  9* 

cos  9 

Vi 

=  0 

y% 

=  rtang9 

h 

=  r 

==  r 

^3 

H 


rtogg) 

cos  9 

' — rtangyä 
=  r 


80  dass  für  den  Inhalt  desselben  die  Determinante 

rtangy     r   r^tangy* 

— r  tang  9*  r 


6^/=- 


0 

rtangy^ 

cos  9 

rtang9> 


cos  9 

r^tangy* 
cos  9 


cos  9 


0 

tg9 

1 


0 
1 


1 
1 


tg9  1 


{tang  9^  +  1)  = 


2  r3  tang  9* 
cos  9 


entsteht.  Multipliciren  wir  das  Resultat  mit  * .  12  =  10,  so  erhalten 
wir  den  Inhalt  des  Dodekaeders 
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Wie  si'hon  erwähnt,  bedeutet  r  der  Radius  der  dem  Dodekaeder 
eingeschriebenen,  resp.  der  dem  Ikosaeder  umschriebenen  Kugel. 
Offenbar  erhalten  wir  jedoch  den  Radios  der  dem  Dodekaeder  om- 
achriebenen  Kugel  aus  der  Gleichnng 


wo  y,  •  die  Goordinateii  iigend  einoB  Eckpunktes  des  ]>odekaed«n 
bezeiclmeii,  eine  Oleicliiiiig,  die  za  gleicher  Zdt  lor  PrUloiig  nnsenr 
Bedmnng  dienen  kann,  da  ftür  alle  Coordinaten  R  denselben  Wert 
haben  nrass.  Wir  erhalten  die  Oleiehnng 


Wir  erhalten  den  dritten  Poinsot'schen  Körper  (Poinsot  ffii 
wenn  wir  jedesmal  die  5  Ebenen  erweitert  denken,  welche  um  eis«  i 
Dodekaederfläche  liegen.    Er  hat  12  Ecken  und  12  Flächen.  Die 
12  Ecken  desselben  sind  die  Pole  zu  den  Ebenen  des  ersten  Poinsot- 
sehen  Körpers  als  Polarebeno,  während  hier  die  Flächen  dieselben 
sind,  wie  bei  dem  Dodekaeder,   Die  Coordinaten  dieser  Ecken  er- 
geben sich  sofort  aus  den  Gleichungen  der  12  Ebenen  des  erstes  ^ 
Poinsot'schen  Körpers. 

Die  Gleichung  der  Fläche  P^F^F^Pf^P^  war  I 

— ^—sr —1  =  0    oder  — -ts  r*  s=  0 

roosSy  eo829 

Hieraus  die  Coordinaten 


hierau 


Aus  der  Gleichnng  der  Flftche  F^P^P^P^P^ 


siny  '  cotg9  ' 


resnltirt 


r 


r 


X  = 


sinf ' 


ootgy' 
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P^P^F^P^P^  liefert  die  Goordinaten 

r  r 


CO89      "  ~"tg9* 

F^P^P^FiQPQ  die  Goordinaten 

r  r 


eo89'  '       tang9 ' 
a.  8.  w. 

Für  die  Inhaltflentwickelung  ist  es  am  zweefanSsdgsten,  von  den 
5  Punkten  eines  sternlSmugen  Fflnfecin  zwei  za  wählen,  welche  eine 
Kaute  desselben  begrenzen  und  diese  mit  dem  Mittelpunkt  dieses 
Fünfecks  und  dem  Mittelpunkt  des  Körpers  zu  einem  Tetraeder  zu 
vereinigen.  Es  entsteht  alsdann  ein  Tetraeder,  dessen  Inhalt  mit  5 
multiplicirt  den  Inhalt  der  Sternpyramide,  als  den  12ten  Teil  des 
Körpers,  giebt 

Nehmen  wir  hier  das  Ffinfeck,  dessen  Ebene 

•  r 

isty  so  sind  die  Goordinaten  aus  den  Ebenen  P^P^P^P^P^  und 
Pi^^PaPio^B 


=  0 

r 

r 

~~  sin^p 

cos  9 

Vi 

«0 

Vt 

r 

r 

cotgy 

tang9 

H 

H 

woTon  01^1«!  die  Goordinaten  des  Mittelpunktes  des  sternförmigen 
Fünfecks  bezeichnen.  Den  Inhslt  liefert  die  Determinante 


r 
sin^ 


0 
r 


cotgy 


—   — rcotffo)  r 

CO89 


.^s  /cosff»— siny»\ 
\  sin^^Gosy'  ) 


d.  L  J  ^ 


3  cos  9 


Der  Inhalt  des  Poinsot  m.  also  = 


20r» 
C0S9 


Wie  wir  schon  bei  einem  ebenen  sternförmigen  FflnfedE  einen 
fiüscfaen  Inhalt  finden,  wenn  die  um  das  Fflnfeck  hemmliegenden 
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I>reieckc  zu  demselben  addirt  werden,  so  ist  aaeh  hier  AelmMeB 
der  Fall  Indem  wir  dort  die  Dreiecke  znm  do|»pelten  Ffln&ek  n 
addiren  haben,  so  irass  hier  d^  Ualt  sftmmf^ehsr  Pyramiden  mm 
Sfochen  Dodekaederinhalt  addirt  werden,  wenn  der  Malt  des  Poin- 
sot  m.  resaltiren  soll  Entwickehi  wir  hier  z.  B.  den  InhaH  einer 
anf  den  SeitenflAcben  aufsitzenden  Alnfseitigen  Pyramide,  so  erhaUm 
wir  daAlr  die  Determinante 


—  r 


0 

rtangy* 

C0S9> 

rtangy 

COSf 

0 

rtang9>' 


0 
0 

rtangr 

r  tang 
0 

r  tang  9 


cos  2y 


1 

1 


cos  9 

r  tang  9» 
cos  9 

2r*tang^  2f*tang9>s 


1 
1 


— rtasigf^  1 


+ 


cos  29* 


rtangy* 

cos  9 

rtangy 
l  OOS» 


sin  9)  cos  9*  COS» 

und  somit  filr  den  Inhalt  s&mmtlicher  Pyramiden 

__  20r3  tang^^  2Qr'^taDgyS 
sin  y  cos  9^  C089> 

Für  den  Inhalt  des  Dodekaeders  hatten  wir 

20r^tangy^ 
CO89 

Bilden  wir  aus  dem  dreifachen  Inhalt  des  Dodekaeders  uud 
sen  Pyramiden  eine  Gleichung  mit  Poiusot  III.,  so  folgt 

eosS)»  =  tang»>(l-f-2coa29) 

welcher  Ausdruck  sich  nach  Einsetzung  der  Zahienwerte  auch  als 
gleich  erweist 


% 

Den  letzten  und  vierten  Poinsot'schen  Körper,  Poinsot  IV.,  t'f* 
halten,  wir  endUeh  dadnsch,  da8s.3  £bent»n  znm.  Durchschnitt  gebrat^t 
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werden»  welche  den  3  yon  äner  Eeke  des  Pentagonal- Dodekaeders 
ausgehenden  Kanten  anliegen. 

Die  Coordinaten  erholten  wir  wieder  aus  den  Gleichungen  der 
Pohirebenen  nnd  zwar  ans  der  Gleichung  der  £bene  /li^i» 

rC0tg9^ 

and*  ans  P^P^Pio  ^  C!oordinaten 

rCOtgSP 


sinf 


y  =  rcot^y^,    9  —  r 


s.  w. 


Den  Inhalt  finden  wir  aus  einem  Tetraeder,  dessen  Eckpunkte 
der  Mittelpankt  des  Körpers,  der  Mittelpunkt  der  Seitenfläche  und 
zwei  an  einer  Kaute  liegende  Ecken  sind.  Seinen  Inhalt  erhalten 
wir  ans  der  Determinante 


0 

rco(g9* 
SUI9 


e 


— rcotgy  r 


r^cotgy* 

sin  9 


0  Ol 
cotgf  — ^1  1 

1  COtgfP*  1 


rcotgy  .  ^ 

— r-^       rcotgy"  r 

Der  Inhalt  des  Poinsot  IV.  ist  demnach 

20r^cotgy* 
"  siny 

Yerglelchen  wir  z«m  ScUnss  wieder  die  Inhalte  der  snletst  be- 
handelten drei  Körper,  so  ergi^  sich 

Dodek.:  Poinsot  ID.  »  taagy^:! 
Dodek.:  Poinsot  IV.  =  tangy^:l 
Poinsot  ULi  Poinsot  IV.  —  taugy^:l 


S7* 
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XXVIIL 
MiseelleB. 


1. 

Btwdt  •Imm  8alM  ms  i«r  TiMile  ier  IvnmlMi  Openli#M* 

In  Bankers  ^Theorie  der  complezen  ZaUensyiteme^  S.dii^ 
ein  wiehtiger  Sats  bewiesen,  dass  wenn  swei  einstige  nnd  aw 
dative  Operationen  durch  das  volle  distribntiTe  Princlp  mit  einsiv 
▼erbnnden  sind,  dann  die  eine  notwendig  die  commntatiye  Eigensdi^ 

besitzt.  Ich  will  hier  einen  Beweis  dieses  Satzes  mitteilen ,  der  ii 
Grande  mit  dem  HaukeTschen  übereinstimmt,  aber  in  aUgemein* 
Operationszeichen  geführt  wird. 

Bedeuten  nnd  zwei  directe  (thetische)  eindeutige  nnd  ano- 
ciatire  Yerknflpfiingen,  die  dnrch  folgende  Oleichnngen  verbunden  v^^* 

(a,  c,  d  bedeuten  hier  irgend  welche  Objecte),  die  das  Distributiv- 
gesetz ausdrücken,  —  so  ist-  die  Operation  commntativ. 

Um  dies  zu  beweisen,  ersetzen  wir  in  der  Gleichuug  (1)  c  dmd* 
^ic^d)  und  in  der  Gleichung  (6)  a  durch  ^{a^b)^  —  es  wird  dann: 

b)y  Mc,  d)}  =  ^i[-^8K(a,  b),  c),  ^j{^i(a,  bh 

Aua  dar  Gleichheit  der  eraten  Seiten  dieaer  Gleichungen  foigt  non: 
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Wir  tnnsfonniren  die  onte  Seile  der  letiten  Gleicbmig  mittelst 
der  Gleicbiing  (1)  and  die  sweite  mittelst  der  Gleiehmig  (2);  man 
erhält  dann : 

Da  der  Voraussetzung  zufolge  die  Operation  associativ  ist, 
so  kann  man  diese  Gleichung  auch  so  schreiben:  • 

Vergleicht  man  hier  die  beiden  Seiten,  so  sieht  man  schon,  dass 
sie  sich  nur  durch  die  Ordnung  ihrer  Glieder  uuterschcidon.  Be- 
zeichnet man  noch  der  Kürze  wegen: 

so  hat  man: 

^i(l>»  ff»     •)  —  Ji(p,  r,  •) 

Nach  dem  Aasociativgesetze  Iftsst  sich  diese  Gleichung  so  dar- 
stellen: 

woraus  vermöge  der  Eindeutigkeit 

folgt  Schreibt  man  noch  diese  Gleichung  so: 

und  berlleksicbtigt  man  wieder  die  Eindentigk^t,  so  bat  man  endlidi 

J^iq^  r)  -«^j(r,  g) 

welche  Gleichung  die  Commutativität  der  Operation  Ji  beweist 

Auf  ibnlicbe  Weise  könnte  man  beweisen,  dass  im  Falle,  wenn 
die  Glei^ungen: 

bestehen,  die  Operation  Jj^  commutaÜY  sein  muss. 
Warschau,  den  31.  December  1874. 

S.  DickBtein. 
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2. 

lieber  die  Symmetriepunkte  des  Dreiecks. 

Vier  Puakto  im  Dreieck,  nämlich  der  lu-  und  Umkrcismittelpuiikt, 
der  Schwerpunkt  und  der  Höhenschnitt',  finden  bekanntermassen  be- 
sondere Beachtung  wegen  ihrer  syniinetrischen  Bestimmung.  Man 
kann  sie  demgemäss  Symmetriepuukte  des  Dreiecks  nennen,  und  es 
liegt  die  Frage  nahe,  wie  diese  ihre  Eigenschaft  zu  detiuireu  sei,  um 
überhaupt  alle  Symmetriepunkte  von  den  Nichtsymmotriepunkten 
unterscheiden  zu  können.  Hierbei  ist  zunächst  auf  eineu  Umstand 
aufmerksam  zu  machen,  ohne  dessen  Beachtung  die  ganze  Frage 
illusorisch  sein  würde:  nicht  für  ein  einzelnes  Dreieck,  BonderD  nur 
für  das  allgemeine  oder  variabele  Dreieck  existirt  eine  bestimmte 
Classe  von  Punkten,  welche  die  in  Bede  stehende  Eigenschaft  bat) 
jeder  bestimmte  Punkt  ans  dieser  Glasse  ist  dann  anch  im  tmäm 
Dreieck  zn  finden.  Solange  man  daher  bei  den  4  genannten  Syrnv 
tri^nnkten  stehen  Uieb,  nnd  andi  wenn  man  deren  Zahl  noch  ler* 
mehrte,  trat  dieser  Umstand  nicht  denn,  war  einmal  diA  ^ 
stimmong  eines  jeden  festgesetst,  so  passte  sie  natarlich  auch  ftr 
ein  einzelnes  Dnieck.  Ist  hingegen  ein  beliebiges  nn^eicbaeitigtt 
Dreieck  nnd  ein  beliebiger  Pnnkt  gegeben,  und  man  fragt,  ob  diewr 
Symmetriepnnkt  sei,  so  zeigt  sich,  dass  jederzeit  in  ihm  unendfidi 
Tiele  Symmetriepunkte  und  Nichtsymmetriepunkte  zusammenMeii, 
die  aber  nicht  identisch  sind,  sondern  bei  jeder  Veränderung  des 
Dreiecks  auseinander  gehen,  dass  also  keine  Entscheidung  existirt. 

Um  die  Symmetriepnnkte  so  einfisch  als  möglich  damutelieD, 
wird  man  offenbar  eine  trimetrisehe,  auf  das  Dreieck  selbst  beiflg- 
liehe  Bestimmnngsweise  wfthlen;  jede  andere  Metbode  wttrde  vide 
wiHkttrliGhe  Elemente  in  die  Bechnnng  einfiihren.  Doch  auch  dm 
bleibt  noch  eine  grosse  Auswahl  übrig.  .Die  Pitt ck er' sehen  trime' 
trischen  Goordinaten  sind  hier  wegen  Ueberbestimmung  nicht  got  n 
gebrauchen.  Dagegen  eignet  sich  die  Möbins'sche  barycentrisdi 
Bestimmung  vortrefflich,  weil  sie  nur  yon  den  2  Yerhältnissen  dar 
3  analogen  Grössen  abhängt.  Hier  können  wir  den  Symmetriepunkt 
folgendermassen  definiren.  « 

Seien  die  den  Seiten  «i,  09,  «is  gegenttbeiiiegenden  Ecken  eines 
Dreiecks  mit  Gewichten  Pi,  Ps  belastet;  dann  ist  durch  letzteres 
System  als  dessen  Schwerpunkt  ein  Punkt  bestimmt  Wir  nennen 
der  Kürze  wegen  pn  po,  ih  die  (Gewichte  dieses  Punktes.  Ist  nun 
/(x,  z)  eine  homogene,  für  ^,  z  synunetrische  Function,  d.  h. 
|nan 
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so  sid  die  Gewichte  äaes  Sjmmetriepiiktet  voa  der  Fem 

md  jeder  solcke  Peikt  iit  efai  Sfmnietriepnkt 

Da  die  beiden  leUten  Gewichte  aus  dem  ersten  durch  Vertäu- 
schnng  der  a  herrorgehen,  so  genügt  zur  Bestimmung  eines*  Sjm- 
mctriepnnkts  immer  der  Ansdrack  des  ersten  Gewichts  in  «i,  Of, 

Ehe  wir  hienou  Anweudung  machen,  mögen  eiuige  Sätze  über 
die  barycentrische  Rechnung  vurausgehen.  Ein  Punkt,  dessen  Ge- 
wichte PttP^pg  sind,  sei  stets  mit  demselben  Bnchstabeu  p  bezeichnet 

®od  oißi,  os/Js,  a^ß^  die  rechtwinkligen  CkiordiBitiett  der  8  Ecken, 
49  die  des  Punkts  ji,  so  ist  bekanntlich 

Bestimmt  man  den  willkürlichen  gemeinsamen  Factor  der  p  so,  dMS 
£p  =  1  wird,  80  hat  man  kürzer: 

m^Sapi  p^Sßp  (1) 

Hat  man  2  Punkte  q  mit  den  Coordinateu  a-oy,,  "U'l  'i^i,  und 
ist  H  eine  unabhängige  Variabcle,  so  ist  p{l  —  u)-{-qu  ein  variabcler 
Punkt,  der  eine  Linie  erzeugt,  und  für  1»  0  durch  py  für  u  =»  1 
durch  q  geht  Seine  Goordinaten  sind 

*  (1  —  u)£p-\-u£q    *  (1  —  u)£p-\-u£q 

Eliminirt  man  so  erhfilt  man  eine  lineare  Gleichnni^  zwischen  «,  jr; 
die  Linie  ist  daher  stets  gerade.  Madit  man  2^     <£Sg[  ■«  1,  so  wird 

«  — «^(l-  «)+«itt;  3f  —  «)+jfiU  (2) 

Hier  verhalten  sich  die  Strecken  auf  der  Geraden  wie  die  DifTerenzcn 
der  Tt,  was  ohne  die  specielle  Bedingung  nicht  der  Fall  ist.  Wir 
stellen  daher  die  2  Sätze  auf,  im  ersten  von  beiden  p-\-q  für  q 
substituirend : 

I.  Der  Punkt  p+qu  erzeugt  bei  yarürendem  u  die  gerade  Ver- 
bindung der  Punkte  p  und  q. 

II.  Ist  £p  =  £q  =  l,  so  sind  die  Strecken  auf  der  Goraden 
p(l — proportional  den  Differenzen  der  Paramoterwerte  Uj 
also  Yon  p  aus  garedinet  proportional  «  selbst 

III.  Addirt  man  zu  jedem  der  3  Gewichte  /»-f-gu  eine  beliebige 
Constantc,  so  bekommen  «  und  y  2wei  coustante  Incremente,  folglich 
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erleiden  alle  Punkte  der  Geraden  eine  gleiche  Verschiebung  in  gleicher 
Richtang,  d.  i.  die  Gerade  verschiebt  sich  parallel.  Soll  nun  die 
Parallele  durch  einen  gegebenen  Punkt  m  geben,  so  braucht  man  nur 
die  3  Gewichte  m  an  ^  Steile  der  3  constanten  Tenne  der  Ge- 
wichte der  Geraden  in  setzen,  und  erhält 

als  Anadnidc  der  PanlleLen  mit  p+Si*t  welche  ftr  »  s=  0  dirdt  • 
geht 

Sind  p,  q,  r  drei  Punkte  mit  den  Coordinaten  xq^o»  ^iVn  ^fsJ/ti 
nnd  man  sucht  den  Ort  des  variabeln  Punkts  p-\-gu-\-ru\  dessen 
Coordinaten     seien,  so  hat  man: 

oder 

also  nach  EUmiiiatioii  von  «: 

X  Xq  X  X2  ^  £p 


X  Xn  X  Xt 


X  —  X^  Xi  — 


£r 


Jede  der  8  Determinanten  ist  linear  in  o-,  ^,  also  die  Glekshnng  w 
Sten  Grade.  Ausserdem  sieht  man,  dass  sie  durch  die  3  festen  Pankto 

erfüllt  wird,  und  man  hat  den  Satz: 

IV.  Der  Ort  des  Punktes  p-^qu+ru*  ist  im  aUgemeineB  «i 
Kegelschnitt,  üer  doreh  die  3  Punkte  r  geht  In  besonderi 
Fftllen  kann  or  in  1  oder  2  Oerade  degeneriren. 

V.  Zieht  man  durch  den  Punkt  p  die  3  Transversalen  des  Drei- 
ecks, vertauscht  die  je  2  Stücke,  in  welche  durch  sie  die  Seiten  ge- 
teilt werden,  wobei  die  Strecke  von  einer  Ecke  nach  dem  jenseit  de^ 
selben  auf  der  verlängerten  Seite  liegenden  Punkte  als  negativ  lo 
rechnen  ist,  und  zieht  3  fteue  Transversalen  nach  den  neuen 
punkten,  so  sind  letztere  die  GleichgewichtsUnien  für  die  Gewichte 

III 
Pi    Pt  Pi 

und  schnöden  rieh  in  ^em  Punkte,  dem  Schwerpunkt  der  3  nc^ 

proken  Gewichte.   Wir  nennen  den  so  zu  constmhrenden  Punkt- 

den  redproken  Punkt  des  Punktes  p.  Yariirt  p,  so  können 
die  Bahnen  beider  Punkte  reciproke  Linien  heissen. 
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Wenden  wir  dies  auf  die  gerade  Yerbindiing  der  Punkte  p,  9  an, 
wo  Zpmm  Zq^x  Mi,  nnd  tnchen  demgemias  die  redproke  Linie 
sn  der  Geraden 

— tt)+2tt  (3) 

Da  sich  offenbar  ein  Punkt  nidit  ftndert,  wenn  man  seine  3  Gewichte 
mit  einem  gemeinsamen  Faetor  mnltlplicirty  so  ist,  das  Prodnct  der 
3  Gewichte  (3)  som  Mnltiplieator  genommen,  das  ante  Gewicht  der 
redproken  Linie, 

Tom  2.  Grade  in  Bezug  anf  ti,  folglich  nach  Satz  lY.  die  reciproko 
Linie  jeder  Geraden  ein  Kegelschnitt 

Eine  Gerade  schneidei  im'  allgemeinen  alle  3  (nnbegrenzt  ver- 
Ungerten)  Seiten.  Der  Dorehschnitt  mit  <i|  hat  zun  ersten  Gewicht 
0^  also  der  redproke  Punkt  die  Gewichte  1,  0,  0,  er  ist  mithin  die 
Gegened^e  von  Fdn^ich  geht  die  redproke  Linie  der  Geraden 
dnrdi  alle  3  Edsen  ;  nur  der  Fall,  wo  die  Gerade  einer  Seite  parallel 
ist,  kann  eine  Ausnahme  machen. 

Die  Kenntniss  dieser  3  Punkte  des  Kegelschnitts  ergänzt  sich 
zur  voUstftndigen  Bestimmung,  wenn  auch  der  Mittelpunkt  bekannt 
ist  Dieser  sd  m.  Ein  Durchmesser  vom  Punkt  JP{u)  aus  gezogen, 
hat  dann  nach  Satz  IL  zum  ersten  Gewicht 

wo  V  den  Parameter  bezeichnet    Da  dieser  fftr  jenen  Punkt  des 

Kegelschnitts  den  Wert  1  hat,  so  muss  er  nach  Satz  IL  für  den 
diametralen  Punkt  den  Wert  — 1  haben.   Folglich  ist 


(4) 


wo  u'  der  entsprechende  Wert  von  u  ist.  Vorausgesetzt  ist  Zm=  1. 
Die  Summe  der  3  analogen  Gleichungen  giebt  1  =  1,  woraus  erhellt, 
dass  «'  nur  2  Gleichungen  zu  erfüllen  hat,  dass  also  nach  Elimina- 
tion TOn     nur  eine  Gldchnng  flhrig  bldht  Zur  Abkürzung  sd 


PiPs 


PsPi 


PIPI 


dann  wird 
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JBrt^O}  Xrl'sssO  (5) 

MoltijiUcirt  num  also  2wei  Analoge  der  61.  (4),  ao  kommt: 

Nach  Multipliaition  dieser  Gleichung  mit  ij  giebt  die  Summe  der 
3  Aualügou  mit  Beachtung  der  Gl.  (5): 

Srmfi 

Der  erste  Teil,  welcher  von  u  unabhängig  ist,  sei  =  AM\  dann  hat 
man  die  ideatische  COetchiuig: 

oder,  da 

2Bl\u)+St*  =  h^+h'+h'+'^(hh+hh+hh)  =  (£t)^  =  1  (6) 
ist, 

woravs  fttr  ii  >—  0  und  •  »  1 : 
und  nach  Aufldsmig: 


III! 


das  ist  nach  Division  durch  a{l—u)i 
oder 

Die  Summe  der  Amdogen  ist 

Setzt  mau  zur  Abkürzung 
80  erhält  man  durch  Division: 


(7) 
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'»1=  Jf   (8) 

and  analog  die  Werte  von  m^,  m^. 

Nnn  entscheidet  sich  leicht,  oh  der  Kegdsdiiiitt  ElUpse,  Parabel 
oder  Hyperbel  ist.  Ein  nnendHch  entfernter  Punkt  hat  nftmlich  eine 
Oewichtainnme  =  (X  Demnach  hat  der  Kegelschnitt  unendlich  ent- 
fernte Pönkte,  wenn  die  Gleiehung 

-5^  —  0  oder  ^ä'a  +  ^s'i  +  'i'a     0  (9) 

fiOr  irgend  ein  reelles  u  erfUlt  ist.  Sind  alle  p  nnd  q  positiv,  so  ist 
ftlr  jedes  i»  zwischen  0  und  1  die  Liukc  positiv,  weil  es  alle  Torme 
sind.  Nach  GL  (6)  ist  also 

-r*«<l  fittr  0<u<l 

Da  aber  keina  der     ein  Maximum  hat,  so  ist  fttr  andere  u 

nnd  da  die  Linke  stetig  in  u  ist,  so  giebt  es  ein  u,  welches  die  Glei- 
chung £fi  =  1,  mithin  auch  GL  (9)  erfüllt  Folglich  kann  für  posi- 
tiTO  p  und  q  der  Kegelschnitt  keine  Ellipse  sein.  Nun  folgt  weiter 
aus  den  Bdationen  • 

dass  für  positiTe  i»,  sowie  für  positive  nicht  alle  r  gleiches  Vor- 
zeichen haben  kennen.  Bezeichnet  man  aber  zwei  r  von  ungleidiem 
Vorzeichen  mit  r^,  r«,  so  zeigt  der  letzte  Ausdruck  (7),  dass  If  ne- 
gativ ist  Folglich  ezistiren  unendlich  ausgedehnte  Kogebdmitte  für 
negatives  N,  Eine  Parabel  ist  kenntlich  durch  unendlich  entfernten 
Mittelpunkt,  d.  i  nach  GL  (8)  durdi  ^=0.  Da  der  Fall  der  Para- 
bel die  Grenze  zwisdien  Ellipse  und  Hyperbel  bildet,  so  folgt,  dass 
der  Kegelschnitt  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  ist,  jenachdem 
iV  >>  0,  =0  oder  <<  0  ist.  Ferner  weiss  man ,  dass  die  Gewichte 
aller  Punkte  iuucrhalb  dos  Dreiecks  positiv,  ausserhalb  von  ungleichem 
Vorzeichen  sind.  Folglich  ist  die  reciproko  Linie  einer  Geraden,  die 
dnrch  das  Dreieck  geht,  stets  eine  Hyperbel.  Die  Kesultate  sind 
folgende. 

VI.  Die  redproke  Linie  ^er  Geraden  ist  ^n  Kegelschnitt,  und 
zwar  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel ,  jenachdem  iV  0,  =  0  oder 
<  0  ist 

Vn.  Geht  die  Gerade  dnrch  das  Dreieck,  so  ist  die  reciproke 
Linie  stets  eine  Hyperbel. 
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YIDL  Dar  Kegebehnitt  gebt  dnreh  die  3  EdDeni»  mid  Min  ICitlel- 
paukt  bat  die  Gewicbte  (8),  wenn  nicbt  die  Gerade  einer  Dreiedn- 
■eitc  paraDel  ist 

Die  ganz  amserbelb  des  Dreiecks  liegoudeu  Oemden  können 
Kegeleebnitten  Ton  allen  3  Formen  redprok  sein.  Um  du  ( J  mm* 
ibrer  Lagen  geometriflcb  danmetellen,  snehen  wir  die  £inhüUende 
aller  Geraden,  denen  Parabeln  redprok 


Zur  Vereinfachung  nehmen  wir  die  Punkte  |>,  g  auf  den  YerlAn- 
gerungen  der  Seiten  og  und  o^.  Sei  also 

dann  wird 

r,-(l+u)t,}    r,-(l+tt)(l+t;)i    r^  =  uil+v) 

und  nacb  Einaetsimg  in  (7)  findet  man: 

-4-l-3(l+tio)>+4iw(tt+«) 

Die  Punkte  j),  q  durchlaufen  die  Verlängerungen  von  ctj ,  über  o, 
hinaus  ins  Unendliche,  wenn  u  und  v  von  0  bis  od  varüren.  Set/t 
man  also 

1 


*(«+2) 


so  hat  auch  t  nur  alle  positiven  Werte  zu  durdilaufen.  Kacä  Snb- 
Btitntion  ergiebt  sich: 

i3fiJ?|8U2«+l)(2»+3)«+2<8+9l«+l^^^  {(2*+l)i,-l«l 

Alle  Factoren  der  Becbten  ausser  dem  letzten  sind  allgemdn  positiv, 
mithin  das  Vorzeichen  von  N  gleieh  dem  des  letzten  Factors.  Folg- 
Udi  büdet  der  Wert 

^  1 


2t+l  ~  1/1  .  A  (11) 


die  Grenze  der  Formen  der  redproken  Linie,  nnd  zwar  ist  diese 
Ellipse,  wenn  v  grösseren,  Hyperbel,  wenn  es  kleiner^  Parabd,  wenn 
es  gerade  diesen  Wert  hat  Demzufolge  sind  die  Gewichte  fflr  den 
erzeugendeii  Punkt  einer  Geraden,  deren  redproke  Linie  Parabel  ist, 
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Uire  Samme  ist  identisch  » i. .  Nach  Gl.  (1)  findet  man  daraus  seine 
Coordinalen.  Bifferentiirt  man  deren  AnsdrUcke  partiell  nach  in- 
dem man  w  als  Function  von  l  betrachtet,  so  erhält  man  für  ^  ssO^ 

^  =  0  2  Gleichungen,  welche  für  den  Coincidenzpunkt  jener  Ge- 

Bw 

raden  gelten,  und  nach  Elimination  von  ^  ergiebt  sich: 

Führt  man  diese  Werte  in  die  Ansdrücke  der  Coordinaten  x,  y  ehk 
und  ordnet  die  Gleichungen  nach  Potenzen  von     so  lauten  sie: 


und  nach  Elimination  von  t  erhält  man  als  Gleichung  der  EinhOl- 
lenden: 


X  Cfg    IT  -—  Cfj 

2/—ßa  y—ßi 


X  —  flfj  «j  — 


\x—ai  ffj  —  «3 
iy~ßt  ß%  —  ß% 


y—ßi  ßi  —  ßi 

Sie  ist  3ten  Grades  and  wird  durch  alle  3  Ecken  des  Dreiecks  be- 
friedigt Fflr  unendlich  grosse  «,  y  gehen  die  Gl.  (14)  fibereinstim- 
mend über  in 

1  =  0 

kdnnen  also  nicht  durch  reelle  i  et&ült  werden.  Folglich  ist  die 
Gurre  stets  Ellipse.  Die  Gewichte  des  erzengenden  Punkts  dieser 
Ellipse  erhält  man  durch  Einsetzung  des  Wertes  (13)  in  (12),  nämlich 

<+l  <  t(t+l) 

Den  Mittelpunkt  der  Ellipse  findet  mau  durch  eine  sehr  einfache  Be- 
trachtung. Ist  u  unendlich  klein,  so  ist  nach  (10)  (11)  v  unendlich 
gross,  und  umgekehrt;  daher  geht  die  Gorude  p{l  —  ir)-\~qw  d.  i.  die 
Tangente  der  Ellipse  von  einem  Eckpuukt  des  Dreiecks  aus  immer 
parallel  der  Gegenseite,  und  die  Transversale  von  diesem  Berührungs- 
punkt nach  der  Mitte  der  parallelen  Sehne,  d.  i.  der  Gegenseite,  ist 
ein  Durchmesser.  Die  3  so  bekannten  Durchmesser  schneiden  sich 
dann  im  Schwerpunkt,  und  dieser  ist  der  Mittelpunkt.  Hiemach  sind 
von  der  Ellipse  bekannt  3  Punkte,  die  £cken  des  Dreiecks,  femer 
die  den  verbindenden  Sehnen  conjugirten  Durchmesser,  nändich  die 
Schwerpunktstransversalen,  endlich  hierdurch  der  Mittelpunkt  Es 
hat  sieh  ergeben; 
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IX.  BeeduralM  man  um  den  l^hwerpmikt  des  Dreiecks  als 
Mittelpunkt  dorch  die  Ecken  eine  Ellipse,  so  ist  die  Reciproke  einer 
Geraden  Hyperbel,  Parabel  oder  Ellipse,  jeuachdem  die  Gerado  jene 
Ellipse  schneidet,  berührt  oder  meidet. 

X.  Die  Oewkhie  ^er  Beralureiidea  haben  dfe  Form  (12),  d» 
des  Bertthrangspiuikts  sind  (13). 

Verbindet  man  letztern  mit  dem  Schwerpunkt  nach  Satz  I.  und 
zieht  mit  ersterer  durch  den  Schwerpunkt  eine  Parallele  nacli  Satz  ni. 
80  erhält  man  zwei  conjugirte  Durchmesser.  Setzt  mau  den  Winkel 
zwischen  beiden  gleich  einem  Rechten,  so  erhält  man  für  t  eine  Glei- 
cEnng  4.  Grades,  deren  Wnraeln  den  4  Scheiteln  der  Ellipse  ent- 
sprechen. Die  (Heif^nng  aeriUIt  in  2  qnadratiBclie,  die  sich  nach 
einander  anüfisen  lassen.  Anch  kann  man  die  Gewichte  der  Scbätel 
in  imaginärer  Form  so  an&tellen,  dass  sich  bei  Yertaasdniqg  Ar 
Dreieckseiten  nnr  die  B  Knbikwarzeln  der  Einheit  yertansdiea  ik 
jedoch  eine  reine  Symmetrie  nicht  zu  erreichen  iat,  so  Iflsst  oA  üb 
an  sich  interessante  Untersnchnng  nicht  als  ragehörig  zur  Thsom 
der  Symmetriepunkte  betrachten. 

Die  Yorstehenden  Sätze  wenden  wir  nun  anf  die  Symmetriepnnkte 
an.  Die  Gewichte  der  4  bekannten  sind  folgende.  Für  denSchwe^ 
pnnkt  ist  das  erste  Gewicht  1,  fttr  den  Inkreisnüttelpnnkt  irt  « 
—  Ol,  fAr  den  Umkreismittelpnnkt 

für  den  Hi^enschnitt 

1 

V+os*— V 

für  den  reciproken  Punkt  des  Höhenschnitts 

Diese  Ausdrücke  führen  auf  die  Einteilung  der  Symmctricpuukte  nafii 
Graden  gemäss  dem  Grade  der  homogenen  Function,  welche  die  Ge- 
wichte darstellt.  Es  ist  dabei  zu  beachten,  dass  sich  der  Grad  be- 
liebig erhöhen,  und  ebenso  die  gebrochne  Function  zur  ganzen  macbea 
lässt  durch  MultipUcation  mit  einer  ^mmetrischen  Function  aller 
3  Seiten.  Verstehen  wir  demnach  unter  dem  Grade  eines  Symmetrie- 
punkts  immer  den  niedrigsten  möglichen  des  auf  ganze  Function  reda- 
drten  Gewiehtsanedmcks.  Dann  sind  der  Umkreiamtttelponkt  vad 
Hdhenscfaoitt  vom  4.  Ghrade,  nnd  fidlen  nisser  Betracht,  wenn  wir  die 
Untersnchnng  nnr  bis  zum  %  Grade  ausdehnen  wollen.  Wir  behalten 
dann  den  Schwerpunkt,  Inkreismütelpnnkt  nnd  reciproken  HOk«- 
schnitt  als  Beispiele  der  Grade  0,  1  nnd  % 
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Das  ernte  Gewicht  des  aUgemeinsteu  Symmetriefunkts  1.  Gndes 
igt  f^iu+a^+a^  Stellt  man  es  in  der  Fonn  dar 

a^+u£a  (10) 

SO  zeigt  steh,  dass  der  Ort  dieses  Punktes  die  gerade  Yerbindong  des 
Schwerpunkts  nnd  Inkretsmittelpnnkts  ist    Fttr  diese  Gerade  ist 

Ifach  (8)  ist  jetzt  das  erste  Gewicht  des  Mittelpunkts  der  reciprokea 
Linie,  weiche  nach  Satz  YIL  eine  Hyperbel  ist^ 

Das  erste  Gewieht  des  aUgeni«instett  Symmetriepnnktes  2.  Gra* 
des  ist 

««) + w  «»  V  (17) 

Alle  darin  enthaltenen  besondern  Symmetrieponkto  werden  durch- 
laufen,  wenn  u,  tr  alle  Werte  von  — oo  bis  oo  unabh&ngig  von 
einander  annehmen.  Nennt  man  die  4  besondern  Punkte 

• 

die  Gnudpiuikle  des  Bjstems,  so  kann  man  den  gesammten  ümfiuig 
sich  entfidtet  TorsteHen,  indem  man  von  eniem  Gmadpnnkte,  s.  B. 
dem  ^en,  nach  einem  andern»  z.  B.  dem  eirsten,  eine  Gerade  sieht, 
d.  i.  v^w  ^0  setzt  nnd  u  varüren  Utest,  dann  jeden  Punkt  der 
Geraden  mit  dem  zweiten  Gmndpunkt  Terbindet,  d.  i  «  bei  constan- 
tem  u  varüren  issst,  endlich  von  jedem  Punkte  des  so  erhaltenen, 
bereits  die  ganze  Ebene  bedeckenden  StraUenbftschels  nach  dem 
dritten  Punkte  einen  Strahl  sendet  Das  letzte  System  von  Sti-ahlen- 
bilscboln  durchkreuzt  sich  unendlich  vielfach  in  jedem  Punkte  der 
Ebene ;  doch  sind  die  Kreuzungspunkte  als  Symmetriepunkte  nie  iden- 
tisch, sondern  schieben  sich  bei  variirendem  Dreieck  über  einander 
hinweg,  weil  sie  verschiedenen  Systemen  der  u,  v,  angehören. 

Die  4  Grundpunkte  lassen  tAt^  leieht  construiren.  Sei  in  der 
Figur  8  der  Schwerpunkt,  J  der  Inkreismittelpunkt,  Ji  der  reciproke 
Höhenschnitt,  A,  B,  C\  D  die  4.  Grundpunkte  2.  Grades,  dieGewkhte 
so  redncirt,  dass  die  Sunuae  immor  —  1  wird,  also 

^  — ti  «^i^ja,»  -«1—  2^ 
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^1 "  "    ausserdem        -  £^ 

Dann  hat  man: 

(1+2)5- 2J 

ii  -  (1+ 

(1+2)5— 2^ 
Ferner  weiss  man  zofolge  der  Belationen 

dass  CEiZ  und  ÄJB  je  eine  Gerade  biiden.  Hierans  ergiebt  sich 
folgende  Constmctlon. 

jS  und  ./  sind  bekannt,  C  als  reciproker  Punkt  von  J  ist  gleichwe 
R  nach  Satz  Y.  leicht  zu  finden.  Man  ziehe  durch  i2y  5  die  Genu&d 
ASDM  and  mache  nach  Gl.  (19)  (20) 

Ana  A  durch  J  nnd  ans  C  durch  5  adehe  man  dann  die  Gferadea 
AJB  nnd  C8B\  ihr  Bnrcbadinitt  ist  der  letzte  gesuchte  PnnlEt  B, 
Aach  ist  seine  Lage  an!  CS  nach  GL  (Sl)  durch  die  Belaftiea 

CS  =  2  jS5 

bekannt. 

Der  Punkt  /J,  der  hierbei  nicht  gebraucht  ward,  ist  zu  weiterer 
Verwendung  mit  aufgeführt  worden.  Mau  findet  ihn  gemäss  Gl.  (18), 
indem  man  die  Gerade  JSE  zieht,  welche  CM  in  ü  schneidet,  und 
auf  weicher  überdies 

ist.   Sei  F  der  reciproke  Punkt  von  also 

dann  ergiebt  sich  die  Constmction  eines  bemerkenswerten  Fonkto  ii% 
dessen  erstes  Gewicht 

denn  erstlich  hat  man  nach  (22)  die  Grerade  FAM^  und  femer  w^en 
die  Gerade  CDM, 


(18) 

m 

m 
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Da  in  <S  die  3  hindürchgehenden  Geraden  im  Verh&lftiUBS  1:2 
geteilt  werden,  so  bemerkt  man  leicht^  daaa 

JJB  parallel  OER 

Um  femer  Anwendung  Ton  den  Sätzen  VI.  YII.  YIII.  zn  machen, 
nehmen  wir  erst  die  i^ymmetrische  Gerade  1.  Gradea  (16).  Aua 
A         fli     ^  henror: 

f  olgUch  nach  (8) 

Die  reciproke  Linie  dieser  Geraden  ist  also  eine  Hyperbel,  deren 
Mittelpunkt  der  soeben  constmirte  Punkt  M  ist 

Wir  wenden  nns  nnn  zu  den  Linien  2.  Grades,  und  verbinden 
swei  beliebige  Symmetriepunkte  des  Systems  (17),  deren  erste  Ge- 
wichte sind 

aiU-fai(a2  +  a3)|u-f-02fl,v  +  (a,*-f  038)^ 
«i  —  «i%+«i(«t+«s)l*i+«l«sn+(V+V)«i 
Zur  Abkürzung  schreiben  wir 

k  ,* 


(V) 


etc. 


Da  für  flg  =  olFenbar  —  Pi^  3«  ~  98  wird,  also  r,  und  r^-^-r^ 
verschwinden,  so  folgt,  dass  letztere  2  Grössen  den  Factor  (0,-0,) 
haben.  Sei  also 

dann  wird  das  erste  Gewicht  des  Mittelpunkts  der  rec4»roken  Linie 
Man  findet: 

r/«  «i»Kj*»)-(v«)}+«i»(«»+«»)  ia«)+(|iv)} 

+  öiajoa  { ( Afi)  +  ( Av)  +  (fiv)  -f  (^AJi)  +  (vff) } 

+«i(V+«s*){av)+(;ta)) 

r/  =       -  (!.«)+ (Av)+(;»«)-  (v;i)  j  +  2a,»(a, +0,)  { (A;i)+ (i4v)| 
+0111,08 13(1,*) + (lir) +2  (,i*')+3(^»«) +(y»)  j 
+«1  («1»+«.«)  KW+(i^)+8(Mii)-(v»)| 

+0,03  { (1,*) + (Iv) + (,*«)  +  ( VTT) }  +  2 (o,  +  03)  (a,«+  Os«)  (1»)  (9S) 

ffieraach  ist  im  allgemeinen  der  Mittelpnnkt  m  vom  8.  Grade.  Es 
MLvn.  sa 
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wird  eine  Auszeichuung  für  besondere  Gerade  des  Systems  sein,  wenn 
er  sich  durch  Ausscheidung  eines  symmetrischen  Factors  auf  niederen 
Grad  reducirt.  lieber  die  möglichen  Fälle,  wo  dies  stattfindet,  IftSBt 
sich  im  voraus  folgendes  sagen. 

Hat  ri  einen  flymmetrischen  Factor,  so  liaben    und  denselben, 
vnd  »1  bat  ihn  doppelt.  Wir  wollen  mit  A,     C  die  Fälle  bezeich- 
nen, wo  r/  einen  symmetrischen  Factor  1.,  2.,  3.  Grades  hat.  Um- 
gekehrt ist  ein  symmetrischer  Factor  von  r^-\~r^  —  r^  auch  in 
enthalten. 

Enth&lt  r^'  einen  nicht  symmetrischen  Factor  eines  in  stecken- 
den  symmetrischen  Factors,  so  müssen  auch  die  2  analogen  Factoren 
in  mj  stecken,  d.  i.  in  oder  in  r/'  oder  in  {a^^a^K  Das  gliche 
auch  auf  r^'  angewandt  giebt  zunächst  die  2  Fälle: 

JD,  Ein  linearer  Factor  in  r^',  die  2  analogen  in  r/'. 
Umgekehrt 

Ein  Factor  2.  Grades  kann  nicht  in  glddiem  FaUe  sein,  wsü  4m 

Product  der  analogen  4.  Grades  sein  würde. 

Endlieb  ist  es  denkbar,  dass  das  Product  der  Analogen  m 
«1—0«  ^  ^1  enthalten  seL  Da  jedoch  das  Product  tller 

drei  b^  Yertanschung  der  Seiten  sein  Vorzeichen  wediselt,  so  sind 
nur  die  Quadrate  der  8  Factoren  zulässig,  d.  b.  das  genannte  Fro- 
dQCt  muss  in  und  r/'  gleichzeitig  enthalten  sein.  Dies  sri  der 
FkkU  F. 

Alle  sonstigen  Fälle  sind  Combinationen  der  genannten.  Nach 
Ausscheidung  eines  symmetrischen  Factors  ist  jedoch  stets  der  Aus- 
druck schon  so  durchsichtig,  dass  man  auf  Combinationen  gar  nicht 
auszugehen  braucht 

In  allen  genannten  Fällen,  ausgenommen  C,  muss  r^'  einen  liueA' 
ren  Factor  von  der  Form 


und  der  Best  Tersebwindet  unter  den  2  Bedingungen 
(Äfi)-<l+«)(i»)-«(l»y)+(l+f+f«)(/*»)~«(l+«)(y»)-0 


haben.  Dividirt  man,  so  wird  der  Quotient 


(« 


(») 
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Der  Qaoüent  wird  symmetrisch,  wenn 

A-i       — v)  +  (f7t;    kl  =        — + 

IMtt  in  die  Bedingnngsgleichongen  (25)  gesetat  giebt: 

(l~d)(M»)=0;  (l-a)(vJf)-0 

Der  Fall  9s  ss  94  s  0  erweist  sich  als  blosse  SpedaHtftt;  ebenso  der 
Fall  t  =  0;  wären  (iiit%  {vn)  null,  so  wfiren  v,  »  in  belte 
Punkten  proportional,  uid  diese  fielen  rasammen.  Es  bidbt  d  1, 
das  ist 

A  =  «0»-v)+»;  tili,,— 
als  einzige  Lösnng  des  Falles  B  flbrig.  Hier 

wo  i«  die  symmetrische  Function 

L  -=  £a*(fi— V,  )c)-|-(a,a,-j>a,<ij-|-aia,)(ffty) 

Da  demna4sh  £r  *  0  ist,  so  hat  man  sof^eieh: 

daher  nach  AnsscMdnng  des  symmetrischen  Factors  -*2Z^t 

Zwei  Punkte  des  Systems  (27)  für  beliebige  Werte  von  ft,  v,  tt,  aber 
festen  Wert  von  £  bestimmen  also  eine  Gerade,  deren  reciproke  Linie 
eine  Hyperbel  um  den  von  fi,  v,  n  unabhängigen  Mittelpunkt  (27)  ist. 
Demnach  ist  das  ganze  Hyperbelsystem  concentrisch.  Mit  t  varürt 
der  Mittelponlit  und  geht  fttr  «  «  1  in  den  Punkt  M  über. 

Im  Falle  D  soll  der  Factor         (<>8  4~^)  ^  ''1'  durch  den  Factor 

in  r|"  zu  einem  symmetrischen  Product  ergänzt  werden.  Dann  hat 
r^'  noch  einen  dritten  linearen  Factor 

Y<h+d{a^+ai)  (29) 

Entwickelt  man  das  Prodnet  von  (28)  und  (29)  in  der  Form  (28) 
und  identificurt  die  Goeffidenten  der  6  Terme,  so  erhalt  man  6  Glei 
chnngen,  denen  allein  die  Werte 

o  ,  .  1— •+2£»  ,  , 

fS» 
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die  analo^n     and  n^^  and 

genügen.  Hiernach  geht  der  Factor  (29)  über  in  y^a^  and  £a 
mass  aacU  iu  r^'  stecken.   So  ergiebt  sich: 

•  1  — 

l»i  —  -o»*-2f  o,aa)A+la,(a,+a,)  H  OsOs+^M-^^M 

»-i' -  J  K+ i  ^« -2  (1  -  0«,  I 

daher  nach  Ausichelduig  to  symmetriscfaen  Facton 

i«i+»(%+«i)U«»+«(«i+«.)i(^»)«art« 

daa  ento  Gewicht  des  Iflttelpiiiikti: 

Ml  —  (o^— ii»)>{'Sa--2(l— t)a|)  (30) 

Offenbar  liegen  alle  Punkte      welche  beliebigen  Werten  vod  i 
and  ^4  entsprechen,  auf  einer  Geraden,  die  durch  die  beiden  Puukft» 
A  =  —  1 ,  fi  =  0  und  X  —  1 ,  fi  =  1  geht.    Wir  köuueu  daher  die 
ersten  Gewichte  der  2  bestimmenden  Punkte  schreiben: 

Die  lectpro&e  Linie  der  geraden  Verbhidang  ist  dann  ein  Kegelaclinitt, 
dessen  Mittelpunkt  dn  Symmetriepankt  3.  Grades  (30),  and  zwar 
Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  jonachdem  2m  <;  0,  «0  oder  >  0 
ist  Sei  zur  Abkürzung 

8«  — «i+«i+«8»  V—«f +01«^;  ^  — «i«f<% 

dann  wird 

i 2:m  -  e  («»-/)  -  ^  (cf-g)  (31) 

Man  kann  daher  f  den  3  Formen  des  Kegelschnitts  gemäss  bestim- 
men. Will  man  umgekehrt  bei  gegebenem  f  die  entsprochondou  Re- 
lationen der  Seiten  suchen,  so  kann  man  diese  als  Wurzeln  der  kubi- 
schen Gleichung 

a»— d«a«+3/a— ^  —  0  (32) 
darstellen,  in  welcher  g  der  obigen  Bedingung  gemäss  durch  e,  /  aus- 
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zudrUckeu  ist  Es  mag  hier  das  Beispiel  s  =  — ^  geuttgen.  Damit 
dor  Kegolscbuitt  eine  Parabel  sei,  wird  verlangt: 

ff  .  8«/— 3e* 

uud  GL  (32)  geht  über  in 

Die  3  Wurzelii  sind,  nach  der  Grösse  geordnet: 

—»  0-t~^f  ^     ^\  • — A 

wo  —  VsCa*— /),  so  wie  e  wiUkflrlieh  innerhalb  gewisser  Grenzen 
bleiben.  Demnach  tritt  bei  t  d.  i  bei  der  Yerbindvng  der 

Punkte 

Pi  =-"V+V+V  — «a«»!    Si  =  «1-^0—3  d^og  (33) 

der  Fall  der  Parabel  ein,  sobald  die  Düferenzea  der  nach  ihrer  Grfisse 
geordneten  Seiten  einander  gleich  werden.  Um  Aber  die  2  andern 
Fälle  zu  entscheiden,  geben  wir  den  Seiten  onendlieh  Ueine  Incre- 
inente  bei  constanten     f  \  dann  zeigt  sich,  dass 

da 

ist.  Aus  (31)  sieht  mau,  dass  der  Uebergang  zur  Hyperbel  oder 
Ellipse  bzhw.  bei  wachsendem  odßr  abnehmendem  g  ^olgt  Setzt 
man  also 

80  zeigt  sich,  dass  die  Werte 

ftr  positives  oder  negatives  y  bzhw.  der  Hyperbel  oder  EUipee  ent- 
sprechen; d.  h. 

Die  redproke  Linie  der  geraden  Yerbindnng  der  Pnnkte  p,  q  (38) 
ist  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  jenachdem  die  grOsste  D^eck* 
Seite  um  weniger,  ebenso  viel  oder  mehr  als  die  kleinste  von  der 
mittleren  düferirt. 

Dies  moss  ebenso  für  endliches  wie  für  unendlich  kleines  y  gel- 
ten, weil  bei  absolut  wachsendem  y  der  Fall  der  Parabel  nicht  eil 
treten  kann,  solange  die  Grössenfolge  der  Seiten  diesdbe  Ueibt 

Die  Gewichte  des  MittelponkU  sind 
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«•  -  (a|-ai)«(a-at)  -  8yÄ« 

ip,  -  (a,  -ai)i(,-.flj  -  (*+»y)t(A-y)  —  A»+öy*» 
oder,  nach  DiviMon  durch  £m  =  18yA>: 

Der  Mittelponkt  liegt  daher  bei  nneiidUch  kleinem  y  auf  einor  Fi- 

4 

rallele  mit  a^,  im  Abstände  —  ^  der  Dreieckahöhe,  in  onendlicliff 

EntfBmoqg  in  der  Biöhtiing  von  der  Ecke  1  nach  der  Ecke  3  Mn. 
Denkt  man  von  ihm  am  nach  der  lütte  von  einen  Durchmesser 
gezogen,  so  würde  dieser  der  Sehne  %  M  verschwindendem  /  panOeL 
Da  eine  Parabelsehne  nie  dem  Dnrehmeaser  parallel  sein  kann,  so 

folgt,  dasB  in  unscrm  Falle  die  Parabel  in  2  parallele  oder  1  Gas* 
degenerirt  Die  Gewichte  der  Geraden  p-^gu  sind: 

alao  die  der  reciproken  Linie: 

•  In?? 

Demzufolge  ist  die  redproke  linie  die  Parallele  mit  der  SeÜßH 
durch  deren  Gegenecka  Sie  gehört  zn  den  in  Satz  TUL  gensssta 
Aosnahmen;  denn  sie  gebt  nicht  durch  die  beiden  andern  EcfceOi  Bod 
swar  braucht  sie  es  nicht,  wefl  die  ursprüngliche  Gerade  der  Sdto 
Of  parallel  ist 

B.  Hoppe. 


8. 

Veher  Paralleitransversalen  im  Dreieck. 

Zieht  man  durch  einen  merkwürdigen  Punkt  O  des  Dreieckes 
ABC  zu  den  Seiten  abc  parallele  Gerade  und  bezeichnet  mau  mit  fl 
das  von  den  Seiten  b  und  c  begrenzte  Stück  der  zu  a  parallelen;  so 
existiren  ziemlich  einfache  Relationen  zwischen  ab'c'  (welche  Längen 
wir  der  Kürze  halber  die  ParalleltransTersalen  des  Punktes  0  nennen) 
nnd  den  andern  DreieckstOcken. 

Zunächst  erhält  man  für  jeden  Punkt  in  der  Ebene  eines  glei<^ 
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Bcitigou  Dreieckes  £a'  «  2a.  Ist  hingegen  das  Dreieck  nngleidiseitlg 
und  bezeichnet  pa  die  Normale  von  O  auf  o,  triSt  ferner  a'  die  Seite 
b  in  dem  Punkte  Atz  so  hat  man  folgende  allgemeine  Formeln: 

,     ajbpb  +  cpc)  a*pM 

wo  F,  r  und  M  Flftche,  ümkreisradina  und  halben  Umfang  de«  Drei- 
eckes bezeichnen. 

Wird  der  Punkt  O  specialisirt,  so  ergibt  sich  zunächst  für  den 
Schwerpunkt,  dass  die  Dreiecke  ylt  i?c  dem  aus  den  Seitenhalbireu- 
(ien  als  Seitüu  gcbüdcttiu  Dreieck  ähnlich  imd  jedes  den  Flächeninhalt 
P 

sowie  mit  dem  Urdreieck  denselben  Schwerponkt  besitzt  Die 
ttbrigen  Formeln  verlieren  au  Interesse,  da  hier  a'  =  -a  ist 
Fttr  O  als  den  Höhenpunkt  gelten  folgende  Gleichungen: 

Sa'b'ü^  —  ioicr«,     £  OAb .  OAc  -=  -Sa» — 8r« 
wo  Q  den  Inkreisradins  bezeiclmet 
Fttr  das  Umkreisoentmm  hat  man: 

T«'  _  si    ^      y«l  _ 
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WD  ySi  die  Nonnil»  iai,  welehe  tom  Gentmm  des  FanerbachscheB 
KrelMt  aif  •  geftttt  wird,  md  die  PMlleltnuisYenale  doMolbci 
Piaktes  fkt  die  Seite 

Hierher  gehört  auch  der  Satz,  dass  EOAh.OAe  constant  ist,  wenn 
O  auf  der  Peripiierie  eines  mit  dem  Umkreis  ooncentrischen  Kreises 
liegt 

Für  das  Inkreiseentmm  erbalten  wir: 


£adi.ad«sS»>p 


wo  den  Flaehenlnhalt  des  Breielcea  mit  den  Sdten  aW 

beseichnet 

ZuD)  Schlüsse  sei  noch  bemerkt,  dass  man  auch  nach  einem 
solchen  Punkt  O  fragen  kann,  bei  dem 


a!  =  y 


Man  bat  dann  wegen 


folgende  Gleichuugun: 


a — 5,     — 6, 

0 

-», 

0 

— e 

• 

• 

0, 

+*. 

— « 

1,  +1, 

+1 

1, 

1, 

und 


q&+flc— 


folgt,  womit  die  Existenz  des  Punktes  der  gleichen  ParalleltransYer- 
aalen  bewiesen  ist 


Wien,  den  7.  April  1874 


Emil  Hain. 
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Ueltor  4eB  Punkt  der  gleiehen  PftralleltraiiSTersaleii. 

In  jedem  Dreieck  gibt  es  einen  Punkt,  durch  welchen  man  zu 
den  Seiten  desselben  parallele  Gerade  so  ziehen  kann,  dass  die  von 
den  Seiten  begrenzten  Stücke  einander  gleich  sind.  Nennt  man  diesen 
Punkt  den  der  gleichen  Paralleltran svcrsalen  und  die  Länge  t  einer 
jeden  die  Paralleltransversale  des  Dreieckes  mit  den  Seiten  abe,  so  ist: 

2abc 

Verbindet  man  nun  irgend  einen  Punkt  O  in  der  Ebene  des 
Dreieckes  ABC  mit  den  Ecken  und  nennt  die  Paralleltransversale 
des  Dreieckes  BOG  i«,  die  des  Dreieckes  ans  den  Seiten  OA  mit  t\ 
80  ist 

1.2  ^1 


Man  findet  femer,  dass  die  Paralleltransyersale  des  ans  den 

üöheu  eines  Dreieckes  als  Seiten  gebildeten  Dreieckes  gleich  ist  dem 
doppelten  Inkreisradias  des  Urdreieckes. 

«I  Paralleltnmsveraale  des  aas  den  Höhen  eines  Drdeckes  als 
Seiten  gebildeten  Drdedras. 


Wien,  den  7.  Juni  1874 


Emii  Hain. 


5. 

Lehrsfttse  Iber  Ckiaie  Im  Banme. 

Erklärung.  Unter  dem  Winkel  zwder  Geraden  im  Ranme  ver* 

stehe  ich,  nach  Grösse  und  Stellung,  denjenigen,  dessen  Schenkel  mit 
den  Geraden  gleiche  Richtung  haben. 

Lehnats.  Errichtet  man  anf  der  Halblmngalinie  des  Winkels 
zweier  Geraden  eine  senkrechte  Ebene,  so  hat  die  Terbindnngslinie 
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Ihrer  Dnrditcluiittspiiiikte  mit  den  Geradeo  gogeii  diese  gteklc 
Neigong. 

Beweis.  Nehmen  wir  die  xy  Ebene  beiden  Geraden  parallel,  so 
ist  ihr  anoh  die  Wiukelebene,  mithin  aaeh  die  Ualbirnn^linic  parallel 
Wir  können  niin  die  x  Axe  letilerer  parallel  und  die  auf  ilii-  siiik- 
reohle  Ebene  aar  ys  Ebene  nehmen.  Dann  sind  die  Gleichnngea  b» 
der  Geraden:  ' 

y  —    fftgflt+&;    •  constant 

jf  — —aftgrt+^'i  »constant 
die  der  VerbindangaUnie  der  Dnrehschnittspnnkte 

y  —  «tg^-j-a;    0  constant 

felgfich  der  Cottnos  des  Winkela,  den  letztere  einaelB  mit  baden 

Geraden  bildet, 

s=  sin  «  sin  — cos  a .  0 — 0 .  cos  /5  einerseits, 
ss^uviJLß'\-toßu,0^0*QMß  andreneitSy 

also  beiderseits  =  siuosinj?)  w.  z.  b.  w. 

L  Znaatz:  Gleitet  eine  Gerade  an  zwei  anderen  so.  daas  oen 
beiden  stete  gleich  geneigt  ist,  so  entsteht  ein  hyperboliaches  Fs*' 
boloid. 

Um  die  Gleicbting  desselben  in  einfachster  Form  zu  crhaltoi», 
lege  man  durch  den  Halbimngspunkt  des  kürzcbtcn  Abstandes  I 
Geraden       und       eine  Ebene,  welche  mit  der  Halbirungsliuio 
des  Wiukels  {G^G^)  einen  Winkel  von  45^  einschliesst,  und  mit  ^1  j 
und        gleiche  Neigung  hat;  das  sei  die  Ebene  XZ.    Auf  glcicbe 
Weise  legt  man  die  Ebenen  XY  und  YZ,  Nach  dieser  Anorduimg 
werden  die  Geraden  die  Gleichungen: 

G^i  .  .  .  y  =  Bx+h      und  9  ^Bx—b 
,  ,  .  y  —  —  Bx—b   und   «  —  —  ifaj-f-* 

und  eine  anf  die  Halbirongdinie  ihres  Winkels  senkrechte  Ebene  die 
Gleichung  haben: 

(E)  .  .  .  y+z  =  P 


Es  werden  sich  somit  die  Ck)ordinaten  der  Dnrchstosspnnkte  J4 
und  Mg  dieser  Ebene  mit  O^^  und  Gf  folgende  gestalten: 
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Lege  man  dnrdi  diese  Pmikle  eine  Gerade  deren  Gleichungen 
folgends  aussehen  müssen: 

^  2Bb  .  P  2Bb  ,  P 
ö  .  .  .  jf— ,      «—  p"+2 

Setzt  man  in  diese  den  Wert  Air  P  ans  Gl.  (£),  so  ist 

2Bb     ,  »+y 


•  ^^^«^+-3-* 

Yon  den  Brftchen  befreit: 

yS-f     =  2Bbx-\-z*+2zy+y* 

oder  jf*— «•  —  iBte; 

M^a  gesetzt,  so  ist 

ff* — «■  —  400 
als  Gleichong  des  hyperbolischen  Paraboloides. 

IL  Znsati:  Eine  Flftche,  deren  Jeder  Punkt  von  swei  gegebenen 
Geraden,  die  in  ihren  Bichtangen  nm  90*  von  einander  abweichen, 
gleich  weit  absteht,  ist  ein  hyperbolisches  Paraboloid. 

Es  seien  Gi  nnd  G^  swei  Geraden  mit  den  Gieichnngen: 

= — a,  »  =  0   und   &j  .  .  .  0  =  a,  y  =  0, 

•  * 

dnreh  welche  man  die  Flftefae  bestimmen  will,  Jf  sei  ein  willkflrlicher 
Pnnkt  derselben,  M8  nnd  MB  die  Abstftnde  desselbeii  von  den  Ge- 
raden Gf  und  Gj^i  also  MR  s  M8^  nnn  ist 


MlfissWS^+Mlr*  nnd 


Es  ist 


demniMsh 


JMS«  =s  Jlf'fi«  -f  MJd"* 
ifir  — y  nnd  ifJf'  — 


Diese  Werte  einander  gleichgesetzt  nnd  gehörig  redacirt  ergeben 

— =  4aa 

als  Gleichung  des  obgenannten  hyperbolischen  Paraboloides. 
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m.  Zfuati:  Eine  Flielie,  bei  welclier  die  Abrtlado  Jedes  ihrer 
Puukto  von  zwei  gegebenen  Geraden  einander  gleich  und,  ist  €*iii 

hyporboUsches  Paraboloid. 

Ol  und      mit  den  GUdduingen 

C?|  .  .  .  «     By^    »  =  — « 
(?f  .  .  .  y  —  Ä,  X'^e 

soion  die  gogebonen  Geraden.  M  sei  ein  bcliobigor  Punkt  der  Fläche, 
MJt  =  AfS  seine  Radienvectoren.  Man  ziehe  die  Geraden  AfJ^  und 
MQ  und  68  ergibt  sich,  wenn  (r^,      die  ob  Axe  in      Q  schneiden: 


MR^  =  3fP*  —  P/2*  und 

oder 

Setst  man  diese  AnsdrOcke  einander  gleich,  so  ist 

4esB  =  Pß«— 
Legt  man  durch  M  die  Ebenen 

,  .  .  —  y'+Ä'  and 

senkrecht  auf  und  G^,,  aio  haben  die  Durchschnittspunkto  JR  und 
8  derselben  mit  den  Geraden      and  Gf  die  Goordinaten: 

wo  die  mit  einem  Komma  bezeichneten  Buchstaben  die  Goordinaten 
des  Punktes  M  sind.  Und  es  ist 


Pi2«=syi8+»i«  und 
ÄQ*  =  yi*4- V»  demnach 

,  .  ,  4»(B>+1) 
daraas:  y«—  jpflTi — 
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Seist  man  «. 


1— iB« 


—  a,  80  ist 


Jf*  — «•  =  4<Mf 


die  OleichQDg  des  Torerwfthnten  hyperbolischeD  Paraboloides. 

IV.  Zmats:  Die  Geraden  <?,  and  sind  zwei  Lagen  der  £r- 
sengODden  einer  windschiefen  Fläche,  die  vom  Urapniuge  denselben 
Abstand  haben. 

Die  Gleiehuig  dieser  Flftehe  wird  sein 


Das  hier  behandelte  hyperbolische  Paraboloid  unterscheidet  sich  von 
dem  allgemeinen  durch  folgende  Eigenschaften: 

1.  Sind  an  demselben  zwei  Erzeagende,  die  eine  des  ersten,  die 
andere  des  zweiten  Systemes,  welche  sflmmtlidie  Erzeagenden  des 
anderen  Systemes  rechtwinklig  schneiden. 

2.  Sind  die  hyperbolischen  Schnitte  mit  aufeinander  senkrechten 
Aqrmptoten. 

3.  Hat  jeder  Punkt  desselben  von  zwei  bestimmten  Geraden 
gleiche  Abstände. 

4.  Sind  die  gleich  weit  Ton  dem  Scheitd  geführten  ebenen 
Schnitte  eongnient 

Das  hier  znr  Sprache  gekommene  hyperbolische  Paraboloid  ist 
nns  nnter  folgender  Entstehnngsweise  bekannt:  Eine  Gerade  bewegt 
sich  Iftngst  zirei  anderen,  wobei  sie  stets  senkrecht  anf  einer  der- 
selben steht 

Lehrsatz.  Legt  man  durch  den  Halbirungspunkt  des  kürzesten 
Abstandes  zweier  Geraden  eine  Ebene  zu  beiden  gleich  geneigt,  so 
ist  die  Yerbindungslinie  ihrer  Dnrchschnittspnnkte  mit  den  ersteren 
Geraden  gegen  beide  gleich  geneigt 

Beweis.  Es  seien  6?,  and  die  Geraden,  deren  Gleichungen, 
nach  passender  Wahl  der  rechtwinkligen  Ooordinaten,  folgende  Form 
annehmen 


und 


E 
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ist  die  Gleichaog  einer  Ebeue  ft,  v,  a,  welche  durch  den  Halbirungs- 
punkt  fj  des  kürzestou  Abstaudes  OB  hindurchgeht  und  zu  6^1  und  G, 
gleiche  Neigung  hat.  Ihre  Durchschnittsponkte  M^^  and  Mf  mit  G| 
imd  (?t  werden  die  Coordiiiaten  ergeben: 

ix— —  a 

Die  durch  diese  Punkte  hindurchgehende  Gerade  G  wird  die  Bich- 
tungscoefficienten  ^  —  0  und  C  —  —  ^  haben. 
Dann  ist 

1 


j/a+i»i»)(i+B«+(^)'] 

 1  


also    008«»i  s  COSAB» 

mitbin  sind  auch  numerisch  gleich: 

^  Wl  =S 

was  zu  beweisen  war. 

Wien,  den  19.  December  1869. 


Franz  Maly', 
ord.  UOrer  am  k«  k.  polytechn.  lostitate  m  Wies. 


6w 

Bemerkungen  zur  hypergeometrisehen  Reihe. 

Kürzlich  teilte  ich  Herrn  Professor  Rümker  in  Hamburg  ^ 
folgende  Relation  mit: 

 «fV  /»-  

*  ^1  — (1— ifc»)8inVy-^  —  y  *  ^1-  (1  — Ar^JsinVy 
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welche  ich  bei  Gelegenheit  von  üntmnchnngen  der  Gaassischen 

hypergeomctrisclieu  Beihe  als  Nebcuproduct  faud.   Eine  andere 

(1— i:«8m«9)  2  ^  ^ 

entsiiuie  ich  mich  nicht,  irgendwo  gefunden  zu  haben. 

Ich  suchte  die  eigentlich  von  Lagrange  herrührende,  von 
Gauss  aber  weiter  durchgeführte  Untersuchung  Ober  die  Grenze, 
gegen  welche  die  arithmetischen  und  geometrischen  Mittelreihen 
zweier  Zahlen  a,  b  convergiron,  weiter  auszudehnen  und  betrachtete 
die  Gleichungen 

WO  gleichfalls      =  6„  —         -^^(«0»  *o>  <\>)- 
Beaondm  interessirte  mich  der  GreiiEM 

^  —  1;  €^  —  w  sehr  klein; 

und  ich  fand  als  Grenze  von      =  4«  = 


(1)  M(U  l,ir)- 


WO      Bj  l  constante  sind  und  zwar  wird 

* ^  log3 
wann  k  die  Wmnel  der  Gletchimg  ist 

Der  Wert  ven  A  ist 

i  -  0,4833  1485 

Den  log  in  (1)  habe  ich  der  Bequemlichkeit  wegen  hriggisch  genom- 
men und  dann  die  Werte  von  A  und  B  n&bemngsweise  erhalten 

A  =  0,395  1642 
logbrigg^  =»  0,299  7049 

Ich  habe  die  Bechnung  durchgeführt  für  sehr  kleine  w  und  fand 
z.  B.  direct 
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fttrto  — Af— 046783857 
Kiel,  den  8.  Afuril  1874.  £.  MeiBteL 


7. 

Ne«er  Bevelt  la  tan  Satte  T.  56.  K.  XXYUL  2. 

Werden  vom  Schwerpunkte  eines  Dreieckes  zu  den  Ecken  Oe- 
rade gesogen  nnd  die  Höhenschnittpunkte  der  so  eatatandenen  Drei- 
ecke mit  einander  Terbnnden:  so  hat  dieses  Dreieck  der  HOhenschnitt- 
pnnkte  mit  dem  Urdreieck  ^dcfaen  Flächeninhalt 

Ist  O  ein  beliebiger  Punkt  in  der  Ebene  eines  Dreieckes  ABC 
nnd  Bm  der  Höhenschnittpankt  des  Dreieckes  BOC^  so  ist: 

OBa  —  acotBOC 
A  HaOHb  =  FcotBOCcotCOA 
A  BmBbBt  —  F£eotBOCGOtCOA 

Fällt  nan  O  mit  dem  Schwerpunkt  8  zusammen,  so  ist: 

coiBSC  -  — 
TcotBiSCeotC^il  —  löuF^  —  ^ 

Somit  ist 

AB^BhHc^  F, 
(Vgl.  Archl?  LY.  S.  332.)  Emil  Hain. 
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Litterarischer  Bericht 

CCXXV. 


Geschiebte  der  Mathematik  and  Physik. 

Bulletino  di  bibliografia  e  di  storia  delle  scienze  matematiche  e 
fisiche.  Pubblicato  da  B.  Boncompagni.  Tomo  VI.  Indici  degli 
articoli  e  dei  nomi.  1873.  —  Tomo  VH.  1874.  Borna.  Tipograiia 
delle  scienze  matematiclie  e  fisiche. 

Das  Febrnarheft  beendigt  die  Abhandlung  von  Quercia  über 
Rankin e's  Leben  und  wissenschaftliche  Arbeiten.  Es  folgt  ein 
Publicationsvcrzeichniss.  —  Das  Märzheft  enthält  Nachrichten  über 
einige  ältere  Mathematiker  in  den  Niederlanden,  welche  die  Quadratur 
des  Kreises  gesucht  haben,  von  D.  Bierens  de  Haan.  Dann  einen 
Brief  von  Eugene  Catalan,  Professor  an  der  Universität  Lüttich, 
an  D.  B.  Boncompagni  über  eine  Inschrift  auf  dem  Grabe  Lu- 
dolfs Van  Genien.  —  Das  Aprilheft  enthält  einen  Aufsatz  von 
Th.  H.  Martin  über  des  Proklus  Diadochus  Commentar  zum  1.  Buch 
von  Euklid*8  Elementen,  bearbeitet  von  G.  Friedlein.  Leipzig  1873. 
Teubner.  Dann  fernere  Nachrichten,  über  denselben  Ton  B.  Bon- 
compagni. Dann  neue  Pablicationeo. 


Kachtrftglieh  zun  Angnstiieft  des  6.  Bandes  (litt  6er.  CGXXIH) : 

Durch  die  Güte  des  Herrn  M.  Curtze  erhalte  ich  nachstehende 
Verbesserungen  einiger  kleinen  Lese-  und  Druckfehler,  welche  sich 
in  meiner  Abhandlung  „Lo  eviluppo  storico  della  teoria  dei  poligoni 
Stellati  neir  antichitä  e  nel  medio  evo*'  eingeschlichen  haben.  £s 
sind  die  folgenden: 

T«ill.m  H«fkl.  1 
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1)  S.  332.  S.  23  BoU  68  heissen  IN  Elementa  etc. 

2)  8.  333.  S.  14  „  „      „     Bue  per  precedentem  cf.  eqoidi- 

Btantem  ba 

3)  S.  333.  Z.  15   „  „      „      per  socundam  29»«  conchides  pH- 

mum  et  deinde  per  hanc  et  13^ 
argue  secundum. 

4)  S.  333.  Z.  19   „  n      „      penthagonus  et  rursus  bre viter  quo- 

tas  est  numerus  angulorum. 

5)  S.  333.  Z.  21   ^   „      „      qaovis  ejus  angulorum. 

6)  S.  334.  Z.   1   „  „      „      omncs  anguli. 

7)  8.  334.  Z.   7   „   „      „      duplicatns  et  (dies  scheinbar  diirch- 

fitricheu)  sed  et  per  13'^'"  anguli 

8)  S.  334.  Z.  8  M  „  eqiules  sunt. 

e)  8.  334.  Z.  10  n  „      n      duo,  ebenso  8.  333,  Z.  14  und  16. 

10)  S.  334.  Z.11  n  n     n  daobns. 

11)  8.  333.  Z.  14  ist  codiis  doppelt  gelesen. 

Durch  emen  Drnekfebler  heisst  es,  die  Abweichung  besinne  in 
Bach  2,  w&hrend  es  8  heissen  soU. 


Die  in  der  Abhandlung  „über  sphärische  Curvcn"  gegebene 
Ucbertragung  gewisser  planimetrischer  Sätze  auf  die  Kugelfläche 
tindet  sich  bereits  in  Hessels  Banmgeometne,  jedoch  in  einer 
wesentlich  anderen  Darstellung. 

8.  Günther. 


Geschichtliche  Kotizen  über  das  Dirichletsche  Kugel-  and  £I&- 
psoid-Problem.  Von  G.  A.  Bjerknes.  Ans  den  Nadiiichten  y.  d. 
Egl.  Ges.  d.  Wissenscfa.  n.  d.  G.  A.  Univ.  zu  G<»ttingen.  187a  Ko.  17. 

Das  hier  bezeichucte  Problem  betrifft  die  Bewegung  einer  Kugel, 
bzhw.  eines  Ellipsoids  in  einer  unelastischen  und  unbegrenzten  Flüs- 
sigkeit, ist  im  Jahr  1852  in  Bezug  auf  beide  Körper  von  Dirichlet 
gelöst,  wiewol  die  Lösung  nnr  in  Betreff  der  Kugel  publicirt  worden. 
Sie  geht  von  der  Bewegung  der  Flüssigkeit  bei  ruhendem  Körper  aus. 
Nach  seinen  Andeatongen  hat  1854  Glebsch  eine  Lösung  für  das 
Ellipsoid  gefunden,  welche  direct  die  Bewegnng  des  Körpers  ermittelt, 
and  1856  !n  Grdle's  Jonmal  ersduen.  Auf  dem  ursprOnglichen 
Wege  löste  auch  8chering  nach  Andeutungen  das  Problem,  und 
machte  dem  Yer&sser  davon  Ifitteilung,  welcher  hier  dessen  Lösung 
zum  erstenmal  an  die  Oeffentlichkeit  bringt  Diese  Notizen  schiciLt 
der  Verfasser  eigenen  Untersuchungen  voraus,  weldie  Varallgemei- 
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nemng  46S  ProUeiiis  zum  Qegenataiid  haben»  und  in  den  GOttingcr 
Nadiriehten  1873.  a  itö.  und  &  829.  und  1874.  a  885.  sn  finden  sind. 

IL 


Lehrbücher,  Sammlungen  und  Tabellen. 

Lehrbuch  der  elementaren  Geometrie  für  den  Schulgcbrauch 
bearbeitet  von  Carl  Kieseritzky,  Oberlehrer  an  der  St.  Annen- 
schulc  zu  St.  Petersburg.  Zweiter  Band:  Stereometrie.  Mit  142 
Holzschnitten.  St  Petersburg  1874.  Augast  Deubuer.  75  S. 

Der  erste  Band  ist  im  223.  litterarischen  Bericht,  Sdte  28.  be- 
sprochen. Der  vorliegende  zweite  handelt  von  der  Lage  der  Graden 
gegen  Ebenen  und  gegen  einander,  von  der  Lage  der  Ebenen  gegen 
Ebenen,  von  den  Ecken,  vuu  der  Kugel,  von  den  Polyedern,  von  der 
Berechnung  der  Körper.  Er  zeichnet  sich  durch  dieselbe  Kürze  des 
Ausdrucks  und  der  Deductionen  aus,  die  jedoch  liior  sehr  wol  an 
ihrer  Stelle  und  nicht  durch  Mangel  an  Bestimmtheit  erkauft  ist. 
Im  Gegenteil  betätigt  er  eine  grosse  Sicherheit  und  ist  mit  bcson- 
derm  Fleiss  dazu  bearbeitet  in  keinem  Stücke  mehr  oder  weniger, 
als  zur  Bündigkeit  notwendig  ist,  zu  sagen.  Zu  rügen  ist  indes  die 
üslscbc  und  ohne  alle  Erklärung  gelassene  Behauptung,  der  Cyünder 
sei  ein  Prisma»  der  Kegel  eine  Pyramide  von  unendlich  vielen  Seiten; 
ansserdem  das  wiederkehrende  und  daher  wol  nicht  als  Druckfehler 
anzusehende  monströse  Wort  ^arallelopiped^S  *  H. 

Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Algebra  und  niederen  Aiiulysis. 
Von  Prof.  Dr.  0.  Hermes.  Berlin  1874.  Max  Winckehuauu.  184  S. 

Diese  Sammlung  ist  fta  den  Unterrieht  an  der  Toreinigteu  Ar- 
tillerie- und  Ingenieurschule  in  Berlin  bearbeitet  und  schliesst  sich 
dem  für  den  Gebrauch  bei  den  Vorträgen  an  dieser  Anstalt  bestimm- 
ten „Lehrbuch  der  Arithmetik  von  Aschenborn"  an.  Wenn  der 
Verfasser  hinzufügt,  dass  sie  auch  für  den  Unterricht  in  den  obern 
Classen  eines  Gymnasiums  oder  einer  Realschule  zu  verwerten  sei, 
80  ist  freilicli  unbestritten,  dass  sich  viele  Aufgaben  daraus  entnehmen 
lassen;  die  gesammte  Abfassung  entspricht  jedoch  augenscheinlich 
nicht  diesem  Zwecke.  Vielmehr  ist  der  genannte  Anschluss  in  dem 
engen  Sinne  zu  nehmen,  dass  das  Verständniss  der  Zeichen  und  Aus- 
drücke, die  Fälligkeit  die  Aufgaben  zu  lösen  ganz  durch  die  be- 
stimmte Art  und  Weise  des  Vortrags  bedingt  ist,  und  diese  weicht 
in  der  Tat  doch  zu  sehr  von  der  für  die  GjTnnasialbildung  geeigneten 
ab.  Die  Aufgaben  sind  reine  Beispiele  fertig  erlernter  Operationen, 
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niehl  daranf  beredmet,  das  Nachdenkeii  dfs  Sohfllen  in  Aiupnich 
n  nehmen,  und  durch  methodische  Anoidimng  mit  BncceBnTem  Auf- 
steigen Yom  Leichtern  zum  Schwerem  Fortschritte  in  der  Aväumg 
bei  der  Uebnng  selbst  zu  erzielen.  Btcjenigen,  welche  za  den 
mancherlei  Disdplinen  der  sogenannten  niedem  Analysis  gehören, 
sind  meist  schwierig,  als  dass  ein  Schiller  die  Lösung  find» 
könnte;  es  Iftsst  sich  nnr  voraussetzen,  dass  im  Vortrag  die  Lörang 
allgemein  gezeigt  ist,  und  hier  am  Beispiel  nachgeahmt  werte  sdD. 
Ein  solches  Verfahren  mag  den  meisten  Pralrtikom  genügend  Bch»- 
nen;  znm  Zweck  wissenschaftlicher  Ausbildung  sind  jene  vielen  Zweige 
aus  einheitlichen  Principien  abzuleiten,  und  dann  lassen  sich  die 
Uebungsaufgaben  so  stellen,  dass  jede  durch  eigenes  Nachdenken 
lösbar  ist  —  Am  Schluss  sind  die  Besoltate  aller  Aufgaben  auf- 
geführt H. 


TM  Tientelliger  Logarithmen.  Bearbeitet  von  Dr.  G.  Bremi- 
ker.  Berlin  1874  Weidmann.  60  S. 

Das  Buch  enth&lt  die  Logarithmen  der  Zahlen  bis  2000,  die  Lo- 
garithmen der  Sinns  und  Tangenten  kleiner  Bogen,  die  Logarithmen 
der  4  trigonometrischen  Functionen,  und  zwar  bis  8  Grad  durch  die 
Hnndertelgrad,  von  da  durch  die  Zehntel,  dann  die  Beductlon  der 
Grade  auf  Tagesteüe,  die  Logarithmen  der  Summen  und  Differenzen, 
die  Snbtractionslogarithmen,  die  Sinus  und  Tangenten,  die  Quadrate 
der  Zahlen,  die  Antilogarithmen,  schliesslich  einige  Constantenwerte 
nebit  ihren  6-  bis  Sstelligen  Logarithmen,  unter  denen  die  Schllü^ 
kraft  nicht  hätte  fehlen  sollen.  Die  Zeilciiordnung  ist  wie  in  des 
übrigen  Tafehi  von  Bremiker  (s.  d.  217.  litt  Ber.  S.  4).  Di« 
Hauptanwendung  vierstelliger  Logarithmen  schreibt  der  Verfasser  der 
Feldmessung  zu.  H. 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysia. 

Neue  Studien  über  die  Integration  linearer  Differential-Gleichun- 
gen. Von  Simon  Spitzer.  Wien  1874  Carl  Gerold's  Sohn.  1^^* 

Die  vorliegende  Schrift  bfldet  die  Fortsetzung  der  in  den  JalirsB 
ISeO,  1861,  1862  veröffentlichten  „Studien  über  die  Integratiwi 
linearer  Differentialgleichungen",  imd  giobt  iu  geordneter  Zusaimnen- 
stellung  die  zum  grössten  Teil  aus  Grunert*8  Archiv  und  Scblö- 
milcb's  Zeitschrift  bereits  bekannten  ferneren  Arbeiten  dos  Ver- 
fassers in  dem  gleichen  Gebiete  während  der  folgenden  12  Jahre. 
Mit  der  Zusammenstellung  ist  er,  wie  sich  wol  annehmen  lässt,  eineu^ 
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natflriiclieii  Woiuelie  der  Leser  entgegengekommen.  Alle  Jene  jür» 
beiteil  Bind  Teile  der  Untettodiias  änes  Themas,  der  Integration 
der  Gleichiingen  von  der  Form 

und  bilden  nnn  zusammen  ein  Buch,  welches  Studironrlen  Gelej:^enheit 
bietet  Metboden  der  Integration  an  Beispielen  kennen  zu  lernen  und 
durch  Fortsetzung  der  Untersuchung,  die  keineswegs  immer  ihren 
Abschluss  erreicht,  an  denselben  Beispielen  weiter  zu  üben.  Hierzu 
eignet  es  sich  durch  die  Leichtfiuelichkeit  der  Darstellung  und  die 
fast  gleichmftssige  Inansimichnalmie  der  Kr&fle  and  Kenntnisse,  vio 
sie  AnfiUigem  wol  besonders  znssgen  irird.  Mit  dem  Titel  „Studien** 
ist  zotreffond  ausgesprochen,  dass  der  Yerftsser  sieh  die  freie  Wahl 
TOibehält,  wie  weit  er  Jede  Untersadrang  fahren  wül.  Im  aQgem^en 
sind  zwar  die  LOsongen  (sow^t  es  sich  nicht  nm  blosse  Bednctionen 
oder  Abhängigkeiten  der  Gleichungen  handelt)  Tollstftndig.  Um  die 
Bedeutung  der  Besnltate  hingegen,  ihre  Identitftt  oder  ünabhftngig- 
keit,  bekümmert  sich  die  Schrift  nicht.  Dies  konnte  sie  in  der  Tat 
dem  Leser  überlassen.  Anders  aber  verhält  es  sich  z.  B.  bei  der 
Integration  der  Gleichung  (185)  S.  108.,  welche  mit  einer  Lösung 
schliesst,  die  nur  gilt,  wenn  2  Constanten  B  positiv  ausfallen. 
Nachdem  (bald  nach  dem  Erscheinen  des  Aufsatzes  in  Schlömil  ch's 
Zeitschrift  Bd.  8.  S  123.)  in  Bd.  9.  S.  56.  gezeigt  war,  dass  durch 
Beachtung  eines  ümstandes  die  vollständige  Lösung,  nicht  nur  für 
jedes  A  und  jB,  sondern  auch  mit  dem  zweiten  Integral  unter  gleicher 
Form,  sich  ohne  Abändertmg  der  Methode  herbeiführen  Iftsst,  so  war 
es  doch  wol  nicht  angemessen,  hier  noch  einmal  die  nnYollständige 
Lösung  zn  bringen.  Umgekehrt  wird  bei  Behandlang  der  ersten 
Gleichong  die  Lösung  als  spedeller  FaU  bezeichnet,  wShrend  doch 
an  AUgememheit  nichts  fehlt  Die  Frage  darttber  wird  gsr  nicht 
mitersadit  Die  Hanptehrteilimg  des  Baches  geschieht  nach  den  Me- 
thoden, scn  welche  sich  das  (Hnze  im  besten  Zusammenhange  an- 
schliesst  H. 


Mechanik. 

Verallgemeinerung  des  Problems  von  dem  ruhenden  EUipsoid  in 
einer  bewegten,  unendlichen  Flüssigkeit.  Von  C.  A.  Bjerknes. 
Göttinger  Nachrichten  1873.  S.  448-460. 

YerallgemeinerDng  des  Problems  Ton  den  Bewegungen,  welche 
hl  dner  ruhenden,  unelastischen  Flüssigkeit  die  Bewegung  eines  EUi- 
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pBoids  henrarbriiigt  Ton  C.  A.  Bjerknes.  Göttinger  NadniditeD 
1878.  8. 899—867.  und  1874.  &  985-618. 

Die  Yerailgemeinenuig  besteht  in  der  Anedehiiimg  der  henSk 
bekannten  R^^n^  von  8  aof  beliebig  viele  DimenBionen,  abwirts 
bis  3.  Eine  solche  gestattet  in  der  Tat  die  Birichle^sche  LOsmg 
ohne  wesentliche  Abftndening.  Der  Dednctionsgang  ist  der  Diricb- 
le^sehe,  mit  der  YermittelQng  des  Problems,  wie  es  die  Folge  der 
Oberschriebcnen  Aufsätze  anzeigt.  Die  Axen  des  Ellipsoids  werden 
als  veränderlich  betrachtet,  und  am  Schluss  Anwenduug  gouiacht  furf 
die  Fälle  coustautcu  Voiams  uud  coustantcu  Axeuverliältiiisses. 

H. 


Physik. 

Gompendinm  der  Experimental-Physik  nach  Jamin*8  Petit  Tni^ 
de  Physique  deutsch  bearbeitet  von  Dr.  6.  Reck  na  gel,  Protaor 
fttr  Physik  n.  techn.  Mechanik,  Bector  der  königl.  Indostriescbnls  in 
Kaiserslautem.  II.  Abtheüung:  Lehre  Ton  der  Wärme.  *  Mit  vielei 

Abbildungen  in  Holzschnitt.   Stuttgart  1874.   Meyer  u.  Zeller. 

Die  erste  Abt^ong  des  Werkes,  enthaltend  die  Mechanik,  ist 
im  222.  litt  Ber.  besprochen.  Die  zweite  zeigt  einen  merklich  fG^ 
schiedenen  Charakter.  Während  jene  ausschliesslich  fftr  die  Scbirle 

bestimmt  schien,  und,  olmo  eine  eigentliche  Doctrin  zuwege  zu  briB* 
gen,  nur  die  ersten  Begriffe  am  Expcrimcut  zu  entwickelu  suchte- 
dabei  auch  manche  Irrlcliren  vortrug,  ist  die  vurliegende  AbteM 
über  die  Wärme  selbst  eine  "vvolgeordnete  Doctrin,  in  welcher 
Experiment  genau  die  Stelle  einnimmt,  die  dem  gegenwärtigen  Stand- 
punkt der  Wissenschaft  entspricht,  geeignet  für  jeden  Zweck  der 
Belehrung,  in  einem  klaren,  exacten  Vortrage,  der  an  Erklärung 
au  tatsächlichen  Angaben  nichts  wesentliches  vermissen  lässt,  ohne 
Kenntniss  des  Gegenstandes  TOransznsetzen.  Der  Umfang  dos  Be- 
handelten ist  natürlich  auf  Grenzen  eingeschränkt,  wie  sie  einem 
Compendiom  angemessen  sind,  insbesondere  nm  darans  diejenigen 
Vorkenntnisse  zu  gewinnen,  die  das  Verstehen  wissenschaftliciiär 
Werke  erfordert  Die  Hauptabschnitte  sind:  Katar  und  JfasB  der 
Wärme,  der  Temperatur  und  der  Wärmemenge,  letztere  nachher  sirf 
lebendige  Kraft  redudrt;  dann  Wärmewirkongen,  nämlich  AnsdebiuuV 
nnd  Fortpflanzung,  an  festen  und  liquiden  Körpern;  dannWiikiO^ 
an  Gasen.  Die  erschienene  .liefemng  schliesst  vor  Beendigoog  ^ 
Abteilung.  H. 
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ExperimenteUe  Bestimiiinng  der  IMelektridtätsconstante  einiger 
Gase  (mit  1  Tafel).  Von  Ludwig  Boltzmann.  (Ausgeführt  im 
k.  k.  physikalischen  Institute  zu  Wien.)  (Vorläufige  Mittheüung.) 
Aus  dem  69.  Bande  d,  Sitzb.  d.  k.  Akad.  d.  W.  IL  Abth.  Aprilheft 
1874.   19  S. 

Der  Verfiisser  zeigt  zuerst,  worauf  die  Mögliclik^t  beruht,  einen 
Unterschied  der  DidektridtltBConstaate,  zanAehst  hei  YerdUnnong 
des  Mediums,  durch  einen  Ausschlag  des  Elektrometers  anzeigen  zu 

lassen,  der  durch  keinen  andern  Einfluss  bewirkt  sein  kann.  Von 
zwei  parallel  gestellten  Condensatorplatten  in  kleinem  Abstände  unter 
dem  ßecipienten  einer  Luftpumpe  war  die  eine  e  mit  der  Erde,  die 
andre  9  mit  dem  Elektrometer  in  leitender  Vorbindung.  Bei  Ein- 
uud  Ausströmen  des  Gases  erfolgte  kein  Ausschlag,  die  Reibung  des 
Gases  erzeugte  also  keine  Elektricität.  Die  Platte  e  ward  nun  mit 
300  daniell'scheu  Elementen  positiv  geladen,  während  auf  dem  Drahte 
der  Platte  d  ein  zur  Erde  führender  Draht  lag,  der  nach  der  Ladung 
gehoben  ward.  Es  ergab  sich  kein  Ausschlag,  zum  Zeichen  der  völ- 
ligen Isolinmg.  Jetzt  ward  ein  Element  hinzugefügt;  der  Ueberschuss 
konnte  nicht  mehr  zur  Erde  abfiiessen,  und  bewirkte  einen  positiven 
Ausschlag  der  nach  Wegnahme  des  Elements  verschwand.  Nach 
Yerdflnnong  des  Gases  zwischen  den  Platten  zeigte  sich  ein  negativer 
Ausschlag  «,  welcher  aUein  daher  rflhrte,  dass  das  dichtere  Gas 
starker  dielektrisch  polarishrt  war  als  das  d1lnner&  Dies  a  hat  mm 
verschiedene  Werte  ftr  verschiedene  Gase.  Die  ipecifische  Con- 
stante  ist 

ßn  bi — bf 

WO  n  die  Anzahl  der  Elemente,  d^,  die  Gasdruckwerte  in  Milli- 
meter Quecksilberhöhe  bezeichnet.  Es  werden  nun  die  Teile  des 
Apparates,  Elektrometer,  Gondensator,  Zuleitungsdrähto  und  Gas- 
leitongen  beschrieben,  sowie  der  Beobaditnngsgang.  Die  resultirendeu 
Werte  von  il  sind:  Luft  279,  Kohlensftnre  446,  Wasserstoff  125, 
Eohlenozyd  825,  Stickoxydnl  469,  Oelbüd.  Gas  604,  688^  Somp^ 
445  IdUonteL  TL 
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Abd-al-Rhaman  al  Sflfi,  Description  des  ^toiles  fixes  com- 
posde  an  miliea  du  dixitoe  si^cle  de  notre  ^re.  Ayec  des  notespar 
H.  G.  F.  C.  Schjellerup.  4.  (Peterabug.)  Leipzig,  Voss.  3  Tlür. 
2Ngr. 

Geiser,  G.  F.,  z.  Erinnflirg.  an  Jacob  Steiner.  8.  Zflricb,  Schi- 
belitz.  lOKgr. 

Encknck»  cL  Becheokitiist  im  16.  Jalirh.  a  Berlin,  Weidmamk. 
8Ngr. 

Lehrbllcker,  Sanmdiingen  vid  TabeQeiu 
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mann.  6  Ngr. 
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Hechel,  K.,  Auflusgn.  d.  Aufg.  aus  d.  Bucbstabeureding.  ^ 
Algebra.   8.   Reval,  Kluge.    15  Ngr. 

Hermes,  0.,  Sammlg.  v.  Aufgaben  ans  der  Algebra  o.  niediinD 
Analysis.   8.   Berlin,  Springer.   20  Ngr. 

Kiescritzky,  C,  Lehrb.  d.  elementaren  Geometrie.    2.  Bd. 
Stereometrie.   8.   Petersburg,  Deubner.   20  Ngr. 

Kober,  J.,  Leitt  d.  ebenen  Geometrie.  8.  Leipzig,  Teubner. 
10  Ngr. 

KöSBler,  H.,  Leitf.  f.  d.  Anfangsunt.  in  d.  Arithmetik  an  höhe- 
ren Lehranst  8.  Halle,  Nebert  7^  Ngr. 

Mehler,  F.  G.,  Hanptafttze  d.  Elementar-Mathematik.  7- 
a  Berlin,  G.  Beimer.  15  Ngr. 
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Geschichte  der  Mathematik  uiid  Physik. 

Die  Rechenkunst  im  sechzehnten  Jahrhundert.  Von  A.  Kuckuck. 
Separafabdruck  aus  der  Festschrift  zur  dritteu  Sitcularfeier  des  ßer- 
lioischen  Gymuasiums  zum  grauen  Kloster.  Berlin  1874.  Weid- 
mann. 28  S. 

Das  sechzehnte  Jahrhundert  macht,  wie  die  Schrift  constatirt, 
eine  Epoche  in  der  Rechenkunst  j^leiclizeiti«^  in  mehrfacher  Bezicliung 
Plier  vollzog  sich  der  Uehorgang  vom  römischen  Verfahren,  dem 
Rechneu  mit  römischer  Zahlendarstellung,  „auf  der  I^inie",  mit  An- 
wendung des  Abacus,  zum  Decimalreclmeii  „mit  der  Feder",  welches 
den  Gelehrten  schou  längst  bekannt  war,  ohne  dass  bis  dahin  auch 
bei  ihnen  der  augenfällige  Vorzug  die  alte  Gewohnheit  zn  verdrftngen 
yermocht  hätte,  in  schnellen  Schritten;  denn  es  erschienen  von  da  an 
zahlreiche  Rechenbücher  in  deutscher  Sprache,  nnd  das  Decimal- 
rechnen  ward  Lehrgegenstand  in  den  Elementarschulen.  Die  Be- 
schreibung des  alten  Verfahrens,  die  Yorftthrung  der  betreifenden 
Zustände  im  16.  Jahrhundert  und  der  Verdienste  einzelner  Autoren 
nnd  ein  schliesslicher  Hinweis  auf  einen  neuen  bessernden  Uebeigang 
im  19.  Jahrhundert,  wo  der  Rechennnterricht  mehr  und  mehr  auf 
Einsicht  statt  wie  früher  auf  Gedächtniss  und  gedankenlos  eingeübte 
Regeln  basirt  wird,  machen  den  Inhalt  der  Schrift  aus. 

Ein  anderer  Hinweis  auf  das  19.  Jahrhundert  hätte  wol  näher 
gelegen.  Es  war  die  wissenschaftsfeindliche  Macht  des  Gewohnheits- 
banges cbarakterisirt  an  einem  hervorragenden  Beispiele,  welches 
ausserdem  zeigt,  dass  wenn  auch  erst  nach  Jalurtausenden  ihr  Wider- 

T«ULYII.  Heft«.  2 
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Staad  gegen  den  Fortsdiritt  endlicii  durcbbroehcu  wird.   Sind  wir 
Bim  in  diesem  Kernpunkte  während  der  3  Jahrhunderte  weiter- 
gekommen? Darf  man  heutzutage  seine  Beibehaltung  anerkannt  un- 
praktischer Einführungen  nicht  mehr  mit  der  alten  Gewohnheit  recht- 
fertigen? Das  Gegenteil  ist  hinreichend  bekannt:  wir  brauchen  nnr 
an  die  Nonagesimal-  und  Scxagesimalteilung  der  Winkel  zu  erinnern, 
welche  längst  abgeschafft  wäre,  wenn  die  Gewohnhcitsmacht  nicht  als 
.  Motiv  zur  Festhaltung,  sondern,  wie  es  in  der  Wissenschaft  allem 
▼emflnftig  ist,  als  Motiv  zur  Bekämpfung  gälte.  Erst  wenn  diese 
Lehre  der  Geschichte  in  weiterm  Kreise  in  die  Ueberzcuguugen  ein-  - 
gedrungen  ist,  kann  von  Fortschritt  in  der  Hauptsacbo  die  Bede  sein. 

H. 

« 

Zur  Erinnerung  an  Jakob  Steiner.  Ein  Vortrag,  gehalten  in 
der  mathematischen  Section  der  Schweiz,  naturforschenden  Yersamm- 
lung  an  ihrer  Jahresversammlung  in  Schaff  hausen,  den  22.  Augost 

1873.  von  Dr.  C.  F.  Geiser,  Professor  am  schweizerischen  Poly- 
technikum.  Zürich.  Cäsar  Schmidt  (Schabelitz).  37  S. 

Die  Schrift  eutbült  die  Lcbensgescbichte  Steiner*8  von  Jagend 
an,  Schilderung  der  Persöulicbkcit,  Züge  seines  Auftretens,  seinen 
Umgang  mit  Crelle  und  Abel,  dann  mit  Jacobi,  sein  Verhältuiss 
zu  Humboldt,  Entstehung  und  kurze  Charakterisirung  seiner  Ar- 
beiten, in  einer  durch  heitern  Witz  belebten,  anregenden  Sprache. 

H. 

Intonio  ad  alcuue  lottere  del  Lagrange  uota  di  A.  Genocchi. 

1874.  G.  B.  Paravia  e  C.  Estr.  dagli  Atti  della  R.  Accad.  d.  Sc.  di 
Torino,  vol.  IX.  (21.  Giugno).   19  S. 

Mitteilung  von  4  neuen  Briefen  Lagrange's  an  Fagnano  1755., 
Zanotti  1762.,  Gherli  1776.  und  Lorgna  1781.  in  italienischer  Sprache, 
nebst  Nachrichten  fiber  diese  und  anderf  Briefe  desselben  Autors. 


Bulletiuo  di  bibliograiia  e  di  storia  delle  scienze  matematicbe  c 
fisiche.  Pubblicato  da  B.  Boncompagni.  XomoVII.  Roma  1874 
Tipografia  delle  scienze  matematiche  e  fisiche. 

Das  Maibeft  entbält  Gcscbichte  der  Ent Wickelung  der  Theorie 
der  Kettenbrüche  bis  Euler,  von  Siegmund  Günther.  Uebcrsctzt 
in*8  Italienische  von  Alfonse  Sparagna;  ferner  einen  Brief  von 
F.  Woepcke  an  B.  Boncompagni  über  eine  Methode  zur  approxi- 
mativen Bestimmung  der  Irrationalen  2.  Grades.  H. 
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Metliode  und  Principien"^). 

Die  (  rsti'ii  Sätze  vom  Dreiecke  uiul  die  Parallelen.  Nach  Bo- 
lyai's  Grmi(lK:it/eu  hiiubeitet  von  Dr.  Carl  Spitz,  rrotessor  am 
Polyteelinikum  in  Carisruhe.  Eine  lieigalje  zu  des  Verfassers  Lehr- 
but  h  der  ebenen  Geometrie.  Mit  43  in  den  Text  gedruckten  Holz- 
schuittcu.   Leipzig  uud  Ucidelberg.   1876.       F.  Winter.   44  S. 

Es  hfttto  der  üeberzeutrunp:  des  Verfassers,  wie  derselbe  sagt, 
cntsprix  lien ,  die  in  der  vorliegenden  Scjiaratsebrift  entwickelte  Me- 
thode als  dir  cinziir  streng  ^vi.^s(•n.se)lal'tlirll('  sclion  in  der  neusten 
Auflage  seines  Lelirlundis  der  ebenen  (icomrtrie  zur  Durehfülirung 
zu  bringen;  nur  ans  Kürk>iihl('n  hat  er  sich  zur  Abtrennung  ent- 
schlossen, so  je(l<(eli,  dass  di(^  Ein(tr(iiinng  nnniittell)ar  erfolgen  kann. 
Es  leuchtt  t  wohl  beim  ersten  IMieke  ein,  dass  die  getroffene  Auskunft 
eine  glückliehe,  die  eigentlicln  Altsicht  eine  verfehlte  war.  Die  ein- 
seitige Durchführung  einer  aileiii  bestinmuMiden  Idee  war  gerade  ge- 
eignet eine  Scparatscin  itt  zu  ein«Mn  lehrroichcu  und  interessanten 
Ganzen  zu  machen;  das  l\r«i(l)niss  ist  aber  weit  entfernt  mit  dem 
Lehrsystem  der  Mathematik  in  Harmonie  zn  stehen  und  dem  Unter- 
*  richtszweckc  zn  genügen.  In  dieser  Beziehung  wollen  wir  das  Unter- 
nehmen nicht  aus  dem  blossen  Anschein  verurteilen,  sondern  die  Irr- 
tümer aufweisen,  welche  ihm  zugmnde  liegen.  In  der  Tat  hat  Bolyal, 
diese  Tatsache  ist  der  Ausgangspunkt  der  Schrift,  bewiesen,  dass  der 
Satz  von  der  Drcieckswinkcisnmmc  auf  Krfahrung  beruht;  was  er 
aber  nicht  bewiesen  hat,  was  als  unwahr  überhaupt  nicht  bewiesen 
werden  kann,  und  doch  von  Vielen  gedankenlos  geglaubt  wird,  ist, 
dass  irgentl  (mu  mathomatiscluT  Satz,  oder  die  Evidenz  irgend  eines 
Schlus.ses  nicht  auf  iM-t'ahrunu  l)eruhte.  Riemann  hat  die  Frage  weit 
umfassender  aufgestellt  und  untersucht ;  die  Ergebnisse  sind  jedoch 
sämmtlic'h  positiv,  nml  auf  S(<]ehe  brauchen  wir  nicht  einzugehen,  sie 
bieten  sich  leicht  genug  dar.  Die  Schrift  beginnt,  um  nni'  eins  an- 
zuführen, mit  der  Cougruen/.  und  dehuirt  diese  durch  i>(xkuug  auf 


*)  Diese  Abteilung  der  Litteratur  stand  bisher  am  Ende,  sogar  hinter  den 
vermischten  Sohriftenf  sie  ist  hiernach  vom  Bcgrfinder  des  Archiv«  (nnter  dem 
Titel:  Schriften  über  Unterrichtsmethode)  als  blosser  Anhang  betrachtet  wor- 
'  den.  Da  jedoch  inswischcn,  namentlich  durch,  bedeutendere  Arbeiten,  das  In- 
teresse an  den  prit:cipiellcn  Frngen  sehr  angcnummen  hat,  so  lässt  sich  der 
dahin  gehGrigcn  Litteratnr  die  eoordinirtc  StelUing  nicht  Iftnger  versagen.  Sie 
soll  von  jetzt  an  als  sweite  der  3  umfassenden  Abteilungen,  welche  den  10  Ab- 
teilungen über  die  einzelnen  Wissenschaftszweige  vorausgehen,  unmittelbar  auf 
die  Gcsehichte  folgen,  wodurch  In  die  ursprüngliche  Ordnung,  soweit  sie  eben 
Tollsogon  war,  wol  in  keiner  Weise  ein  Eingriff  geschieht.   (D.  Red.)« 
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einander  übertragener  Figuren.    Was  lieisst  aber  Uebertragung,  wenn 
wir  nicht  die  Figuren  in  festem  Material  haben,  deren  Unveränder- 
lichkeit  die  Erfahrung  uns  anzunehmen  erlaubt?   Wie  können 
wir  Massstab  oder  Zirkel  gebrauchen,  ohne  diese  Voraussetzung  der 
UnVeränderlichkeit  zu  machen,  die  doch  erst  vermöge  der  Erfahrung 
einen  Sinn  hat?    Wollte  man  den  empirischen  Elemeuteu  iu  der 
Mathematik  uachgehen,  so  würde  sich  zeigen,  dass  alles  empirischen 
Ursprungs  ist,  und  hiermit  wird  die  Unterscheidung  des  Wiukelsatzes 
nichtig.    Der  Verfasser  ist  iu  einem  Punkte  durch  Bolyai  aufgeklärt 
worden,  hat  aber  im  übrigen  die  ungeprüfte  vulgäre  Meinung  fest- 
gehalten, sieht  nun  im  Abstand  des  Dunkel  und  Hell  seiner  An- 
schauuug  einen  .sachlichen  Gegensatz,  und  hält  sich  sofort  für  ver- 
pflichtet, diesem  Erzeugniss  seiner  Illusion  Geltung  im  Unterricht  zu 
verschaften.    Zunächst  ist  nuu  wol  ersichtlich,  dass  die  Statuirung 
eines  einzelnen  Erfahruugssatzes  innerhalb  des  mathematischen  Lehr- 
systems der  Natur  der  Sache  gar  nicht  entspricht,  mithin  auch  die 
exacte  Gestaltung  nicht  fördert.    Sie  ist  nur  eine  zufällige,  auf  Un- 
kenutniss  beruhende,  heterogene  Behandlungsweise  eines  an  sich 
homogenen  Lehrstoffs. 

Ferner  waltet  ein  Irrtum  iu  Betreff  derjenigen  Erfahrung,  auf 
welche  sich  der  Dreieckswinkelsummeusatz  stützea  soll.  Erst  wird 
nämlich  dieser  auf  die  engste  Voraussetzung  zurückgeführt,  dass  die 
Summe  der  Winkel  eines  einzigen  Dreiecks  nicht  <<  2  Rechte  sei, 
und  die  Erfahrung  soll  nun  darin  bestehen,  dass  wir  die  Winkel 
eines  Dreiecks  ausmessen.  Es  ist  bekannt,  dass  jede  Messung  einen 
möglichen  P'ehler  übrig  lässt,  folglich  kann  diejenige  Erfahrung, 
welche  der  Verfasser  meint,  nie  stattfinden.  Auch  sind  alle  die 
frühern  Mathematiker,  welche  von  jener  Reduction  nichts  wussten, 
von  der  Allgemeingültigkeit  des  Satzes  auf  Grund  irgend  welcher 
Erfahrung  überzeugt  gewesen.  Hieruach  muss  doch  die  Rolle,  wolciio 
der  Erfahrung  zukommt,  eine  wesentlich  andere  sein,  als  der  Ver- 
fasser sich  vorstellt.  Wollen  wir  also  nicht  blind  zuwerke  gehen,  so 
ist  vor  allem  die  Frage  befriedigend  zu  beantworten :  Wie  gehen  voll- 
kommen ideelle  und  allgemeine  Erkenntnisse  aus  Erfahrungen  hervor, 
die  in  jeder  Hinsicht  unvollkommen  sind,  da  sie  nur  an  individuellen 
Objecten,  nie  an  einer  Allheit  gemacht  werden,  mit  Fehlern  behaltet 
sind  und  nur  mangelhafte  Objecte,  d.  h.  keine  gerade  Linie,  keinen 
Kreis  u.  s.  w.  vorfinden?  Diese  Frage  lässt  sich  exaet  beantworten. 
Von  ihrer  Lösung  hängen  erst  die  Gesichtspunkte  ab,  die  bei  even- 
tueller Geltendmachung  in  der  Lehrmethode  massgebend  sein  würden. 
Da  diese  Erfordernisse  bei  der  Absicht  des  Verfassers  nicht  iu  ß^- 
tracht  gezogen  sind,  so  ist  es  wol  begründet,  wenn  sie  nicht  der  Bei- 
.<;timmung  begegnet;  nur  ist  In  n,  dass  dem  unbedachten  Vor- 
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gehen  nicht  blosse  Langsamkeit  der  Kntschliessunp.  sondern  eine 
verständliche  Würdigung  des  Sachverhalts  entgegensteht 

Der  wesentliche  Inhalt  der  vorliegenden  Schritt  besteht  in  der 
strengen  successiven  Deduction  derj<'uigen  Reihe  von  Sätzen  über 
das  Dreieck  und  die  Parallelen,  welche  von  der  Gnimlcigenschaft  der 
Ebcnie  unabhängig  gelten.  In  Betreif  der  Parallelen  niussten  hier 
EiutUhrungeu  gemacht  werden,  die  in  der  wirklichen  Planimetrie,  wo 
durch  einen  Punkt  nur  eine  Parallele  mit  einer  Geraden  geht,  be- 
deutungslos sind.  Der  vormeiutliche  Erfahrungsbatz,  der  sieh  aber 
nur  durch  den  Namen  von  einem  Axiom,  d.  h.  dem  notwendigen 
Minimum  der  Yoranssetzung  unterscheidet,  kommt  erst  am  Ende 
hinzu;  die  ungenfigende  Auffassung  des  Begrilfs  der  Erfahrung  war 
daher  für  die  ganze  Bearbeitung  gleichgtiltig ;  diese  hatte  ihren  stren- 
gen und  deutliche  Gesichtspunkt  für  sich.  Ein  weiteres  Gute  hatte 
auch  woi  die  Beatimmun^  der  Bearbeitung  fftr  den  Scbalimterricht: 
wir  haben  dadurch  eine  methodisch  geordnete  und  für  Anf&nger  vor- 
atftndliche  Darsteünng  der  Bolyai'schen  Geometrie  erhalteou  H. 


Lehrbücher,  Sammlungen  und  Tabellen. 

Die  Elemente  der  llfathematik.  Ein  Leitfaden  für  den  mathe- 
matischen Unterricht  an  höhem Lehranstalten.  Von  Wilhelm  Gal - 
lonkamp,  Direktor  der  Friedrichs-Werderschen  Gewerbeschule  in 
Berlin.  L  Theil.  Arithmetik  und  Algebra.  1.  Abtheilnog  —  Plani- 
metrie. Mit  einer  Figurentafel.  Vierte  Auflage  1874.  II.  Theil.  Der 
Arithmetik  und  Algebra  2.  Abtheilung,  die  Stereometrie  und  die  Tri- 
gonometrie. Mit  drei  Fijjurentafeln.  Dritte  verbebserte  Auflage. 
1872.   Iserlobn.   Julius  Bädeker.   331  S. 

Die  Abfassung  des  Leit&dens  entspricht  mehr  dem  Zwecke  der 
Vergcgenwärtignng  als  der  exacten  Begründung  der  Lehrobjecte.  In 
erstercr  Beziehung  ist  der  Veriasser,  soweit  sich  die  Gelegenheit 
darbot,  selbständig  productiv  vorgegangen,  in  letzterer  bleibt  die  Lei- 
stun«?  merklich  gegen  die  billigsten  Anforderungen  znrAck.  Die 
1.  Abteilung  der  Arithmetik  und  Algebra,  umfassend  die  Grundrech- 
nungsarten in  ganzen  Zahlen,  dann  in  Brüchen,  dann  in  algebraischen 
Zahlen,  die  Lehre  von  den  Potenzen  Und  die  Gleichungen  1.  Grades 
mit  einer  Unbekannten,  zeigt  wenig  eigentündiches.  Es  mag  erwähnt 
werden,  dass  h'wv  eine,  vor  Zeiten  sehr  gerügte  un^  seit  Deeennien 
kaum  wieder  gehörte  Erklärung  der  Multiplication  —  Multipliciren 
heisßt  eine  Zahl  so  aus  einer  georebenen  Zahl  (durch  Addition)  ent- 
stehen lassen,  wie  eine  andere  gegebene  Zahl  (durch  Addition)  aus 
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1  entstaudon  ist^'  —  aufs  nouo  auftritt.  Die  Pareuthese  lässt  es 
swcifelbaft  erscheinen,  ob  die  Beifügung  notwendige  Ergäuzong  sein 
soll;  jedonfiüls  ist  sie  keine  vollständige  Ergftiiznng;  es  mnsste  dann 
heissen  „Addition  gleicher  Snmmandeu'S  d.  h.  um  die  Erklärang 
richtig  zn  verstehen,  bedarf  es  der  andern  Erklärung:  „Mnlüplication 
ist  Addition  gleicher  Sommanden^S  Will  man  also  die  vorliegende 
Erklärung  nicht  dnrch  Substitution  einer  andern  nmstossen,  so  gehört 
die  Parenthese  nicht  hin.  Ohne  letzterem  nun  ist  die  Aufstellung  in 
der  Tat  richtig  und  instructiv,  nur  wicht  als  Dolinitiou,  sondern  als 
leitender  Gesichtspunkt,  im  allLrciiK-iiicn  ziu  Aiirtassuni^  des  Comiexos 
des  fort«(4)ililot(Mi  HüLrriii>  mit  dt'ni  ursi»nin^li('lH'ii,  im  Ix'soiitlcrn  zur 
AuffassuiiL;  der  Miilfipliriitiun  nls  l 'chorfjraiii?  zu  einer  ikhvmi  Kinlidt. 
Von  beiih'u  Anwt'mluü^t'n  timl^>f  sicli  iVcilirh  im  riOittadcii  nichts; 
vii'lnu'lir  .i;ilt  hier  der  Satz,  als  1  )i  finitii)ii  und  dient  zu  Sflieinl>t  wt.'is('U. 
Auf  weitere  l()<:i8ciic  Dcsid-  rata  einznjJH'iien  liat  kein  Interesse,  da 
im  fjanzeu  auf  Kntwit  Iü  Iiiiik  des  hi^nseheu  Veruui^'ous  zu  wenitj  Wert 
celet't  ist.  Im  illiriKen  ist  eine  grosse  Sorjjjfalt  im  Ausdruck  und  der 
Fornmliruuf;  dei-  Sätze  anzutTkonncn:  die  Abfassung  ist  durchweg 
natürlich,  einfauli,  praktisch  angemessen  und  vollständig  bestimmend. 

In  der  IManimctri.'.  liandelnd  von  der  «^raden  Linie  und  der  Lage 
grador  Liiden  ircu'eii  einander,  vom  Dnieek,  vom  Viereck  und  Viel- 
eck, der  Grossenvorgleiehung  der  gradlinigen  gescldossr-noii  Fi^nircn, 
der  Formvergleieliung  LTadliuiger  Figuren  und  vom  Kreise,  gelangt 
die  Methode  des  Vertassers  erst  zu  ihrer  Entfaltung:  das  Ganze  er- 
wachst aus  einem  deutliehon,  gleichmassig  dnrcligofahrton  Princip, 
stellt  sich  als  originelle  Leistung  dar  und  macht  einen  einnehmenden 
Kindruck.  Der  Ansehauung,  welche  erst  in  diesem  Gebiete  den  ge- 
nftgenden  Spielraum  lind<'t,  ist  das  bei  weitem  vorwiegende  Recht 
eingeräumt,  die  logische  Verbindung  als  ganz  nebensäclilicb  behandelt 
Diametral  entge-gen  dem  ouklitlischeu  Princip,  alles  auf  ein  Minimnm 
von  Voraussetzungen  in  strengem  ^exus  zu  stützen,  wird  hier  soviel 
als  möglicli  jeder  Satz  selbständig  auf  genetische  Weise  abgeleitet 
Die  Erfolge  dieser  Methode  geben  sich  sehr  ausenlalli-  kund:  durch 
einfache  Betrachtung  werden  manche  Resultate  aut*  üherra.-i  hend  kur- 

• 

zem  Weg«'  gewonnen,  zn  dencM  sonst  eine  Heihe  von  Sehlus.sen  unter 
Znzi''linng   vorherhewies'MnT  Sätze  nötig  wai*.     Ist  uleich  die  Knt- 
decknng  der  Saclif  an  sieh  nicht  nen.  so  konnnt  es  (hxdi  noch  sehr 
daran!  an,  ob  sie  mit  nn  iir  (filer  minder  Glink  lür  die  EkMncntar- 
matluMiiatik  verarbeitet  ^\i^d.    Die  Durcht'ülirung  ist  es.  die.  ^venu 
mau  nur  die  eine,  in  Kedc  stehende  S(«ite  der  Geistesbildung  im  Ain-'*' 
hat,  zum  grössten  Teil  recht  wol  gelungen  ist.    Sehr  aultallend  näm- 
lich sticht  hii'rgegeu  ilie  Behaudluug  der  harmonischen  Punkte  uiul 
Strahlen  (S.  108.)  ab,  die  in  Ermangelung  des  Znsammenhangs,  aus 
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sie  gcrisson  zu  s<iii  scheint,  für  dcu  Unkundigen  gar  nicht  zu  ver- 
stehen ist,  wo  also  die  Vorarljeitung  ganz  gefehlt  hat.  Doch  ist  über- 
haupt eine  Methode  zu  billigen,  die  eine,  zwar  inmuT  nur  von  Wenigen 
gekannt*'  uml  i^i  schatzte,  doch  unersetzliche  und  seit  Jahrtausenden 
für  don  F(jrtschritt  der  Wissenschaften  wirksame  Gcisteslühigkeit  in 

•  dem  Masse  vernachlässigt,  wie  es  hier  geschieht?  Zwar  lernt  der 
Schüler  hier  gelegentlich  Folgerungen  ziehen,  auch  ist  stets  an's  Licht 
gestellt,  was  notwendig  und  ausreichend  ist,  damit  eine  Figur  bestimmt 
sei;  was  aber  notwendig  und  ausreichend  sei,  damit  eine  mathemati- 
sche Erkenntniss  evident  und  unausweichlich  sei,  bringt  die  Behand- 
lungsweise  nie  zum  Bewusstsein.  Gleich  im  Anfang  wird  das  be- 
rüchtigte Dogma  vom  gemeinsamen  Punkt  der  Parallelen,  welches*  der 
SchQler  g^n  den  Protest  der  Vemuft  glauben  muss,  wol  mehr 
aas  Gehorsam  als  aus  Ueberzeugung,  verkündigt;  deren  Erläuterung 
stecht  nicht  dabei,  und  Controle  durch  Anwendung  folgt  nirgends. 
Soweit  iin  Uebrigen  Begründung  vorhanden  ist ,  pflegt  sie  momenta- 
nem Zwecke  zu  dienen^  und  erscheint  nicht  als  notwendig  tfkr  die 
Folge.  Uni  der  bezeichneten  Forderung,  Ausbildung  des  exactcn 
Donkens,  Genüge  zu  tun,  braucht  man  keinen  der  Vorzüge  der  ver- 
einfaclicnden  Methode  preiszugeben.  Euklid  und  Steiner  .sind  nicht 
bcschränk(MKle  und  einander  ansschlipsseude  Autoritäten,  sondern  Zeugen 
der  Fähigkeit  des  Geiste.^,  beide  darin  einig,  Vertrauen  zu  dieser  zu 
erwecken,  zwar  Fähigkeiten  in  verschiedener  Richtung ,  die  sich  aber 
um  so  mehr  einander  fordern,  je  weiter  die  Ausbildung  in  der  einen 
fortschreitet:  je  treier  und  umfassender  die  Anschauung,  desto  not- 
wendiger ist  die  Selbstcoutrole ,  deren  Vernachlässigung  zur  A])hän- 
gigkeit  von  Autoritäten,  d.  i.  zum  Verlust  des  grössten  und  unersetz- 
lichen Vorzugs  mathematischer  Bildung,  führt.  Ist  es  nun  gleich 
angemessen,  bei  aller  Beform  der  Methode  die  strenge  Logik  stets 
als  oberstes  Gesetz  festzuhalten,  so  ist  es  auch  nicht  unmöglich,  von 
einem  Versuche  der  vorliegenden  Art  auszugehen,  und,  gehörige  Be- 
herrschung des  Lehrstoffs  vorausgesetzt,  ohne  Einbusse  der  Ein&ch- 
heit,  und  ohne  im  wesentlichen  den  Lehrgang  zu  ändern,  die  noch 
fehlenden  Bedingungen  mathematischer  Ausbildung  zu  ergänzen. 

Der  2.  Teil  enthält  zuerst  die  höhern  Lehrobjecte  aus  der  Arith- 
metik und  Algebra,  die  Logarithmen,  Beihen,  Kettenbrttche,  Per- 
mutationen  und  Gombinationen,  simultanen  und  quadratischen  Glei- 
chungen. Die  Darstellung  ist  eine  gut  gewählte,  der  richtigen  Anf- 
fessung  stets  entsprechende,  und  das  Notwendige  allseitig  berück- 
sichtigende. Beiden  Logarithmen  hätte  wol  der  Grund,  warum  die 
Grundzahl  in  der  Schrift  nicht  bezeichnet  zu  werden  braucht,  obwol 
er  in  der  P>klärung  des  Moduls  verhüllt  liegt,  auch  ausgesprochen 

•  werden  sollen ,  der  nämlich,  dass  der  Logarithmus  von  x  zur  Grund- 
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zahl     «—  ^^^^^  ftvf  neoe  IV^ise  abhiogt 

(nicht  transsccndento  Function  zweier  Variaboln  ist.)  Ferner  hat 
sich  der  Verfasser  n<»cli  nicht  l)e\v()p^(Mi  j^efnnden,  die  zufällig  einmal 
aufgebrachte,  dann  ^'edankeulus  auf  den  Schulen  fortgepflanzte  Schreib- 
weise negativer  Oharakteristik  0,:nr)ß3--2,  welclie  bei  Multiplicatioo 
nnd  Division  Anfenthalt  und  Verwickelung  mit  sich  bringt,  statt  der. 
aller  Anwendaug  auf  die  leichteste  Weise  entsprechenden  Scbreibong 
8,31563—10,  wie  sie  jeder  Rechner  kennt,  ab^sehaffen.  Es  ist  ge- 
wiss bmchtigt,  kflnstliche  Anskonftsniittcl  zur  Vereiniachang  von 
den  SchtUem  selbst  finden  zu  lassen;*  aber  sie  erst  zur  Aneignsig 
nnd  Einübung  schlechter  Attsknnftsmittol  zn  nötigen,  die  sie  sieh 
spftter  wieder  abgewöhnen  müssen,  ist  doch  unbedingt  Terwerflicb. 

Besonderes  Interesse  hat  die  Aufnahme  der  Detenninantenlelire 
in  den  Cursus  der  Algebra.  Sie  schliesst  sich  hier  an  die  Yorsoi- 
gehende  Lehre  von  den  simultanen  linearen  Gleichungen  an.  Es 
möchte  sich  wol  als  das  natürlichere  und  in  mehrfacher  Hinsicht  io- 
stmctivere  empfehlen,  sie  als  Anwendung  auf  die  Combinationslelire 
folgen  zu  lassen,  und  die  simultanen  Gleichungen  gleich  anfangs  mit 
Hülfe  der  Determinanten  zu  hehandeln.    Von  dem  an  einer  andern 
Bearbeitung  der  Theorie  für  die  Schulen  im  222.  litt.  Ber.  S.  10. 
gerügten  grossen  Missgriff,  die  Theorie  durch  vorausgehende,  ermü- 
dende Kechnnnf^en  vorznl>ereiten,  ist  die  vorliej;ende  frei  (die  gleich- 
falls unnötigerweise  vorausgehenden  Sperialitäten  sind  wol  nur  durch 
die  Anknüpfung  hcrvor«;erufen).    Sie  führt  sogleich  die  notweudigeü 

.  Anordnungen  in  voller  Allgemeinheit  ein,  und  lässt  in  angemessener 
Kürze  die  einfachsten  Hauptsätze  folgen.  Warum  aber  tinden  sich 
die  der  DeterminantontlK-orie  eigentümlichen,  überraschend  einfacln«- 
und  doch  so  weitgreifeoden,  nnd  von  den  Scblfissen  der  gewöhnlicheu 
Algebra  so  wesentlich  unterschiodeneu  Schlüsse,  welche  jene  Haupt' 
Sätze  begründen,  nicht  ausgesprochen?  nicht  als  der  lohrreichste  Kern 
des  Ganzen  mit  gesperrten  Lettern  gedruckt?  Wenn  an  solcher  Stelle 
das  einemal  nur  steht:  „Folgt  aus  das  anderemal  eine  Betrachtong 
nur  angedeutet  wird,  die  noch  auszuführen  sein  würde,  so  kann  nui" 
wol  zweifeln,  ob  dem  Verfasser  nicht  überhaupt  jener  einikche  logi- 

'  sehe  Gonnex  entgangen  ist  Kommen  im  übrigen  die  am  1.  Teile 
des  Leitfadens  gemachten  Ausstellungen  im  2teu  kaum  in  Betrscb*! 
80  zeigt  wol  der  genannte*  Punkt,  dass  sich  eine  ähnliche  GoringacÄ* 
tung  des  logischen  Vermögens  auch  hier  geltend  macht. 

In  deir  Stereometrie  möchte  es  wol  nicht  gelungen  sein,  auch 
nur  den  beschränkten  Zweck  der  Vergegenwärtigung  des  Lehrobjecl* 
zu  erfüllen.   Daran  trägt  wol  die  Vernachlässigung  des  logischen  El^ 
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mentes  in  der  Plauiinetrie  die  Hauptschuld,  aber  nicht  die  einzige. 
Um  das  weitere  (jebiet  der  dreifach  ausgedehnten  Gebilde  zu  beherr- 
schen wird  man  gewiss  wol  ton  beide  Kräfte,  Verstand  und  Vorstel- 
lung, zugleich  iu  Anspruch  zu  nehmen.  Will  man  alles  durch  blosse 
Yorstellung  erreichen,  so  soll  die  Möglichkeit  nicht  bestritten  wer- 
den. Dann  aber  war  es  doch  die  unglflcklichste  Massnahme,  in  die 
ersten  £rkiäningen  Be^firiffe  einzumischen,  die  keine  Vorstellnng  zu-  « 
lassen,  wie  der  unendlich  entfernte  Punkt,  Behauptungen  ansznspre- 
dion,  die  gerade  der  Yorstollung  nach  nicht  wahr  sind. 

Die  Trigonoinctrie  ist  ein  sehr  ausftlhrlicher  Schematismus  und 
zeigt  nichts  methodisch  erwähnenswertes.  H. 

Lehrbuch  der  allgemeiucu  Arithmetik  zum  Gebrauche  au  höhe- 
reu Lehranstalten  und  beim  Selbststudium.  Von  Dr.  Carl  Spitz, 
Professor  am  Polytechnikum  in  Carlsruhe.  Erster  Theil:  Die  allge- 
meine Arithmetik  bis  einschliesslich  zur  Anwendung  der  Keihcn  auf 
die  Zinseszins-  und  Reutenrechnung  nebst  2230  Beispielen  nndUebungs- 
anfjgaben  enthaltend.  Dritte,  verbesserte  und  vermehrte  .Auflage. 
Leipzig  und  Ueidelbeig  1874.  C.  F.  Winter.  öOl  S. 

Der  Verfasser  legt  Gewicht  auf  seine  Behandlung  der  eutgegen- 
gesetzten  Grössen,  welche  es  ihm  möglich  gemacht  habe.  d\v  Satze 
über  die  Verbindung  von  Addition  und  Subtraction  allgenieiu  und 
ohne  Umstiindlichkeit  zu  beweisen.  Sie  beruht  auf  der  Darstelluug 
der  Zahl  als  Abscisse  und  der  Auffassung  beider  Operationen  als 
Fortschritt  in  entgegengesetzter  Richtung.  Diese  Metho<lc  \>i  an  sich 
nicht  neu;  eigeutümlich  ist  daran  der  ciugeführti'  Gegensatz.  Anstatt 
die  Construction  als  Dai'stellung  vorhandener  Zahlbegriife  zu  gebmu- 
chen,  bemüht  sich  der  Verfasser  im  G^enteil,  die  auf  neue  Basis 
gestellten  Begriffe  abgesondert  zu  erhalten,  und  unterscheidet  deshalb  • 
anfangs  ausdrücklich  Operations*  und  Richtungszeicheu ,  die  dann 
später  identificirt  werden.  Das  Bedenkliche  dieser  Distiaction  in 
didaktischer  Beziehung  füllt  in  die  Augen:  das  von  Natur  Ein&che 
wird  erst  in  ein  Doppeltos  zerspalten,  und  damit  in  den  Anfang  der 
Diaciplin  eine  Complication  eingeführt,  die  der  klaren  Auffassung,  der 
Aneignung  und  der  Vertrautheit  mit  dem  Erlernten  sehr  hinderlich 
im  Wege  steht.  Dass  dies  ein  Uebelstand  ist,  giebt  sich  offen  zu  er- 
kennen ;  geht  man  aber  auf  den  Grund,  so  zeigt  sidi,  dass  er  bloss 
aus  Irrtttmem  als  Folge  hervorgelit ,  und  die  Massnahme  ttberhaupt 
verfehlt  ist  'Zunächst  ist  der  Verfasser  wol  nur  durch  Mängel  einiger 
Lehrbücher,  die  er  zufällig  allein  keimt,  zu  der  irrigen  Meinung  ver- 
leitet worden ,  die  Begritte  entgegengesetzter  Grössen  und  die  Sätze 
über  diese  und  die  algebraischen  Summen  liesseu  sich  nicht  ohne  üm- 
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fltiBAiclilDeit  vad  aOgemeiD  aas  der  Addition  und  Subtraction  ab- 
Mtem,  Diese  ergrebcn  sich  sehr  einfikch  ans  der  YertaoBchbarkät  dcar 
Reihenfolfre  beliebiger  Additionen  nnd  Subtractioncn  nüt  BeaditUDg 

des  Umstandes .  ila««s  das  Resnltat  t  inrs  Stückes  der  Reihe  für  wei- 
tere Rechnungt'ii ,  lu  «Inu  ii  dasselbe  vorkuninit.  vonveudbar  ist,  das 
subtrai  tive  mitliiu  -dM  i?sow(d  wie  das  additive  Bedeutung  bat.  Hier 
bb  Iben  die  Oi>eration>Z''ii  b<'n  und  Vorzeichen  von  vorn  hereiu  uud 
brstaiidii:  id''nti<oh.  Ist  di<'S  d<T  Fall,  so  ist  es  ein  didaktischer 
F«*hit'r.  Mm  »listinkMiirT»'!-  Bedeutung  auszuziehen.  Hierzu  kuiiiiat  uoch, 
<la^s  auf  eonstru'  tiveni  ^V^"i,'e  der  Heizriff  d«'r  eutijegeugesetzteu  Grussen 
unvollständig  darpelejrt  wird;  denn  hier  treteu  ,.positiv''  und  ..nega- 
tiv** als  bloss  relative  B«  i:riffe  auf,  wa*:  sir  doch  nieht  sind,  wie  scbou  ^ 
die  Multiplieatioü  zeigt.  Ein  zweiter  Irrtum  liegt  in  der  Beschriin- 
kong  der  Absei8seiiinetln.de  auf  die  an  der  Grösse  haftende  Ricii- 
tnng.  Hierdorch  wird  ciuige  Confnsion  in  die  Begriffe  gebracht:  es 
entsteht  der  falsche  Gegensatz  zwischen  Constrnetion  und  Operation, 
als  ob  ergtere  nicht  ebonsognt  anf  den  gesammten  Zahl-  nnd  Ope* 
rationsbegriff  Anwendung  znliesse.  In  Wirklichkeit  steht  die  At 
schaiiting  der  Bechnnng  gc^nflber;  die  Objecto  aber  sind  beiden 
meinsam. 

Abgesehen  von  diesem  Punkte,  den  der  VerCuser  in  der  Vorrede 
betont,  charakterisirt  sich  das  Bach  dnrch  eine  Häofitng  von  Uoge- 
nanigkeiten  und  UnToIlst&ndigkeiten  im  Ausdinck,  ^e  es  wol  kasm 
ein  zweites  Beispiel  giebt  Um  nur  dns  anzufUiren,  so  ftngt  die 
Einleitung  an:  ,,Kann  von  zwei  Dingen  das  eine  ganz  oder  theilweiBe 
statt  des  andern  gesetzt  werden,  so  nennt  man  dieselben  gleichartig 
(homogen),  andemfiills  ungleichartig  (heterogen)".  Warum  sollte  man 
nicht  Luft  an  die  Stelle  von  Wasser  setzen  können?  Die  Wirkung 
der  Substitution  bleibt  hier,  wie  überall,  versehwie^eu.    Doch  die 
Mängel  blerlx  n  nicht  bloss  tonnellc,  sondern  werden  weiterhin  sach- 
liche von  grossem  lJnlfan^^  nur  verbirgt  sich  der  Anfang  des  Fehlers 
unter  dem  ungenaui'u  Aufdruck.    Unter  Zahl  wird  nach  anfäuglichor 
Erklärung  nnd  na»  li  Anwciidiing  in  Deductionen  und  Beweisen  erst 
immer  ganze  Zahl  MTstaudcu,  was  nirgends  t^<'sagt  ist.    Erst -bei  i^^» 
Brüchen  heisst  es  ganze  Zahl;  ob  ein  Bruch  eine  Zahl  sei,  bleibt 
von  da  an  zweifelhaft,    .bdenfalls  werden  alle  vorhergehenden  über 
Zahlen  aufgest(dlton  Siltz<^  ohne  weiteres  als  gültig  für  rationale  uod 
irrationale  Brüche  hetriichtct,  wenn  sie  es  in  der  Tat  sind,  was  aber 
mrgends  bewiesen  ist.   Die  onormo  Lücke  ist  daher  vorbanden,  ücg^  . 
m  nun  in  den  Sätzou  oder  in  deren  Begründung.  Die  MultipIicstioD 
til  in  allen  Deductionen  auf  Addition  gleicher  Grössen  basirt  Cdem- 
f^emlss  auch  dii)  Ileweise  nicht  auf  gebrochene  Multiplicatoreu  an- 
^jedoch  im  Dunkeln  bleibt) ^  die  Schreibung  der  Frodnete 
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als  Summen  wird  sogar  viel  läuger  fortgesetzt  als  nötig  war;  gleich - 
wül  steht  im  Aiituug  des  Capitcls  die  Erklärung  der  Multiplication 
als  Ableitung  des  Produrts  aus  dem  Multiplicandus,  w'w  der  Multipli- 
cator  aus  1  entsteht,  und,  ()l)gleic'h  eilie  solche  ofl'enbar  zu  keinem 
Schlüsse  tauglich  ist,  bemüht  sich  doch  der  Verfasser  die  Tauscbuug 
zu  crhaltcu,  als  ob  alle  ISätise  aus  ihr  hervorgingen. 

Im  ganzen  macht  das  Bach  den  Eindruck  einer  grossen  logischen  - 
Unsicherheit.    Um  die  Schüler  nicht  an  eine  solche  zu  gcwöhntm, 
wäre  nur  zu  wünschen,  dass  es  beim  Unterricht  nicht  in  Anwendung 
käme.        ^  H. 

Anhang  zu  dem  ersten  TheUe  des  Lehrbuchs  der  allgomeincn 
Arithmetik.  Von  Dr.  Carl  Spitz,  Professor  am  Polytechnikum  zu 
Carlsruhe.    Die  Resultate  und  Andeutungen  zur  Auflösung  der  in  dem 

Lehrbuche  beiindlichen  Aufijaben  entiialteiid.  Dritte,  verbesserte  und 
vermeiirte  Auflage.  Leipzig  uud  Heidelberg  1874.  C.  F.  Winter. 
93  S. 

Die  Andeutungen  bestehen  teils  in  vermittelnden  Resultaten,  nach 
denen  in  der  Aufgabe  nicht  gefragt  ist,  teils  in  der  Anleitung  zum 
Ansatz  der  Gleichungen. ' 


Geometrie. 

Ueber  die  Difforentialcurvon  der  Kegelschnitte  von  Dr.  Ad.  Ii  och - 
heim,  Oberlehrer  an  der  Höheren  Gewerbeschule  zu  Magdeburg. 
Mit  14  in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten.  Halle  1874.  Louis 
Ncbert.  106  S. 

Betrachtet  man  eiue  ebene  Curve,  bezogen  auf  ein  rechtwinkliges 
Goordinatensystem ,  als  Darstellung  einer  Function  einer  Yariabcln, 
so  whrd  die  gleiche  Darstellung  von  deren  Derivirten  für  irgend  eine 
Linieneinheit  die  Differ6ntialcui*ve  der  ersteren  genannt;  umgekehrt 
stellt  dann  die  Ordinate  der  Urcurve  die  Quadratur  der  Differential- 
curve  dar.  Nach  kurzer  Aufstellung  der  ehifachsten  allgemeinen  Be- 
ziehungen zwischen  den  Bestimmungsstttckeu  beider  Gurveu  geht  die 
Schrift  zur  Anwendung  auf  die  einzelnen  Kegelschnitte,  in  der  Rei- 
henfolge: Parabel,  Ellii)se,  Hyperbel  —  über,  und  leitet  daraus  eine 
grössere  R(>ihe  interessanter  und  sich  successive  leicht  ergebender 
Theoreme,  namentlich  die  Taugentcu,  Normiilen,  Polaren  umi  Fuss- 
punktcurveu  betretiend,  ab.   Die  Behaadlungsweise  ist  eine  concinne, 
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cxactc  und  wolgeoninoto.  In  Vergleich  mit  vielen  ähnlicheu  Schriften 
ist  rühmlichst  hervorzuheben,  dass  sich  die  vorliegende  als  selbstän- 
dige Monographie  frei  von  jeder  partiellen  Anlehnung  an  Fremdes 
erhalten  hat  und  demgemäss  die  Bedeutung  aller  eingeführteu  Be- 
griflfe  durch  Erklärung  oder  durt  h  die  notwendigen  Data  ausser  Z\^eifcl 
stellt  Der  Gegeustand  ist  kein  Bestaudteil  der  Curyentbeorie ,  son- 
dern ein  Excors  zur  freien  Beteiligung.  Den  TeilBehmem  darf  man 
nicht  dio  ansprochsvolle  Bedingung  stellen,  dass  sie  die  Ergebnisse 
früherer  Excnrse  im  Gedächtniss  haben.  Bas  hier  beiolgte  Verfahzea 
ist  nicht  nur  das  ijeeignete  for  einen  weiteren  Leserkreis,  sondern 
giebt  aoch  der  Bearbeitung  eine  mehr  einheitliehe  Gestalt  H. 


's 
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Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Lehrbach  der  politischeo  Arithmetik.  Vom  ProfesBor  Jotef 
HaberL  Wien  1875.  Wilhelm  BranmUller. 

Wir  glauben  das  genaunte  Lehrbuch  als  eine  gediegene  Leistung 
in  der  ohnehin  nicht  sehr  umfangreichen  Litteratur  der  politischen 
Arithmetik  begrOsBen  zu  können.  Es  zerfiftUt  in  zwei  Haaptteiie. 

Der  erste  Teil  umfasst  vier  Abschnitte  folgenden  Inhalts:  Im 
ersten  Abschnitte  werden  die  Grundlehren  der  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung in  so  weit  entwickelt,  als  ihre  Kciiutniss  zum  gründlichen 
Verständniss  und  zur  einfacheren  Durchführung  der  später  behandel- 
ten Anfgaben,  namentlich  jener  Uber  Capitals-  und  Rentenversiche- 
rungen, erforderlich  erscheint.  Im  zweiten  Abschnitte  werden  die 
einfache  und  zusammengesetzte  Ziusesrechnung  nebst  verwandten  Auf- 
gaben mit  eingehender  Gründlichkeit  behandelt.  Nicht  leicht  wird 
man  in  einem  Bache  aber  praktische  Arithmetik  den  eben  angeführten 
Gegenstand  der  Zinsesrechnnng  so  wohl  geordnet,  so  grOndlich  and 
erschöpfend  besprochen  and  dabei  doch  jede  nnnOtze  die  üebersicht 
and  Einsicht  erschwerende  Weitschweifigkeit  vermieden  finden,  wie 
in  dem  in  Bede  stehenden  Lehrbache. 

Der  dritte  Abschnitt  enthält  die  verschiedenen  Arten  der  Bück- 
Zahlung  aufgenommener  Capitalien,  somit  4io  verschiedenen  Arten 
von  Schuldentilgungspläncn  in  gründlicher  and  eingehejnder  Durch- 
fahrong,  vorbehaltlich  die  Constractionen  unverzinsliche  nod  ver- 
zinslicher liOtterieanlehen,  welche  im  vierten  Abschnitte  mit  master- 
bafter  Deatliehkeit  besprochen  and  wobei  auch  alle  die  über  Lose 
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Stellbaren  Fragen  bezüglich  ihres  wahren  nnd  ihres  Hoffiinngswertes, 
ihres  Gewinnes   1er  Verlustes  erörtert  werden. 

Den  zweiten  Hauptteil  des  Werkes  widmet  der  Verfasser  jenen 
Reclnmngsaufgabcn,  die  sich  bei  Lebcusversicherungen  ergeben  können. 
Dieser  Teil  zerfällt  in  sieben  Abschnitte  folgenden  Inhaltes :  Der  erste 
Abschnitt  enthält  die  zur  gehdrigeu  Auffassung  der  Aufgaben  ttber 
Lebensversichemngen  notwendigen  Vorbegriffe,  insbesondere  die  Er- 
Iftntomngen  ttber  die  Bedeutung  und  den  (Gebrauch  der  Storblichkeits- 
tafeln  und  die  Constmction  der,  zur  schnelleren  Ausftthmng  der 
Rechnungen  erforderlichen,  sogenannten  Grundtafeln. 

In  den  folgenden  sechs  Abschnitten  erscheinen  die  einzelnen  Fälle 
der  Capitals-  und  Kentenvorsichernng  behandelt  und  zwar  in  nach- 
stehender Gruppirung:  1.  die  Leibrenten;  2.  die  Capitalsversicherung 
auf  deu  Todesfall;  3.  die  Capitalsversicherung  auf  den  Fall  des  Er- 
lebens (Uebcrlebens-Associationen,  gemischte  Capitalsversicherung); 
die  Gegenversicherung;  4.  die  verschiedenen  Arten  der  Verbindungs- 
renten (Witwenpensionen,  Erziehungsrenten) ;  5.  einseitige  und  gegen- 
seitige Capitalsversicherung  für  den  TJeberlebensfall;  6.  Capitalsver- 
sicherung für  den  Fall,  dass  zwei  Personen  verschiedenen  Alters  nach 
Ablauf  einer  bestimmten  Zeit  noch  leben,  oder  für  den  Fall,  als 
während  einer  bestimmten  Zeit  eine  der  zwei  Personen  starben; 
femer  die  Kinderversorgung. 

Wie  schon  aus  dieser  kurzen  Inhaltsangabe  hervorgeht,  werden 
alle  in  der  Praxis  gewöhnlich  vorkommenden  Fälle  der  Capitals-  oder 
Rentenversicherung  behandelt  und  zwar  nicht  nur  der  Hauptsache 
nach,  sondern  auch  noch  mit  besonderer  Berttcksichtignng  vieler  noch 
entstehenden  praktischen  Fragen  namentlieh  bezüglich  .des  Policen- 
Wertes,  dessen  Ermittlung  insbesondere  bei  Jeder  Bilanzziehung  un- 
umgänglich wird. 

Durch  die  vortreffliche  Anordnung  der  einzelnen  Teile  des  be- 
handelten Gegenstandes,  durch  die  natürliche,  deutliche  zugldch 
gründliche  und  erschöpfende  Darstellung  desselben,  hat  der  Verfissser 
~  welcher,  nebenbei  gesagt,  dadurch  ein  eingehend  betriebenes  Sta* 
dium  der  besprochenen  Materien  an  den  Tag  legt  —  in  dem  in  Bede 
'  stehenden  Lehrbuche  ein  in  seiner  Art  ausgezeichnetes  und  sehr  nfltz- 
liches  Werk  geliefert 

Es  bedarf  kaum  jeuer  raathematischeu  Vorbildung,  die  jeder  ab- 
solvirte  Realschüler  besitzt,  um  das  hier  besprochene  Werk  in  aUea 
seinen  Teilen  gehörig  zu  verstehen  und  es  dürfte  sich  dasselbe  vor- 
züglich auch  eignen  als  Lehrbuch  fär  den  betreffenden  Gegenstand 
an  Handels-Akademien  zu  dienen. 
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Was  aber  dem  Werke  noch  eine  besondere  praktische  Brauch- 
barkeit verleiht,  sind  die  vielen  am  Ende  beigefügtv.n  sehr  vorteilhaft 
eiugerichteteu  Tabellen,  welclie  die  zur  sclniellereu  Durchführung  der 
verschiedenen  Aufgaben  über  Zinseszinsen,  über  Capitals-  und  ßenten- 
vcrsicherung  uotweudigen  Daten  euthaiten. 

Es  kann  hier  auch  nicht  unerwähnt  gelassen  werden,  dass  die 

Ausstattung  -des  Werkes  in  Bruck  und  Papier  lobende  Anerkennung 

verdiene  und  der  Vcriagäbuclihandlung  alle  Ehre  mache. 

Wien,  im  November  1874. 

Dr.  J.  Zampierj,  k.  k.  Professor. 

Sur  quelques   developpements  de  la  fonction  logF«;  seconde 

lettre  a  M.  Adolphe  Quetelet,  secrctaire  pcrp^tnel  de  TAcademie. 
Par  M.  Angelo  Genocchi.  prufesseur  ä  l'universitc  de  Turin. 
Extrait  des  Bulletins  de  TAcademie  Royale  de  Beigique.  2.  s6r. 
t.  XXXVL   n«.  11.   nov.  1Ö73. 

Der  Verfasser  hat  in  den  Bull.  1. 84r.  t  XX.  2.  partie.  p.  392. 1853. 

eine  Fonnel  von  Binet  bewiesen,  welche  logra?  durch  eine  conver- 
geute  Kinhe  darstellt,  und  reproducirt  hier  den  Beweisgaug  zur  Wider- 
legung erhaltener  Einwürfe.  Zunächst  ist,  identisch, 

wo  ^  die  Differenz  far    a;  =  1  bezeichnet,  und 

u   «=  (a:  — J)loga;  — » 

i=»-2 

Ln-    £  i-iyßiXi 


0 

/«(«-l)...(tt-n4-l)«-^ 
Ä»-(-l)y  «(«-l-l)...(«+n-l)«+« 


da 


gesetzt  ist.  Hieraus  wird  nun  geschlossen,  dass 

log  Fm  =s  tt+  ün+  £Mn+  C 

wo  C  constant  oder  periodische  Function  von  x  sei.  /?«  verschwindet 
für  n  CO ,  mithin  ist  die  Kcihe  IJn  convcrgeut.  C  erweist  sich  als 
unabhängig  erst  von  «,  dann  von  und  ergiebt  den  Wert  i log  (27t), 
wofOr  indes  die  BegrUuduog  uicUt  mitgeteilt  ist 

8* 
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Von  EinwOrfen  der  Kritik  sind  3  genannt  Der  erste,  die  Be- 
grfindnng  gelte  nnr  von  ganzen  Zahlen  kann  wol  mir  aof  Acht- 
losi^eit  berahen,  da  die  UntersneliaDg  allgemein  geffthrt  wird.  Einea 

Kweiteu,  die  Eige  nschaft  der  Grösse  C  sei  nicht  hinreichend  begründet, 
hiilt  d(T  Verfasser  für  hervorgerufen  durch  ein  Misverstündniss:  man 
dürfe  nicht  die  Integration  der  DiiiVreiizengleichung  mit  Sumniatioo 
verwechseln.    Dieses  Urteil  des  Verfassers  müssen  wir  geradezu  um- 
kehren: Misverstäii'liiisse  könin-n  aus  drr  Suiiuiiatiou  nic!it  entstehen, 
wol  aber  aus  den  gelnüuchlichen  Unbestiuiintheitcu ,  iu  welchen  die 
Sätze  über  Ditierenzengleichungen  sich  aufgestellt  tiudeii.    Was  ans 
der  Sammation  nicht  als  strenge  Folge  hervorgeht,  ist  auch  nach 
Regeln  der  Integration  nicht  bündig  nacbgewieseu.    Mag  man  die 
Unbestimmtheiten  so  lange  besteben  lassen  als  kein  Misverständniss 
existirt;  liegt  ein  solches  vor,  so  giebt  die  Summation  die  Controla 
Also  nicht  in  der  Identificimngy  sondern  in  der  illusorischen  Unter- 
scheidung beider  giebt  sich  der  Mangel  an  Orientimng  za  erkomen. 
Der  dritte  Euiwnrf  yermisst  die  Berttcksichtignng  der  doppelt-anend- 
liehen  Summation,  sofern  n  nnd  x  nnabhftngig  yon  einander  nnendlicii 
gross  werden.    Znr  Widerlegung  wird  nnn  eine  sehr  amständhche 
Untersuchung  tb&c  die  Gonvergenz  der  Reihe  Un  geführt,  die,  da  der 
Verfiisser  den  genauen  Rest  in  einer  so  leicht  zu  behandelnden  Form 
aufgestellt  hatte,  doch  gewiss  nicht  nötig  war.    Summirt  man  dis 
obige  Differeuzengleichung  von  x  bis  ar+m  —  1,  so  kommt: 


log r(x+m)  — log Tx  =  (u+  C7„)x+m  -  (w+  Un)x+    S  Ä 

Nun  ist  (um  einen  Beleg  anzuftüuren,  nach  Hoppe  Lehrb.  d.  TJüS^r 
rentialrechnung  nnd  Beihentheorie  S.  182.)  fttr  n  =  oo 


Das  Integral  /?«  ist  ein  Mittelwert  hiervon  zwischen  «  ^  0  und 
ß  =  1 ;  demnach  verschwindet  der  Rest  sichtlich,  und  es  bedarf  keines 
weitern  Beweises  der  Convergenz  der  Reihe  /iV^  Jetzt  bleibt  der 
Rest  nach  m  zu  summireu.  Durch  Substitution  von  (c-f-m  für  09 
mnltiplicirt  sich      mit  dem  Product 


also  die  zu  integrirende  Function 


1 
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wir  brauclicu  daliur  uur  diesen  Gociiticioutcu  zu  sumniiroii,  uud  teilen 
dns  Intervall  der  m  bei  m  ==  — •  Uutorhalb  diesor  Grenze  wird,  weil 
die  m  ersten  Factoren  <;  ^^tste  <;  1  ist,  das  Product 


also  von  irgend  einem  in  an  kleiner  als  das  allgemeine  Glied  einer 
convergeuten  geometrischen  Keilic.  Oberhalb  der  Grenze  ist  m  uu- 
eudlich  gross,  daher  wird 

nnd  das  Product 

das  ist  gleichfalls  das  allg(>meine  Glied  einer  convergenten  Reihe. 
Folglich  erhält  der,  anfänglich  nnendlich  kleine  Rest,  durch  die  Sum- 
nmtion  nur  oinou  endlichen  Factor  hinzu  und  bleibt  unendlich  klein. 
Deiniiach  erhellt  auch  die  Convcrgenz  der  Reihe  ohne  Schwierig- 
keit, und  hieraus  folgt,  dass 

C  «  lim  I  log  r(»+m)  -  (u+  «7„)x+m  \ 

einen  endlichen  Wert  hat,  der  aber  noch  periodische  Function  von 
X  sein  kann.  Dass  er  constant  ist,  kann  offenbar  aus  der  Convergonz 
nicht  folgen.  Der  Yerfosser  verweist  in  Betreff  des  Beweises  auf 
Bull.  1.  s^r.  XX.  2.  part.  p.  391.  und  XXL  1.  part.  p.  84.  Da  er 
jedoch  am  Schluss  der  Kote,  S.  10.  daraus,  dass  sich  C  für  geinsse 
unendliche  Werte  yon  x  constant  erweist,  folgern  will,  dass  C  Ober- 
haupt für  ar  =  oo  constant  sei ,  so  kann  es  allerdings  noch  zweifel- 
haft scheinen,  ob  der  citirte  lleweis  bündiger  als  dieser  Schluss  sei, 
uud  da  überdies  die  Bündigkeit  von  der  Kritik  angefochten  war,  so 
war  gewiss  hinreichender  Grund,  darüber  nähere  Auskunft  zu  geben. 

Der  zweite  Teil  der  Schrift  enth&lt  historische  Bemerkungen. 
Insbesondere  werden  Sätze  von  Eulerschen  Integralen,  welche  ge- 
wöhnlich spätern  Autoren  zugeschrieben  werden,  auf  Eulcr  selbst 
zurückgeführt  H. 
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Geometrie. 


Lettre  i\  Ad.  Qut'tfU't,  socrötairo  perpetiicl  de  TAcadiiiiie, 
sur  diverses  questious  iiiutlieinatiqucs.  Par  M.  Geuocclii,  professour 
j\  l'nuiversiti'  de  Turin.  Kxtrait  des  Ikll.  de  i'Ac.  Koy.  do  Belgique, 
2»«  s^rie,  tome  XXXVl.  u".  b  j  aout  1873. 

Dor  Ilanptteil  ist  ttborschriobeu :  Bemerkungeii  über  die  abstnicte 
GeonHtrie.    Der  Verfasser  hült  die  Frage  über  die  Beweisbarkeit 
von  Euklids  (iruudsat/  dureh  die  Lübats<diefsky*Sfhe  Geometrie  nicht 
für  entschieden,  weil  die  i>seudosphärisehe  Fläche   (mit  eonstanter 
negativer  KrümmuJig,  einlachem  Counex  und  unendlicher  Ausdehnung; 
uicht  darstellbar  sei.    Er  ^eht  die  Kealisationsversueho  durch-,  doch 
stets  giebt   es  mehrfachen   Durchschnitt   der   geodätischen  Linien. 
Hierauf  wendet  er  sich  /u  der  Frai;e,  wie  sich  der  Unterricht  zu 
verhalten  habe,  wenn  hier  wirklich  ein  Erfahrungssatz  vorliege.  Er 
beruft  sich  zunächst  auf  eine  Aeusserung  von  Uclmholtz:  es  sei 
schwieriger  als  man  denkt  den  Unterschied  zwischen  Tatsachcu  and 
Sätzen  in  der  Mathematik  durch  einfache  Definition  zu  fixiren  und 
in  der  Doctrin  zur  Geitau^  zu  briugen,  weil  die  Figuren  der  Geo- 
metrie nicht  der  Wirklichkeit  entsprechen,  sondern  idealisirt  sind  — 
und  bemerkt  ganz  richtig,  dass  ein  Erfahrnogssatz  im  Lehrsystem 
sich  nur  durch  den  Kamen  von  einem  Axiom  unterscheiden  wfirde. 
Hierbei  ist  jedoch  von  beiden  Seiten  ttbersehen,  dass  die  Tatsachen 
der  Erfahrung  weder  selbst  Erkenntnisse,  noch  den  Erkenntnissen 
coordinirbar,  sondern  blosse  der  Erkenntniss  bedürftige  Gegenstände 
momentanen  Bewusstseins  sind.  Will  man  also  auf  Erfahrung  recur- 
riren,  so  kann  man  nicht  etwas  Formulirtes  als  Erfahrung  substituiren, 
sondern  muss  den  psychischen  We?  von  der  erlebten  Wirklichkeit 
zur  ideellen  Erkenntniss  ans  Licht  ziehen,  dies  aber  nicht  bloss  bei 
dem  einen  Satze,  sondern  bei  den  gesanimten  Elementen  der  Mathe- 
matik tun.    Der  begriffliche  Unterschied  zwischen  Tatsachen  und 
Sätzen  ist  leicht  gcimg  zu  fassen-,  es  fehlt  sogar  jede  Achnlichkeit. 
Wenn  man  aber  nach  vulgärem  nachlässigem  Wortgebrauch  Sätze 
Tatsachen  nennt,  so  ist  es  uicht  nur,  wie  Helndioltz  sagt,  schwer 
eine  Grenze  zu  dehniren,  sondern,  wie  Genoccbi  üudet,  geradezu  kein 
Unterschied  voriiandeu.  H. 

Lehrbuch  der  descriptiven  Geometrie  von  Dr.  Beruhard  Gug- 
ler,  Professor  an  der  K.  polytechnischen  Schubs  zu  Stuttgart.  Mit 
12  Kupfertafeln  in  Mappe  und  21  in  den  Text  eingedrucktcu  Holz- 
scbiütten.  Dritte  Auflage.   Stuttgart  1874.  J.  B.  Metzler.  466  S. 

Das  Lehrbuch  handelt  ausschliesslich  von  der  Orthogoualprojee- 
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tion  anf  2  einander  rechtwinklig  schiuMdciKlcn  (Tnintlehonen.  Es 
sU  llt  eine  kleine  Aiizalil  von  Sätzen  über  die  Be/.iehun^aMi  und  die 
gegi  nseititio  Bestimmung  zwischen  den  darzusteUeiiden  Figuren  und 
ihren  Projeetionen  auf,  giebt  das  gebräuchliche  Verfahren  beim  Kennt- 
lichmachen der  notwendigen  Bestimniuugsstticke  in  der  Darstellung 
au,  und  löst  dann  eine  längere  Reihe  von  Aufgaben  in  synthetisch 
aufsteigender  Folge,  erst  bezüglich  auf  geradlinig  eben  begrenzte, 
dann  auf  krumme  Figur(Mi.  Der  einfachen  Natnr  des  Gegenstandes 
entspricht  auch  in  der  Tat  eine  einfache  und  leicht  Tcrst&ndliche 
Darlegung.  Wir  empfehlen  das  Buch  als  seiner  Au%abe  gcnflgond. 

H. 


Die  Elemente  der  kinematischen  Curvenlehre.  Ein  Leitfaden  für 
den  Scliulnnterricht.  Von  Dr.  Heinrich  Grosse.  Berlin,  187'1. 
Ernst  Wasmuth.   32  S. 

Die  Cur?enlehre  auf  kinematische  Grundlage  su  st^en,  ist  ohne 
ZweiM  der  Natur  der  Sache  volikommen  gemäss;  anch  ist  es  nicht 
schwer,  und  würde  keine  grosse  Umständlichkeit  erfordern,  hierin 
ganz  elementar  zu  beginnt'u  und  ohne  Ansprüche  au  weitere  Vor- 
kenntnisse, ohne  Stützung  auf  fremde  Theorien,  eine  in  voller  All- 
gemeinheit genügende  und  doch  leicht  fassliche  Doctrin  zu  entwickeln. 
Dies  ist  nun  in  der  vorliegenden  Bearbeitung  niolit  'geschelien ,  und 
zwar  ohne  Erklärung,  dass  und  warum  sie  es  nicht  tut.  Sie  zeichnet 
sich  mit  kühnstem  Auftreten  in  VerschweijLjung  dessen,  was  zum  Ver- 
ständniss  notwendig  ist,  aus,  während  sie  im  Grunde  so  gut  wie  alles 
aus  fremder  Theorie  entlehnt.  Um  so  mehr  ist  es  wol  im  B<'richte 
geboten,  das  Verschwiegene  ans  Licht  zu  ziehen.  Zunächst  ist  mit 
keinem  Worte  gesagt,  dass  das  Buch  nur  von  ebenen  Figuren  und 
fiewegungen  handelt.  Der  Betrachtung  räumlicher  Gebilde  wird  sogar 
im  yoraus  der  Weg  versperrt  durch  Aufstellungen,  welche  im  allge- 
meinen unwahr  sind  und  in  der  Ehene  nur  gerade  zutreffen,  z  B. 
durch  die  Definition  der  Evolute  als  Ort  des  KrOmmungsmittelpunkts, 
durch  den  Satz,  dass  die  Bewegung  eines  starren  Systems  durch  die 
einer  Geraden  bestimmt  sei,  u.  a.  Femer  steht  in  der  Einleitung: 
der  Bewegungslehre  sei^i  die  Begriffe  der  Geschwindigkeit  und  Be- 
schleunigung entnommen.  •  Gleiehwol  wird  schon  in  §.  1.  die  Zeriegnng 
in  Gompouenten  als  bekannt  vorausgesetzt,  und  weiterhin  erscheint 
überhaupt  die  ganze  kinematische  Theorie  als  selbstverständliche 
Grundlage  aller  Deduction.  Da  fragt  man  doch  billig,  wie  un<l  wo 
diese  Vorbedingungen  gegeben  werden,  worin  sie  bestehen,  und  was 
der  Gegenstand  des  Vortrags  ihnen  gegenüber  noch  neues  bietet? 
Ferner  ist  nur  beiläutig  im  Vorwort  von  Ausschliessung  der  Intiuitc- 
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simalrecbuuiig  dio  R<'(1(\  Tlicr/.u  muss  boiiicrkt  worden:  letztere  lässt 
sich  in  der  Lehre  \on  der  stetigen  Bc^wcgung  (zu  unterscheiden  vou 
der  Kinematik  der  endlidien  Transposition)  elirlielier  Weise  nicht 
ausschlicssen.  Der  Begritl"  der  Geschwindigkeit  ist  identisch  mit  dem 
Diftercutialquotieuten ;  jenachdeiu  eins  von  beiden  verstanden  wird 
oder  nicht,  gilt  das  gleiche  vom  asderu.  Hier  buu  vertritt  ersterer 
den  letztem;  die  Beziehuug  aber  zwischen  der  momentanen  Lage  und 
der  Goscbwindigkcit  felilt  in  allen  Aufstellungen.  In  diesem  wosent- 
Ucheu,  zu  alU^r  Auwendung  notwendigen  Punkte  ist  die  Boctria 
mangelhaft  und  ftsst  deu  Schttler  im  Stich,  der  natflrlich  nicht  merken 
kann,  ivie  sehr  er  in  Unkenntniss  erhalten  wurd.  Dass  bei  der  An* 
Wendung,  wie  sie  hier  auBschliesslich  auf  Kegelschnitte  und  Cykloiden 
nachfolgt,  die  Blosse  nicht  zum  Vorschein  kommt,  ist  sehr  begreiflidi, 
da  bei  geradliniger  und  Kreisbewegung  joue  Beziehung  mn&ch  gentig 
ist,  nm  anvermerkt  Uber  sie  hinwegzukonunen.  Nach  allem  Iftsst  sich 
Aber  die  Bearbeitung  kein  anderes  Urtdl  lülen,  als  dass  sie  auf  Tfta- 
schung  der  Schiller  berechnet  ist.  H. 


Mechanik. 

Ueber  Schwingungen  verbundener  Pendel.  Von  W.  Dumas. 
Separatabdmck  aus  der  Festschrift  zur  dritten  Säcularfeier  des  Gym- 
na^nms  zum  grauen  Kloster.  Berlin,  1874   Weidmann.  16  S. 

Der  Inhalt  der  Si'hrift  ist  die  durchgeführte  Berechnung  der 
Schwingungen  eines  Systems  in  derselben  Verticalcbene  drehbarer 
Pendel,  bestehend  aus  einem  Ilauptpendel  mit  fester  Axe  und  be- 
liebig vielen  Nebeni)eudeln,  deren  i)ara]lele  Axen  am  Hauptpeudel 
fest  sind,  unter  Voraussetzung  kleiner  Amplituden.  Das  Alembert- 
sche  Priucip  giebt  die  Differentialgleichungen  der  Bewegungen;  durch 
Vernachlässigung  der  höheru  Potenzen  und  Producto  der  Ablenkungen 
lassen  sich  dieselben  linear  herstellen.  Ihnen  wird  zunächst  durch 
Annahme  einer  gemeinsamen,  gleichzeitig  beginnenden  Periode  mit 
verschiedener  Maximalablenkung  (Amplitude)  genttgt,  einer  Periode 
die  der  einfachen  Pendellänge  A  entspricht  Nach  Elimination  der 
Amplituden  bleibt  znr  Bestimmung  von  A  eine  Gleichung  der  Form 

welche  lauter  positive  und  im  allgemeinen  uugh  iche  Wurzeln  h*^ 
Nur  wenn  unter  den  einfachen  Pendellängen  /j,  /g,...  welche  den 
Nebenpeudeln  entsprechen,  gleiche  vorhanden  sind,  ergeben  sicii  gle^^ 
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Worzclu,  die  iodcs  von  Aüfaug  weggehen,  wenn  man  die  Gleichung 
nach  Verschmelzung  entwickelt.  Es  giebt  demnach  für  n  Nebeo- 
pendd  «+1  einfache  Schwingiiiigou,  jede  mit  resnltirender  eigener 
Periode  und  Amplitade  und  mit  willkürlicher  eigener  Anfiaagszeit 
Die  Amplitnden  haben  nur  einen  willkürlichen  gemeinsamen  Factor. 
Die  Snperposition  der  so  erhaltenen  ein&cheu  Schwingungen  ergiebt 
die  allgemeinste  mögliche  Bewegung,  wie  sich  zeigt,  indem  man  sie 
mit  einem  beliebig  gegebenem  Anfangsznstand  identifidrt,  und  die 
Wiilklirlichen  daraus  bestimmt 

Hierauf  folgen  eine  Anzahl  Beobachtungen  und  Anwendungen. 
Es  wird  die  Möglichkeit  periodischer  Schwingungen  von  kleiner  Am- 
plitude für  ein  Peudelsysteiii  besprochen  für  eine  feste  Axe  unterhalb 

'des  Schwerpunkts;  dann  die  Aufgabe  gelöst  eine  bestimmte  Schwin- 
gungsform durch  gesuchte  Anfangsbewegnug  nebst  Anordnung  der 
Massen  und  Längen  zu  erzeugen.   Emgchender  werden  dann  die 

.  2  Fälle  behandelt,  wo  nur  1  Nebenpendol  vorhanden  ist,  und  wo 
beliebig  viele  Nebenpendel  von  kleiner  Gesammtmasse  im  Yerhältnisi 
zur  Masse  des  Hauptpendels  gleiche  Schwingungsdauer  haben.  Bei 
solcher  Ungleichheit  der  Massen  ist  im  ersten  Falle  die  Periodcn- 
länge  nahezu  umgekehrt  proportional  der  Quadratwurzel  aus  der 
Masse  des  Nebenpendels  nnd  dem  Abstände  beider  Axen.  Zum  Schluss 
wird  noch  die  Vorrichtuug  beschrieben  zur  Herstellung  des  Falles, 
wo  die  Masse  des  Hauptpeudels  null  ist.  Die  experimentelle  Bestä- 
tigung mehrerer  Resultate  hat  der  Verfasser  in  der  Berliner  physi- 
kalischen Gesellschaft  uu  einem  Secunden  schwingenden  Uauptpendel 
mit  3  Nebeupeudoln  gezeigt.  H. 


Optik. 

Neuere  Untersuchungen  über  die  Identität  von  Lii'lit  und  strah- 
lender Wärme.  Von  R.  Franz.  Sei)aratabdruck  aus  der  Festschrift 
zur  dritten  Säcularfoier  des  Berlinischen  Gymnasiums  zum  grauen 
Kloster.  BerUu,  1874.  Weidmann.   U  S. 

Die  Schrift  charaktcrisirt  den  Standpunkt  der  P>ap:e,  ob  Licht 
und  strahlende  Wärme  sich  auf  dieselben  Bewegungen  desselben 
Aethers  zurückführen  lassen,  indem  sie  die  Resultate  der  bisherigen 
Untersuchungen  kurz  zusammenstellt,  in  Betretl'  der  Untersuchungen 
selbst  aber  die  Abhaudluugeu  einzeln  nachweist,  in  denen  sie  be- 
schrieben sind.  Die  bedeutendsten  Fortschritte  sind  hiernach  gemacht 
im  Nachweis  der  übereinstimmenden  Natur  beider  Bewegungen :  jedes 
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objective  Licbtphänomcu  entspricht  aach  emem  gleichartigen  Wärme- 
phänomen ;  <>in  entgegcn^osotztcr  Fall  ist  in  keinem  Pnukte  entdeckt 
Alle  diese  PbAnomene  sind  jedoch  die  allgemeinen  Wirkungen  der 
Erregong  dncs  elastischen  Mediums  and  können  aus  verschicdeneii 
Annahmeu  übereinstimmend  heryorgehen.  Was  anflfcnglich  der  Iden- 
Mtät  am  meisten  entgegenstand,  war  die  Absorption  der  Licht-  nnd 
WArmestrahlen  unter  verschiedenen  Bedingungen.  Diese  Abweichung 
kam  nun  in  erster  Linie  auf  Rechnung  der  Torschiedenen  Brechba^ 
keit  der  verglichenen  Strahlen;  denn  die  grOsste  Intensit&t  des  Winne- 
spectrums  fiült  noch  jenseit  des  Rot,  ein  Umstand  der  .zugleich  die 
Unempfindlichkeit  der  Netdiaut  gegen  die  dunkeln  Wftrmestrahles 
erklärt.  Nachdem  es  jedoch  gelangen  war,  die  ausserhalb  des  Lidrtr 
spectruins  fallenden  Wärmestrahleu  gotreunt  zn  absorbireu,  musste 
CS  sich  fragen,  ob  die  Licht-  und  Wärmestrahlcu  von  gleicher  Ge- 
schwindigkeit ungleich  absorhirt  worden.  Offenbar  steht  auch,  weim 
dies  der  Fall  ist,  die  Auuahuie  frei,  dass  sich  die  gleichzeitig  fort- 
schreitende Vibration  in  Elemente  zerlegt,  die  unter  verschiedeuen 
Bedingungen  auf  die  Materie  wirken.  Doch  ist  hierüber  kein  eut- 
scheidender  Versuch  angeführt  U. 

Das  Spectrosk(9  und  seine  Anwendungen.  Eine  Übersichtliche 
Darstellung  des  gesammten  Gebietes  der  Spectralaualyse.  Ton  J.  N. 
Lockyer,  F.  R.  S.  Eingeführt  uud  bevorwortet  durch  Dr.  H.  Schel- 
len. Mit  62  Figuren  und  1  farbigen  Spectraltafel.  Braunschweig, 
1Ö74.   George  Westeruiann.   136  S. 

Die  Schrift  entwickelt  in  einem  Äusserst  leicht  verstäudlichen 
Vortrag  ohne  Voraussetzung  irgend  welcher  mathematischen  oder 
physikalischen  Vorkenntnisse  erst  die  Gesetze  der  wenigen  in  Betracht 
kommenden  Erscheinungen ,  wobei  die  Theorie  des  Lichtes  ganz  aas 
dem  Spiele  bleibt«  dann  die  Einrichtung  nnd  den  Gebrauch  der  Spee- 
troskope,  sehr  elnfisich  und  deutlich  vor  Augen  gestellt  durch  die 
eingedruckten  Holzschnitte,  und  teilt  die  hauptsächlichsten  Entdeckun- 
gen mittelst  der  Spectralaualyse  mit.  Sic  eignet  sich  vorzüglich  zur 
Verbreitung  der  Kenntniss  von  diesen  Entdeckungen  in  einem  weite- 
ren, wissbegierigen  Publicum,  und  empfiehlt  sich  durch  vortreffliche 
Ausstattung.  H. 

Die  Farbenlehre  im  Hinblick  auf  Kunst  und  Kunstgewerbe.  Von 
Dr.  Wilh.  v.  Besold,  ord.  Professor  der  Physik  am  Polytechnicnis 
in  Mflndien.  Mit  63  Figuren  und  9  Tafeln.  Braunschweig,  1874 
George  Westermann.  296  8. 

Wenn  gleich  erst  das  letzte  der  ö  Capitel  ausdracklich  der  Kunst, 
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und  zwar  besonders  der  ornamentalen  Kunst  und  der  Malerei,  ge- 
widmet ist,  so  ist  doch  auch  in  den  \  ersten,  welche  die  wissenschaft- 
liche Ausbildaug  bezwecken,  der  künstlerisch  gewerbliche  Gesichts- 
punkt durchweg  entschieden  massgebend.  Dieser  Umstand  ist  jedoch 
weit  entfernt  dem  theoretischen  Inhalt  Einseitigkeit  aufzuerlegen,  Tiel- 
mebr  hat  er,  im  Gegensatz  zu  andern  ebenso  popnlftren  Bearbeitangen, 
welche  dem  Dilettantismns  za  Liebe  oberflächlicher  znwerke  geben, 
die  Folge,  dass  zur  ernsten  Gründlichkeit  Anlass  und  deutliche  Becht- 
fertignuff  gegeben  war.  In  der  Tat  zeichnet  sich  die  Schrift  durch 
vielseitige,  eingehende  Berücksichtigung  der  mitwirkenden  Elemente 
und  durch  richtige  Scheidung  der  BegriiTc  bei  Einfachheit  und  leicht 
yerstäudlichem  Vortrag  aus.  Hierin  kamen  ihr  die  Untersuchungen 
von  Ilelmholtz  und  die  vollständige  Bearbeitung  des  gleichen  Gegen- 
stands von  Brücke  zustatten,  auf  welche  letztere  der  Verfasser  nur 
darum  einen  neuen  Versuch  folgen  lassen  will,  weil  sie  nur  wenig 
Vorbreituiig  gefunden  habe.  Wenn  derselbe,  vielleicht  gerade  hierin^ 
ein  Vorurteil  der  Künstler  gegen  die  Theorie  annehmen  zu  müssen 
glaubt,  so  kann  man  gewiss  auch  das  ebenso  häuli^ie  entgegentresetzte 
Vorurteil,  welches  von  der  Theorie  zu  ^iel  erwart«'t,  hinzureibneu. 
Auch  die  Eutt;  uschung  in  letzterm  Sinne  liegt  bei  der  hier  befolgten 
Methode  fem,  wo  die  theoretische  Bildung  in  der  genauen  Rechen- 
schaft über  wirkliche,  praktisch  vorliegende  Verhältnisse  gesucht  wird. 

H. 
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Geschichte  der  Mathematik  uud  Physik. 

Bulletino  di  bibliografia  e  di  storia  delle  scienze  matematiche  e 
fi«ichc.  P ubblicato  daB.  Boncompagni.  Tomo  Yil.  Borna  1874. 
Tipografia  delle  acienze  matematiche  e  fisiche. 

Das  Juiiihoft  enthält  einen  Brief  von  M.  Th.  H.  Martin,  Membre 
de  rinstitut,  aus  Rennes  au  D.  B.  Boncompagni  über  die  Epoche  und 
den  Autor  des  augeblichen  ir)teu  Buchs  der  Elemente  Euklids ;  ferner 
einen  Auszug  aus  Kitab  al  Mobärek  von  Abu'l  Wafa  al  Djoueini, 
ausgeschrieben  nach  dem  Ms,  1912  vom  arabischen  Supplement  von 
der  Pariser  Bibliothöque  Nationale,  uud  zum  erstenmal  ins  Franzö- 
sische übersetzt  von  Aristide  Marie,  Membro  de  la  Society  Asia- 
tique  in  Paris;  dann  ein  Publicationsverzeichniss.  —  Das  Juliheft 
enthält  einen  Aufsatz  von  Cornelio  de  Simoui  ttber  das  Leben 
und  die  Arbeiten  des  Genuensiscben  Mathematikers  und  Astronomen 
ans  dorn  14.  Jahrhundert,  Andald  di  Negro,  nnd  anderer  Mathematiker 
nnd  Kosmographen  in  Grenna;  dann  das  Yerzeichniss  der  Arbeiten 
des  Andalö  dl  Negro  von  B.  Boncompagni.  —  Das  Angnstheft 
onthilt  eine  Bemerkung  des  Ingenieurs  Ferdinando  Jaeoli  ttber 
2  Schriften  von  Baffiiele  Gualterotti  in  Florenz  bezflgltch  auf  das 
Erschdnen  eines  neuen  Sterns  im  Jahr  1604.  Dann  Uitteilung  bisher 
uugedmckter  Briefe  des  Verfassers;  dann  ein  Publicatlonsvendchniss. 
—  Das  Septemberheft  enthält  historische  Notizen  über  die  Ketten* 
brüche  vom  13tea  bis  zum  17teu  Jahrhundert,  von  Antonio  Favaro. 

H. 
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Lehrbuchs,  Sammlangen  und  Tabellen. 

Abriss  der  Arithmotik  nnd  Algebra.  Von  Dr.  A.  Täschner, 
Lebrer  der  Mftiheiiiatik  am  GymnaBiom  za  St  Maria  «Magdalwia  in 

Breslau.   Erster  Theil:  Die  7  algebraiscben  Operationen  nnd  die 

Gleichungen  ersten  Grades.  Breslau  1874  Albert  Clar.  61  S. 

Wenn  wir  die  Besdchnong  als  AbriBS  im  Sinne  einer  kuieii, 
alle  entbebrUche  Avaftthrlicbk^t  meidenden  Dantellnng  nehmen  dür- 
fen, so  hat  die  scho^  hierdurch  motivirte  Kflrze  ancb  manchen  metho- 
dischen Vorzug  zur  Folge  gehabt,  indem  sieh  in  dor  AnsfÜhrnng  nur 

der  Grundsatz  betätigt,  das  sachlich  Einfache  auch  formell  einfach 
vorzutragen,  um  nicht  den  Anschein  einer  Schwierigkeit  hervor- 
zubringeu,  wo  im  Grunde  keine  vorhanden  ist.  Der  Lehrgang  ist 
ein  rein  arithmetischer;  er  beginnt  mit  der  absoluten  ganzen  Zahl 
und  leitet  die  Begriffe  der  negativen,  gcbrocheiuii  uiul  irrationalen 
Zahl  aus  den  Operationen  ab;  die  Vorzeichen  sind  Operatiouszeichen, 
In  diesen  Punkten  ist  das  Kurze  und  Einfache  zugleich  das  Correcte. 
Zum  Teil  aber  ist  die  Kürze  nichts  weiter  als  Unvollständij^keit:  not- 
wendige Lehren  sind  geradezu  vergessen  worden.  £s  wird  durchweg 
verschwiegen,  dass  Buchstabon  auch  negative,  gebrochene  nnd  irra- 
tionale Zahlen  bezeichnen  können;  in  der  ganzen  Operationsldure 
▼ertreten  sie  nur  ganze  absolute  Zahlea«  —  a  ist  immer  negativ,  ehi 

Bruch  ist  nie  anders  als  in  dor  Form  -  goschriebQu    bei  den  Gld- 

chnngen  mnsa  plOtzlidi  dne  GrOsse,  deren  Form  man  nicht  kennt, 
durch  einen  Buchstaben  bezeichnet  werden;  ohne  dass  der  Schaler 
etwas  merkt,  hat  nun  derselbe  einen  andern  Sinn.  Freifich  würde 
es  dem  Yerfiisser  etwas  unbequem  gewesen  sein,  auf  die  Gomplica* 
tionen  der  expliciten  und  impliciten  Vorzeichen  einzugehen.  Er  hat 
es,  wie  dies  beim  Unterricht  nicht  selten  vorkommt,  dem  Schaler 
leicht  gemacht,  dasjenige  nicht  zu  lernen,  was  er  später  braucht; 
und  diesem  ist  gewöhnlich  die  Einbildung  alles  begriffen  zu  haben 
lieber,  als  ihm  die  Belehrung  vielleicht  gewesen  sein  würde.  Schwerer 
ist  es  zu  begreifen,  wie  die  ganze  Lehre  von  der  Addition,  Multi- 
plication  und  Division  der  Brüche  hat  wegbleiben  können.  Neben 
diesem  Maugel  sind  andere,  damit  in  Beziehung  stehende,  die  un- 
genügende Erklärung  eines  Bruchs,  die  einseitige  Darlegung  der  alge- 
braischen Division,  u.  s.  w.  kaum  erwähnungswert  Da  indes  alles, 
was  noch  fehlt,  blosse  Ergänzung,  nicht  gerade  Umarbeitung  fordert, 
so  war  es  möglich,  der  Leistung  auch  in  vorlie^nder  Gestalt  eine 
billigende  Beurteilung  zuteil  werden  za  lassen. 
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Leitfaden  der  Arithmetik  nebst  Uebungsbeispieien.  Von  Adolf 
Sickon  berger,  k.  Studieulohrcr  am  Ludwigs  -  Gymnasium  in  Mfln- 
chen.  München  187&.  Theodor  Ackermann.  163  S. 

Das  Buch  ist  ein  Leitfaden  für  den  Rechenunterricht;  es  ist 
nicht  zum  kleinsten  Teil  für  wissenschaftliche  Ausbildung  eingerichtet, 
worauf  wouigsteus  nach  unserm  Gebrauch  das  Wort  Arithmetik  hin- 
deuten könnte ;  vielmehr  verfolgt  es  in  klarer  und  entschiedener  Weise 
den  ausschliesslichen  Zweck  des  Verständnisses  und  der  Uebung  des 
bürgerlichen  Rechnens.    Nirgends  strebt  es  die  Allgemeinheit  an, 
sondern  gebraucht  dieselbe  nur,  soweit  sie  wirklich  die  Deutlichkeit 
fördert.   Wie  in  diesem  Punkte,  in  welchem  es  das  Mass  der  gewöhn- 
lichen Rechenbacher  überschreitet,  giebt  sich  auch  im  ganzen  eine 
höhere  Auffassung  der  Au%abe  des  Kechenauterrichts  zu  erkennen. 
Derselbe  ist  liier  durch  den  sorgfältigen,  exacten  Ausdruck  in  allen 
Begriffserklärungen  und  Anordnungen  mit  der  Wissenschaft  in  ToUen 
Einklang  gesetzt,  was  auf  die  Klarheit  des  Yerstftndnisses  vom  besten 
Einflnss  sein  muss;  es  beteiligt  sich  demnach  nicht  an  der  oft  ge- 
borten Ansicht,  welche  bei  Yerzichtleistung  auf  wissenschaftlichen 
Zweck  oft  nngenaner  Fassung  nm  der  Bequemlichkeit  und  Gewohn- 
heit willen  den  Yorzng  giebt  Einige  leicht  zu  verbessemdo  Aus- 
nahmen seien  jedoch  erwähnt    Die  Subtraction  und  Division  sind 
erst,  wie  es  sehr  zu  billigen  ist,  als  iuverse  Rechnungen  erklärt, 
werden  aber  daini,  statt  Inverse,  iudirccte  Rechnungen  genannt  Dies 
beruht  auf  einer  Verwechselung:  nicht  die  Rechnung,  sondern  die 
ErkJärungsmethode  ist  iiidirect,  und  letzteres  geht  die  Schüler  nichts 
an.    Ferner  ist  von  Abkürzung  der  Decimalbrüchc,  sogar  von  un-  , 
endlichen  und  periodischen  Decimalbrücheu  die  Rede,  ehe  noch  irgend 
etwas  über  annähernde  Berechnung  gesagt  ist,  ohne  welche  jenes  alles 
offenbar  keinen  Siua  hat^  erst  später  kommt  eine  beiläufige  Bemer- 
kung über  Annäherang,  als  ob  sie  nicht  notwendig  dazu  gehOrte. 
Dritteus  ist  erst  die  Lehre  über  gemeinsame  Yiel&che  vorgetragen 
(wobei  man  freilich  die  Darlegung  des  Algorithmns  vermisst);  nachher 
wird  aber  bei  Addition  der  Brüche  kein  Gebrauch  davon  gemacht; 
wie  der  Schüler  verfahren  soll,  ist  gar  nicht  angegeben.  Zu  diesen 
Ausuahmen  incorrectcr  Abfassung  soll  nicht  gezählt  werden  der  Um- 
stand, dass  nicht  nur  in  den  Uebungsbeispieien,  sondern  anch  sonst 
unzählige  der  Erklärung  bedürftige  Dinge  Uoss  mit  technischem  Na- 
men genannt  sind;  es  bleibt  dem  Lehrer  überlassen,  das  Nötige  hin- 
zuzufügen.   Nur  ist  zu  erwähnen,  dass  die  lliiihen-  und  Körper- 
bcrechuung,  wenn  auch  ohne  lieweiae,  erläutert  ist  H. 

Anfangsgründe  der  Mechanik  fester  Körper  mit  vielen  Uebnngs- 
au^gaben  zmn  Scholgebranehe  an  Gymnasien  nnd  technischen  Lebr- 
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anstalten.  Von  Dr.  Job.  Chr.  W alberer,  Professor  am  köuigl. 
Gymoaüiam  zu  Müimerstadt.  Zweite,  vermehrte  uud  verbesserte  Auf- 
lage. Mttacbeu  1Ö74.  Theodor  Ackermanu.  166  S. 

Im  Vergleicb  mit  uuzähligeu  Schulbücher»,  welche  die  Mechanik 
teils  in  einem  besouderu  Abschnitt,  teils  aussehliesslich  behandeln, 
ist  es  eine  Auszeichnung,  dass  man  von  dem  vorliegenden  sagen  kann, 
dass  es  die  Grundbegriffe  der  Mechanik  in  correcter  Fassuncj  giebt. 
Denn  obwol  in  neuerer  Zeit  die  meisten  sieb  nicht  mebr  so  dreist 
wie  früher  dem  Tadel  grober  Unrichtigkeiten  aassetzen,  so  lehnt  sieb 
doch  gewöhnlich  die  Metbode  noch  sehr  an  anklare  vulgäre  Yorstel- 
Inngen  an,  wfthrond  die  Orandprindpieu  als  accidentelle  Sfttzo  in 
Schatten  gestellt  werden.  Das  gegenwftrtige  Lehrbach  beginut  so- 
gleich mit  deig'enigen  Sfttzen,  weldie  die  richtigon  scheidenden  Ge- 
sichtspunkte in  voUer  Einfachheit  enthüllen.  Im  übrigen  ist  es  jedoch 
nicht  frei  von  Fehlem.  Im  Beweise  Dir  das  Parallelogramm  der  Krftfle 
verlegt  der  Yer&sser  wiederholt,  im  Widersprach  mit  dem  richtig 
anfgestcllten  Satze,  den  Angriff  in  Punkte  ausserhalb  der  Richtnngs- 
linie.   Der  Beweis  ist  darum  falsch,  eine  mögliche  Berichtigung  nicht 
wol  abzusehen.    Auch  steht  der  Satz  au  der  unrichtigen  Stelle,  näm- 
lich bei  den  starren  Systemen,  mit  denen  er  nichts  zu  tun  hat.  Un- 
richtig und  irreleitend  ausgedrückt  ist  die  Behauptung  (S.  2.),  uns 
einer  Kraft  müsse  immer  als  Wirkung  eine  geradlinige  Bewt  trung 
erfolgen,  „wenn  nicht  andere  Krälte  zugleich  tätig  seien"  —  was  sich 
sofort  dadurch  widerlegt,  dass  die  auf  einen  Punkt  wirkenden  Kräfte 
sich  immer  zu  einer  sosammensetzen.   Hier  war  die  correcte  Fassung 
um  so  wichtiger  wegen  des  vulgären  Irrtums,  dass  die  AVurf-  usd 
Centralbcwegung  mehr  als  eine  Kraft  erforderten.  Unrichtig  ist  es 
ferner  (S.  3.),  dass  die  Statik  den  Fall  der  Baho  untersuchte;  doch 
folgt  hier  gleich  nachher  das  richtige  Wort.  Femer  wird  statisches 
Moment  erUflrt  (S.  26.)  in  Bezug  auf  einen  Punkt,  dne  Oerade  and 
eine  Ebene,  als  wenn  es  8  verschiedene  Begriffe  wftren.  Die  beiden 
letitern  sind  nur  fiberbestimmt  Geschwindigkeit  ist  nur  als  consttnto 
erklftrt,  gleich  nachher  aber  bei  Eridäruug  der  Beschleunigung  der 
Sinn  der  variabeln  als  bekannt  vorausgesetzt.  Soviel  über  die  Fehler. 
Die  Statik  ist  im  wesentlichen  theoretisch  vollständig,  die  einfachen 
praktischen  Uebortragungsmittel  sind  gleichfalls  behandelt.  Die  Dyna- 
mik beschränkt  sich  auf  diejenigen  Fälle,  welche  sich  mit  Hülfe  der 
Schulmathematik  wirklich  lösen  lassen.   Dass  sie  sich,  wie  angegeben 
wird,  auf  constante  Beschleunigung  beschränkte,  trifft,  uiittu-  aiukni 
beim  Pendel,  nicht  zu.   Die  Aufgaben  bestehen  in  numerischeu  Datis 
zu  den  nach  jeder  Seite  hin  anfzulösendeu,  im  Lehrbuch  enthaltenen 
Relationen. 
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Sainmlang  der  wichtigstoa  Sätze  ans  der  Arithmetik  und  Algebra. 
Ziiiu  Gebrauch  an  höheren  Lehranstalten  zusammengestellt  von 
Friedrich  HofmaBn,  Professor  der  Mathematik  am  k.  Gymsanom 
zn  Bayreuth.  Dritte,  verbesserte  und  vermehrte  Auflage.  Bayreath 
1872.  Heinrich  Grau.  36  8. 

Aufgaben  aus  der  niederu  Arithnietik.  Zum  Gebrauch  in  den 
uiitiTu  Klassen  höherer  Lehraustaltou  bearbeitet  von  Friedrich 
11  üt  manu,  Professor  der  Mathematik  am  k.  Gymnasium  zu  Bay- 
reuth. Dritte,  mit  Rücksicht  auf  das  neue  Mass-  und  Münz-System 
umgearbeitete  Auflage.  Bayreuth  1874.  Heinrich  Grau.  123  8. 

Beide  Bücher  sind  Ergänzungen  zu  der,  .im  217.  litt.  Ber.  S.  3. 
besprochoiuMi ,  Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Arithmetik  und  Al- 
gebra desselben  Verfassers.  Das  erster(i  enthält  diejenigen  Sätze, 
welche  durch  die  Aufgaben  eingeübt  werden  sollen,  einfach  in  Reihe 
gestellt.  Das  letztere  soll  für  die  niedern  Classen  der  Gymnasien 
dieselbe  Bestimmung  haben,  welche  die  genannte  Aufgabensammlung 
für  die  höheren  erfüllt.  £s  besteht  aus  5  Abteilungen,  welche  einzeln 
behandeln  uubenannte,  einfach  benannte,  mehrfach  benannte  ganze 
Zahlen,  unbenannte  gemeine  und  Dccimalbrüche.  Die  erste  Abteilung 
übt  besonders  die  Auflösung  der  Klammem.  H. 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Aualysis. 

Lehrbuch  der  Determinantentheoric  für  Stndlrende.   Von  Dr. 

Sic  gm  und  Günther,  Privatdoccnt  am  k  gl.  Polytechnikum  zu  Mün- 
chen.  Erlangen  1875.   Eduard  Besold.   236  S. 

Um  die  ausgesprochene  Bestimmung  des  Buehes  fOst  Stodjrende, 
eine  Bezeichnung  die  im  Grunde  Ton  Jeder  inssenschaftlichen  Dar- 
legung eines  bekannten  Themas  gelten  mflsste,  näher  zu  erlftuteni, 
80  hat  der  Verfasser  das  Mögliche  getan,  das  Selbststudium  des  G^en- 
standes  zu  erleichtem  und  dadurch  die  Kenntniss  der  Theorie  zu  einher 
allgemeinen  und  schon  in  den  ersten  Semestern  zu  erreichenden  zu 
machen.  Die  Anordnung  ist  eine  sachlich  systematische,  unbeeinflnsst 
durch  den  Deductionsconnex.  Letzterer  ist  kein  ausgedehnter,  kunst- 
voll verwebter;  vielmehr  sind  die  Sätze  zum  grössten  Teil  durch 
directe  Betrachtung  bewiesen.  Da  Vollständigkeit  in  Aufstellung  des 
Lehrstoffs  nach  gegenwärtigem  Standpunkt  ins  Auge  gefasst  ist,  da 
mithin  das  Vorzutragende  historisch  aus  den  successiven  Entdeckungen 
zufloss,  so  lag  es  in  der  Natur  der  Sache,  dass  der  organische  Kern 
der  Theorie  eine  Reihe  einzelner  Theoreme  im  Gefolge  haben  musste, 
die  zur  Zeit  als  zufällige  Beigabe  und  ohne  sichtliche  Verbindung 
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Auftreten.  I>er  YerlMsar  Int  es  ventaiideii,  dnrcli  die  Menge  des 
Aeddenlellett  die  Hanptiadie  nicht  in  Schatten  stellen  zn  lasaen, 
wen  ?or  allem  die  ein&ehe,  allgemeine,  weitgreildnde  Schlnasfiüiig* 
keit  der  Detonninantonlehre  gehört  Die  Einteilung  des  Stoffes  int 
im  gansen  gnt  gewftUt  nnd  zur  Uebersicht  yortreffiich  geeignet 
Nach  der  Geschichte  der  Determinantenrechnnng  folgen  znerst  2  Gar 
pitel  ftber  allgemeine  Eigenschaften  der  Determlnaten  nnd  Qher  Deter- 
minanten von  besonderer  P^orm.    Zu  den  letztern  gehören  das  Diffe- 
renzeuproduct,  die  Determinanten  adjungirter  Systeme,  die  symme- 
trischen, die  orthosymmetrischen  und  die  symmetraleu  Determiiiauten 
und  die  Halb-Determinanten.    Die  Sonderung  der  bctrelfeuden  Sätze 
von  der  allgemeinen  Theorie,  welche  nirht  iu  allen  Bearbeitungen 
beobachtet  worden  ist,  ist  sehr  zu  billigen.    Das  folgende  Capitel 
Über  kubische  Determinanten  ist  kein  Glied  der  Theorie,  auch  keine 
Anwendung,  sondern  bloss  ein  Aniang  einer  Erweiterung,  und  hätte 
demnach  wol  am  Schloss  des  Ganzen  stehen  sollen.  Das  5.  Capitel 
flher  die  Eliminationsprobleme  schliesst  sich  der  Sache  nach  an  das 
2to  an,  Iftsst  sich  sogar  mit  demselben  methodisch  unter  dem  Ge- 
sichtsponkt  der  Bedprodtät  anffossen.   Aus  der  Theorie  der  Glei- 
chnngssysteme  ergeben  sich  manche  elegante  Bewdse  ftlr  Deter- 
minantensätze,  n.  a.  ftkr  die  Mnltiplicaton  nnd  Potenzimng  der 
Beterminanten.   Da  jedoch  eine  Torzeitige  Benutzung  dieser  Bod- 
prodtat  dem  Anfänger  das  Erlemen  sehr  erschweren  wOrdo,  so  war 
die  Trennung  der  Capitel  gewiss  gerechtfertigt;  jedenfalls  war  der 
geeignete  Platz  für  die  Gleiehuiigeii  unmittelbar  nach  dem  2ten  Capitel. 
Es  folgen  nun  noch  3  Capitel,  welche  Anwendungen  enthalten,  näm- 
lich auf  Kettenbrüch(; ,  auf  Geometrie,  auf  Transformation  der  Inte- 
grale (Fnnctionsdetermiiiauten).    Hierin  musste  Auswahl  statttindeü, 
da  das  Bereich  unbegrenzt  ist.    Namentlich  ist  von  gcometrischeu 
Anwendungen  nur  eine  kleine  Anzahl  aufgenommen.  Das  letzte  Capitel 
bandelt  von  den  linearen  Substitutionen.  H. 

In  meinem  „Lehrbuch  der  Determinautentbeorie"  sind  ausser 
den  im  Drucke  angegebenen  Unrichtigkeiten  noch  folgende  zu  ver- 
bessern : 

S.  7.    Z.  4  V.  0.  nach  Zähler  ergänze:  und  Nenner. 

S.  8.     Z.  11  V.  0.  St.  §.-2  1.  3. 

8.  12.  Z.  12  V.  u.  1.  permutirt 

8.  17.   Z.  11      n.  st  abed  L  abde, 

8.  42.  Z.  11  T.  0.  st  Zahlen  L  Zeilen. 

8.  52.  Z.  16.  T.  n.  st  Weyrauch  L  Weihrauch. 

8.  89. .  Z.  4      n.  ist  Factor  (m — p)  zu  strdchen. 

&  113L  Z.  11  V.  vu  st  Azen  L  Azen-Ebenen. 
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8.  118.  Z.  12  V.  0.  011188  es  lieiBsen:  fiür  Bich  m\  die  zweite  m", 

die  dritte  elc 

S.  123.  Z.  3  V.  u.  st  -  1.  * 

y  » 

S.  153.  Z.  17  y.  0.  st.  A^^x^  L  '^sio?!. 

S.  153.  Z.  21  V.  0.  st.  Än-\\X%  1.  ^Im-UXi. 

S.  196.  Z.  6   V.  0.  fehlt  vor  b  die  Klammer. 

S.  210.  Z.  3    V.  0.  8t.  p''  +  q^+l  1.  (i)^+2*+l)*« 

S.  214.  Z.  8   V.  0.  St.  df  1.  rf*/. 

Durch  diese  Yerbesseningen  wird  hoffeBtUch  annähernd  voli- 
ständige  Coirecthcit  hergestellt  sein.  S.  Gttnthet. 

lieber  Kettenbrüchc  höherer  Ordnung.  Von  E.  Fürstouau. 
Programm  des  kgl.  Bealgymnasiums  zu  Wiesbaden  1872. 

Der  Verfasser,  welcher  sich  in  der  mathematischen  Welt  dorch 
seine  schöne  Methode  zur  Auflösung  literaler  Gleichungen  höherer 
Grade  bereits  auf  das  Vorteilhafteste  bekannt  gemacht  hat,  liefert 
hier  eine  interessante  Abhandlung  über  eigentümliche  neue  Gebilde 
der  Amilysis,  welche  er  mit  dem  Namen  der  „höheren  Kettenbrüche*' 
belogt.  Au  sich  ist  dieser  Titel  nicht  ganz  entsprechend,  denn  offen- 
bar könnte  man  auf  diese  Bezeichnung'  auch  gewisse  andre  Formen 
Anspruch  macheu  lassen.  So  kann  man  mit  vollem  Rechte  sagen? 
die  Methode,  mit  welcher  Roidt  (Schlömilch's  Zeitschrift,  17.  Jahrg.) 
den  irreduciblen  Fall  löst  und  die  sich  leicht  auch  auf  andre  trino- 
mische  Gleichungen  ausdehnen  liesse,  bedient  sich  höherer  Ketten- 
brüche; ee  ist  nach  ihm,  iHor 

bekauutlich 


Auch  Stern  hat  in  seiner  Schrift  „Theorie  der  Kettenbrüche  und 
ihre  Anwendung '*  diese  Formen  in  Betracht  gesogen.  Andrerseita 
könnte  man,  entsprechend  der  independonten  Daratellnng  eines  Ketten- 
bruches durch  Determmanten,  den  Qnotleiiten  zweier  nach  einem 
analogen  Gesetze  gebildeten  cubischen  Determinanten  hersteUen  und 
darunter  einen  Kettenbruch  yon  höherer  Ordnung  (beiser  wohl  ge- 
sagt: von  h(Uierem  Bange)  ventehen.  Als  Beispi^  elnea  loldien 
ffCubischen'*  Kettenfaruches,  weteher  bisher  noch  gar  nicht  untersuch^ 
worden  zu  sein  scheint,  möge  nachstehender  Qnotaenl  dienen  s 
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Schliesslich  könnte  man  auch  versucht  sein,  sich  unter  Ki  ttoubrüchcn 
höherer  Ordnung  jene  eigentümlichen  Bildungen  zu  doukeu,  welche 
Jacohi  als  „ kettcnbruchähnliche  Algorithmen"  in  die  Analysis  ein- 
geführt hat.  Hiermit  Bind  wir  donn  auch  auf  das  cigentlicbe  Thema 
des  Uerm  Fflrstenaa  gekommen;  seine  Untersuchung  knüpft  un- 
Buttelbar  an  die  erwähnte  Arbeit  Jacobi*s  an,  wie  sie  aus  stioen 
Piq^ieroa  im  69.  Bande  des  Borchardt'schen  Jonmalea  mitgeteilt  worde. 

Jacobi's  Grundgedanke  in  dieser  posthumen  Schrift  ist  bekannt- 
lich kein  andrer,  als  eine  Erweiterung  einer  Reibe  von  Euler  zuerst 
gefundener  Sätze  zu  geben.  Derselbe  hatte  bemerkt  und  in  mehreren 
Aofsätzen  der  Acta  Petropolitana  nachgewiesen,  dass  ein  System  tn- 
nomischer  recnrrirender  Gleichungen  mit  den  Kettenbrüchen  aufs 
innigste  verwandt  sei,  insofemo  jeder  Quotient  zweier  aufeinander- 
folgender Unbekannter  sich  unmittelbar  als  solcher  schreiben  lässt 
£8  lag  nnn  nahe,  die  Fragestellnng  auf  polynomische  GleicbuDgcn 
amaadelinen  nnd,  als  ersten  Schritt  hierzu,  zu  untersuchen,  si<^^ 
die  Sache  gestaltet,  wenn  jede  neue  Unbekannte  linear  aus  drei,  sUt| 
wie  bisher  aus  zwei,  vorhergehenden  zusammengesetzt  ist  Jacobe 
hat  diese  Frage  eingehend  erOrtert  und  von  dem  dabei  sich  ergeben* 
den  Analogen  der  gewöhnlichen  Kettmibrflche  mne  Reihe  interessanter 
Eigenschaften  aufgedeckt,  er  hat  Jedoch  auf  eine  ezplidte  ParstalM 
dieses  Analogons  verzichtet  Dies  und  der  Umstand ,  dass  sich  ^ 
grosse  Meister  des  Determinantencalculs  dieses  gerade  in  niisef** 
Falle  so  überaus  förderlichen  Hülfsmittels  gäuzlicli  eutschlug,  lOWk** 
es  uns  wahrscheinlich,  dass  derselbe  seine  Abhandlung,  soweit  w***^ 
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j«ttt  vorliegt,  noch  durchaus  nicht  für  endgültig  abgeschlossen 
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Der  Idecngang  des  Verfassers  konnte  mit  Rücksicht  auf  das  Ge- 
sagte ein  dreifacher  sein.  Es  konnte  die  Untersuchung  Jacobi's 
in  gleicher  Weise,  nur  mit  Hülfe  der  Determinanten,  nochmals  geführt 
werden;  man  konnte  aber  auch,  ganz  unabhängig  hiervon,  allgemein 
den  Quotienten  solcher  Determinanten  hinstellen,  welche  mit  Aus- 
nahme einer  willkürlichen  Anzahl  von  einer  Diagonale  parallel  lau- 
fenden Serien  durch  Nullen  gebildet  sind,  und  konnte  dann  zusehen, 
in  welchem  Connex  diese  „Kettenbruchdeterminanten  im  allgemeinen 
Sinn"  mit  Jacob i*8  Algorithmen  stehen.  Und  drittens  war  es  mög- 
lich, den  Begriff  des  gewöhnlichen  Kettenbruchs  dadurch  zu  verall- 
gemeinern, dass  man  jeden  einzelnen  Teiluenner  und  Teilzähler  wieder 
als  Kettenbruch  ansah  und  nun  die  Beziehungen  zu  den  erwähnten 
Determinanten-Quotienten  und  den  kettenbruchähnlicheu  Algorithmen 
aufsuchte.  Dieser  dritte  Weg,  welcher  offenbar  zugleich  der  iustruc- 
tivste  ist,  wurde  von  Herrn  Fürstenau  eingeschlagen. 

Durch  wirkliche  Ausführung  der  in  der  folgenden  Doppelreihe 
angedeuteten  Substitutionen 


tft 


^0  =  + 

findet  man 


2/2 


^'1  + 


^0  =  ^*0  + 
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und,  wenn  mau  den  Nenner  des  durch  den  stark  aosgezogenea  Stiich 
charaktcrisirten  Bruchos  mit  bezoictmet, 

Unter  einem  ersten,  zweiton  .  .  .  pion  Nüheruugswcrt  wird  nm 
die  Gesammtheit  alles  desjenigen  zu  verstehen  haben,  was  durch  einen 
in  der  angegebenen  Weise  von  der  Linken  zur  Rechten  gezähltou 
erbten,  zweiten  .  .  .  pten  Verticalstrich  abgeschnitten  wird,  so  dass 
fttr  dio  Grösse     sich  die  BuccessiTen  Nftheningswerte 

1 


«oH  r-y 


ergeben,  und  eutsprccheudo  Ausdrücke  auch  für  x.  Vcrwandolt  man 
diese  Näherungswerte  in  gewöhnliche  (nuechte)  Brttehe,  so  ergobou 
sich  ffir  ;r,^  und  ff^  gleiche  Nftherungsnenner,  so  dass  man  allgemeiB 
die  pUm  Näherungswerte  von     und  gleich 

Tz 

Np'  Np 

setzen  kann.  Für  diese  drei  Ansdrflcke  gilt  alsdann  das  BilduDgs- 
gesetz: 

das  hoisst,  jeder  dieser  Ausdrücke  ist  linear  aus  den  drei  nomittelbar 
vorhergehenden  derselben  Art  zusammengesetzt 

Die  so  entstandenen  recurrircnden  Gleichungen,  welche  ersichtlick 
mit  denen,  von  welchen  Jacobi  ausgeht,  vollkommen  identisch  sind» 
werden  nun  mit  Hülfe  der  Determinanten  aufgelöst,  und  es  linden 
sich  für  X,  F,  N  indepeudente ,  den  gewöhnlichen  Ketteiibruchdetcr- 
minauteu  entsprechende  Ausdrücke,  z.  B.  ist 
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Dem  bekannten  Fnndamentalsatz  der  gewöhnlichen  Kettenbrttche, 

dem  zufolge,  wcuu  ^  der  |ite  Nähertuigsbruch  eines  solchen  ist,  die 
Belation 


=  ±1 

statttiudüt,  cutspricht  hier  die  Identität 


Yp^l  Yp  Yp-\ 


1. 


.^+1  Xp  Xp—\ 
N^^i  N,  N,-i 

Bis  bicrlur  bat  sich  Herr  Fürstenau  ausschliesslich  mit  den 
Kcttciibrüchcn  der  zweiten  Ordnung  l)eschäftigt;  nunmehr  fasst  er  das 
Problem  in  erweitertem  Sinne  auf.  Stellen  wir  die  von  ihm  gcwon- 
ucnen  liesultate  übersichtlich  zusammen,  so  können  wir  sagen; 


Suchen  wir  ganz  allgemein  n  Grössen  sr^^ 
als  Brtlche  der  Form 


«1  =  ^, 


N 


zn  bestimmen,  so  kann  jeder  solche  Bruch  als  Ketten- 
bruch der  (/i  — l)ten  Ordnung  geschrieben  worden.  Die 
|7ten  Nübüruu^jswerto  dieser  Kettenbrüche  worden  die 
Formen 


No 


besitzen,  und  es  wird,  wenn  «jt*)  ...  a|<*+i),  o^W  ...  a^(»+^) 
...  aii+i^>  ...  on+i^^*^^  die  in  den  Kettenhrnch  eingegange- 
nen Grössen  sind,  ganz  allgemein 

sein.  Die  Grössen  X  and  N  werden  durch  die  stets  exi- 
stirende  Gleichung 


in  Beziehung  zn  einander  gesetzt 
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Soweit  ist  allerdings  unser  Verfasser  nicht  völlig  gorangen-,  es 
war  jedoch  leicht,  aus  seinen  Bctracbtangeu  dieses  clcgaut«  Besultal 
iuductoriscb  zu  erhalten. 

Im  zweiton  Paragraph  wird  gezeigt,  dass  inid  wie  die  reellen 
Wurzeln  algebraischer  Gleichungen  vom  wteii  Grade  in  periodische 
Kettenbrüchc  von  ntcr  Ordnung  verwandelt  werden  konueii.  Im  An- 
schluss  hieran  wird  dann  in  §  3.  die  für  die  praktische  Anwendung 
wichtige  Frage  discutirt,  wie  das  Mass  der  Annäherung  zwischeu  den 
einzelnen  Näherungsbrüchen  und  dem  wahren  Werte  zu  bestimmcii 
sei.  In  der  Weise,  wie  dies  bei  den  gewöhnlichen  Kcttenbrächen 
geschieh»,  ist  es  im  aUgememen  Falle  nicht  möglich;  der  Verfasser 
weiss  jedoch  durch  eine  elegante  Detorminantenbetrachtang  auch  hier 
zum  Ziele  zu  gelangen,  indem  er  in  §  4.  zuerst  vorbereitend  die 
Kettenbrttcho  der  zweiton  und  im  nächsten  diejenigen  von  noch  höherer 
Ordnung  behandelt.  Der  Hauptpunkt,  auf  welchen  es  hierbei  ankam, 
n&mlich  die  Einscfarftnkung  des  wahren  Wertes  zwischen  Kwei  un- 
mittelbar aufoinanderfol^  iiden  Näherungswerten,  hätte  ungleich  kltoer 
erledigt  werden  können,  wenn  Herr  Fürstenau  einen  vom  Ref.  «rf' 
gestellten  Lehrsatz  /u  Grunde  gelegt  hätte  (diese  Zeitschrift,  55.  WL 
S.  397.)-  Aus  demselben  geht  nämlich  hervor,  dass  unter  einer  ge- 
wissen Bedingung  jeder  Determinanten  -  Quotient  einem  gcwöhnIicheD 
Kettenbruche  nicht  bloss  gleich,  sondern  auch  äquivalent  sei,  wenn 
wir  dieses  Wort  in  dem  von  Seidel,  allerdings  bei  eiuer  audron 
Gelegenheit,  eingeführten  Sinne  gebrauchen.  Diese  Bedingung  ist 
aber  bei  den  einen  höheren  Kettenbiiich  repräsentirenden  Dctoni»- 
nanten-Quotienten  von  selbst  gegeben,  und  es  ergie'bt  sich  sofort  die 
angedeutete  Beziehung,  wie  wir  an  einem  andren  Orte  (Math.  Anna- 
len,  7.  Band.  S.  267.)  ausführlicher  dargetan  haben. 

Die  hier  charakterisirten  Betrachtungen  über  die  Periodicität  der 
höheren  Kettenbrücho  beiläuüg  bemerkt,  finden  durch  dicselk» 
auch  die  von  Bachmann  in  Borchardt's  Journal  angestellten  Ünt  '^ 
suchungen  ihren  Abschluss  —  scheinen  uns  auch  noch  eine  weitere 
Frage  zu  provociren,  welche  erschöpfend  zu  beantworten  wohl  niemaiKi 
so  geeignet  sein  dtlrfte,  wie  der  Herr  Verfasser  vorliegender  AbhaiM^ 
lung.  Ffir  die  Wurzeln  quadratischer  Gleichungen  czistirt  bekfluutli^ 
eine  doppelte  Kettenbrnchentwickelnug,  die  von  Lagrange  eotdccU* 
der  Form 


und  die  bereits  aus  griechischer  Zeit  herstammcudo 
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Bei  der  ersteren  ist  das  Fortschrcitungsgesetz  ein  compUcirteres, 
hingegen  sind  alle  Teilzl^iier  1,  bei  der  zweiten  ist  ersteres  so 
ein&ch  wie  möglich,  der  Kettenbrach  selbst  aber  besitat  jucht  mehr 
die  redndrte  Form.  Offenbar  besteht  eine  Doppel-EntwicMong  anch 
für  unsere  Algorithmen.  Die  vom  Yer&sser  angewandte  Methode 
führt  ganz  allgemein  anf  eine  dem  ersten  Fall  entsprechende  Form, 
aof  die  zweite  wttrde  man  hingeteitet  werden,  wenn  man  die  (kleinste 
reelle)  Wurzel  einer  Gleichnng  nten  Grades  nach  der  von  Herrn 
Fftrstenau  selbst  in  seiuer  bekauuten  Schrift  ,,Dar8tellung  der 
reellen  Wurzeln  algebraischer  Gleichungen"  gegebenen  Vorschrift  als 
Quotienten  zweier  unendlicher  orthosymmetrischer  Deteruiiuauteu 


«1 

•  • 

«1 

•    •    •    ,           1    .    .    .  . 

• 

• 

ansdrflcken  wflrde.  Es  wtürde  hierzu  bloss  erforderlich  sein,  sftmmt- 
liche  in  den  Entwickelnngsschematen  auftretenden  Einheiten  durch 
willkürliche  Grösson  zu  ersetzen.  Möchte  es  dem  Hei-m  Verfasser 
gefallen,  in  diesem  Sinne  seine  Leistung  zu  ergänzen  und  den  ange- 
deuteten Zusammenhang  zwischen  seiuer  früheren  Methode  und  den 
kettenbruchähnlicheu  Algorithmen  in's  Licht  zu  setzen. 

§  5.  bringt  eine  Reihe  instructiver  Beispiele  zur  Erläuterung  der 
vorgetragenen  Lehren.  Dabei  wollen  wir  nicht  unterlassen  zu  er- 
wähnen, dass  nun  gewisse  Methoden  eine  neue  Seite  darbieten,  welche 
Juan  vorgeschlagen  hat,  um  höhere  Irrationale  mit  Hülfe  gewöhnlicher 
Kettenbrüche  näherungsweise  berechnen  zu  können.  Führt  man  diese 
Berechnung  durch  (vergl.  hierüber  beispielsweise  die  Aufsätze  von 
Seeling  und  Grebe  im  8.  und  10.  Bande  von  Grunert's  Archiv) 
und  verwandelt  den  betreffenden  höheren  Kettcnbruch  vermittelst  der 
vom  Bef.  mehrfach  angewandten  Zusammenschiebung  ebenfalls  in 
einen  gewöhnlichen,  so  besitzt  man  eine  gute  Ckmtrole  zur  Sicher- 
stellung beider  Berechnungsweisen. 

Vielleicht  ist  eine  Entschuldigung  nötig,  dass  sich  das  Referat 
im  Vorigen  hier  und  da  nicht  in  strengen  Grenzen  gehalten,  vielmehr 
zu  einem  kleinen  Commentar  ausgebildet  hat.  Die  Äusserst  concise 
Darstellung  des  Verüassers  wird  dies  entschuldigen,  wie  denn  auch 
seine  vorbin  erwfthnte  Entlingsschrift  von  Balte  er  im  6.  Bande  der 
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Schlömilch'schou  Zeitschrift  woniger  receiisirt  als  vielmehr  paraphra- 
airt  wurde.  Der  Zweck  dieser  Zeilen  ist  erreicht,  weuu  durch  die- 
selben zur  Lecture  der  Fürsten  au'schcn  Schrift  angeregt  wird; 
insbesondere  ist  di<'se  all  denjeiu^'en  Freunden  der  Analysis  zu  em- 
pfehlen, welche  nicht  alleiu  geistreiche  livtlexionen  und  Methoden, 
sondern  auch  Resultate  lieben  und  tu  dieser  Tendeuz  auch  mbhsftue 
Rechnangen  nicht  a  priori  verabachenen. 

München.  S.  Günther. 


t 

D^moustration  de  la  propriet6  fondamentale  des  ^quations  diffife- 
rcutielles  liu^aircs.  Par  M.  P.  MansioD,  Professenr  rUaivenü^ 
de  Gand.  ^ruzelles  1874.  F.  Hayos.  16  S. 

Die  vorliegende  Abhandlung,  ein  Auszug  aus  den  Bulletins  do 
rAcadeinie  de  Belgique,  t.  38.  n'*  11.,  gibt  zwei  Deweise  für  den  Satz, 
dass  sich  jede  lineare  Differentialgleichung  7jter  Ordnung  für  die 
Function  y  von     ohne  von  y  freien  Term,  auf  die  Form 

• 

bringen  Iftsst,  wo  D  die  Differentiation  nacli  und  «i,  oti  *  -  *  ''^ 
Functionen  von  »  beaeichnen.  Zu  beiden  Beweisen  yerwendet  der 
Yeriasaer  ^ne  Httlfsgleichung,  linear  (n— l)ter  Ordnung,  nur  in  Te^ 
acbledener  Form  entwickelt,  welche  eine  beliobige  der  gesnchten 
Functionen  a  boBtimmt,  wenn  man  die  linke  Seite  der  gegebenco 
Gleichung  erst  in  der  Form 

darstellt.    Diese  Hülfsgleichung  wird  nach  verschiedenen  Metliode« 
integrirt,  und  a  durch  das  vollständige  Integral  der  Urgieichuog  ao^  , 
gedrftckt. 


i^lements  de  calcul  approximatif.  Par  Charles  Rucbo«**** 
(de  Lausanne).  Secondo  edition  augnientöe.  1874.  Paris,  Gautble^ 
Villars.   Lausanne,  Georges  Bridel.  Zürich,  OroU  Fussli  e.  C. 

Das  Buch  behandelt  die  Bestimmung  des  grOssten  mög^i^ 
Fehlers  im  Resultat  der  gewöhnlichsten  abgekürzten  Decimab^' 
reehnungen,  der  Addition,  Multiplicatton,  Potenzfrang,  Pivisioni 
Quadrat-  und  Kubikwurzeiaussiehnng.  Es  enthält  weder  Neaes, 
empfiehlt  sich  die  Darstellung  durch  einfache  Gesichtspunkte 
exactes  Zuwerkegehen ;  im  Gegenteil  werden  Dinge,  die  eine  ^^''"^ 
Uoberlegung  von  selbst  ergiebt,  durch  weitläufige  Herleitaog^  ^ 
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dunkelt.  Ueberdies  lässt  der  Verfasser  ganz  ausser  Acht,  dass  eine 
abgekürzte  Decimalzabl  nur  um  die  halbe  Einheit  der  letzten  Ziffer 
vom  gcuauen  Werte  ditforiren  darf;  denn  er  nennt  stets  sowol  die 
nächst  kleinere  als  nächst  grössere  Zahl  die  auf  soviel  Ziffern  genaue. 
Auch  die  Scblussbemerkuug  über  aligomoiue  Fuuctionea  euthält  nur 
Bekauites.  Ii. 


Vermischte  Schriften.  Zeitschriften. 

Konyelle  correspondance  maih^matique  public^  par  £og4no 
Gatalan,  anden  ^l^Te  de  l'^cole  polytodmlqiie,  Doctetir  ^8  sciences, 
Professenr  ä  runiversit^  de  Li^e,  etc.  et  Paul  Mansion,  Docteur 
special  en  sciences  nath^matiques,  Professenr  k  l'uniTersit^  de  6and. 
Mous  1874.  Hector  Manceanx. 

Dieses  Jonmal  ist  Mitte  vorigen  Jahres  gegründet  worden  mit 
der  Bestimninng,  an  die  Stelle  der  im  Jahr  1835  Yon  Qnetelet  gegrün- 
deten Correspondance  matfa^matique  et  physique  zu  treten,  welches 

seit  1830  nicht  mehr  besteht.  Es  ist  als  ein  Mangel  empfunden  wor- 
den, dass  seitdem  in  Belgien  kein  ßlatt  cxistirte,  welches  der  Ver- 
breitung mathematischer  Kenntnisse  gewidmet  wäre,  da  für  Mathe- 
matik überhaupt  nur  die  Bulletins  und  M6moires  der  Akademie, 
diese  aber  nur  für  wissenschaftliche  Originalarbeiten  offen  waren. 
Das  gegenwärtige  Journal  soll  nun  vornehmlich  für  Zwecke  des  Un- 
terrichts tätig  sein.  Es  publicirt  1)  Origiualartikel  über  Methoden, 
2)  Lösungen  ausgewählter  Aufgaben,  3)  Analysen,  Auszüge.  Berichte, 
und  Uebcrsetzungen  von  Abhandlungen  oder  Werken.  In  Betreff  der 
element&ren  Artikel  soll  der  Grundsatz  aufrecht  erhalten  werden, 
dass  die  Methode  einen  wesentlichen  Fortschritt  enthalten  muss, 
Wiederholungen  mit  gl^chgültiger  Abänderung  nicht  gestattet  sind. 
Unter  Aufstellung  obiger  Bedingungen  laden  die  Heransgeber  zur 
Eüisendung  von  Beiträgen  ein.  Das  Journal  soll  voiläufig  aUe  2  Mo- 
nate in  Lieferungen  zu  32  bis  48  Seiten  erscheinen.  Man  abonnirt 
auf  6  Lief,  filr  7  fr.  50.  Aus  dem  Inhalt  der  bis  jetzt  erschienenen 
3  Lieferungen  ist  zu  ersehen »  dass  die  angekündigten  Aussäge  nur 
je  einen  besondem  kurzen  Artikel  ausmachen.  Beichhaltiger  sind  die 
An^ben  und  deren  Lösungen,  welche  eine  Reihe  Ton  Artikeln  nm- 
fassen.  Den  grttesten  Teil  aber  nehmen  die  Aufsätze  äber  analytische 
Geometrie,  bestimmte  Integrale  und  andere  Zweige  der  höheren  Ma- 
thematik ein,  in  Bezug  auf  welche  kein  Unterschied  gegen  andere 
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mathematische  Journale  hemerkbar  ist.  Den  Scliluss  bilden  zwei  Ar- 
tikel 1)  die  Correspondenz,  d.  i.  Fragen  der  Einsender  beantwortet 
von  der  Redactiou,  2)  die  Bibliographie,  d.  i.  Titel  mit  Inhalts- 
angäbe  eiiueluer  Werke,  uicbt  Liste  der  gesammten  Xatteratur. 
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